Capitulo 1

Convergencia de variables aleatorias

El objetivo del presente capitulo es estudiar algunos tipos de convergencia de variables aleato-
rias. Iniciaremos con la definicién de los distintos modos de convergencia.

1.1. Definiciones basicas

Definicién 1.1.1 Sean X1, X5, --- y X wvariables aleatorias definidas sobre el mismo espacio de
probabilidad (2, F,P); con funciones de distribucion Fy, Fy,--- y F, respectivamente.

1. {X,} converge a X casi sequramente (c.s.), si
P{w e Q: X, (w) =n X(w)}) = 1.
Usaremos la siguiente notacion: X, % X.
2. {X,} converge a X en media p-ésima, p > 1, si E(|X,|P) < oo, para toda n y
E(|X, — X[?) =, 0.
Se usard la notacion comun: X, % X.

3. {X,} converge en probabilidad a X, si

P(| X, — X| > €) —, 0, para todo € > 0.
La convergencia en probabilidad se denota por: X, B x.
4. {Xn} converge en distribucion a X, si

para todo x € R tal que F es continua en x. Usaremos la notacion: X, i X1
n

'Es importante hacer notar que, para este tipo de convergencia, no es necesario que las variables aleatorias esten
definidas sobre el mismo espacio de probabilidad.



Notemos que, la convergencia casi segura es praticamente la convergencia sucesiones en analisis ya
que, dado w € €, se tiene que {X,,(w)} es una sucesién de nimeros reales. Por lo tanto, el conjunto
donde {X,,(w)} no converge tiene probabilidad cero. Por otro lado, convergenia en media p-ésima
en analisis es condcida como convergencia en LP.

Vale la pena mencionar que los tipos de convergenia definidos anteriormente no son equivalentes,
de hecho, en general se cumple el siguiente

Teorema 1.1.2 En general se cumple que

X, 5 X = X, 5 X, (1.1)
LP P
X, — X=X, —>X, (1.2)
y
X, 5 X=X, %X, (1.3)

En este curso nos concentraremos en estudiar algunas de las propiedades de convergencia en
probabilidad y convergencia en distribucién. Cabe mecionar que, los otros modos de convergencia
también son importantes en la teoria de probabilidad.

1.2. Convergencia en probababilidad

La primera cosa que nos gustaria saber es si el limite estda bien definido. El objetivo de la
siguiente proposicion es precisamente dar respuesta a la pregunta anterior.

Proposicién 1.2.1 (Unicidad del limite) Sea { X,,} una sucesion variables aleatorias tal que X, %
X y X, % Y, entonces P(X =Y) = 1.
Demostracion: Por la desigualdad de tridangulo tenemos que
X -Y|<|X,—X|+|X,-Y|
Entonces, para cada € > 0 se tiene que

(X -Y|>e € {|Xp—X|+|X,—Y]>e)
C {|Xn = X| > ¢/2Y U{|Xn — Y| > ¢/2).

Por lo tanto, por la definiciéon de convergencia en probabilidad tenemos que
P(|X —Y| >¢) =0, para todo € > 0.
Finalmente, notemos que

{IX =Y[>0} = Uz {[X = Y] >1/n},



es decir,

P(|X —Y|>0) < iwx—y\ > 1/n) =0.

n=1

Proposicién 1.2.2 Sean {X,} y {Y,} dos sucesiones de variables aleatorias tales que X, 5 X

yY, Zy. Entonces, para todo ¢ € R se tiene que
n

X, +Y, Bex 4y

Demostracion: Es claro que si ¢ = 0 no hay nada que probar. Por lo tanto, supongamos que
¢ # 0. Usando argumentos similares a los usados en la Proposicién 1.2.1 se obtiene que, para todo
e>0

{leXy, —cX +Y,=Y|>¢e} C{lcX, —cX| >} U{]Y, = Y| > €}

Entonces,

Iim P(jeX, —cX +Y, —Y]|>¢)

n—o0

< lim [P(I X, — X| > ¢/|c]) + P(|Y, — Y] > )]

T n—oo

= 0.

Ejemplo 1.2.3 Sea 2 = (0,1] y P la medida que asigna a cada intervalo su longitud. Dicha medida
es conocida con medida de Lebesgue sobre Q. Para cada n € N, definimos X,, = 1(01/n), €s decir,
para cada w € €

X, (w) , siw < 1/n,
n\W) =
0, en otro caso.

Demuestre que X, 2o,

Solucion: sea € > On, entonces
P(|X,| >¢) = P(X, >¢)
B {1/71, sie<1,

0, en otro caso.

Por lo tanto,
lim P(|X,,| > ¢€) =0,

n—oo

lo cual demuestra que X, 2o,
n



Ejemplo 1.2.4 Sean Q y P como en el ejemplo anterior. Considere la siguiente sucesion

Y _ Lo,1/n), st m es impar,
" l/n1, stn es par.

En este caso, se tiene que {X,} no converge en probabilidad.
En efecto, sea € > 0, entonces para cada n impar se tiene que

1/n, sie<1

P(|X,| > €) {

0, en otro caso.

Por lo tanto, Xo, 11 5o,

Por otro lado, para n par se tiene que

1/n, sie<l1

P(|X, — 1| > ¢) {

0, en otro caso.

Lo cual implica que X, L O

Ejemplo 1.2.5 (Variables aleatorias i.i.d.) Sea { X, } un sucesion de variables aleatorias indepen-
dientes e idénticamente distribuidas, con media p y variaza finita 0. Definamos

S, L*
Entonces, == — p.
n

Solucién: notemos que

n 2

S 2 1
E —_— = e E _ Xn _
(‘ n K ) n ( 1))
1 n
-2 ZE(Xn — )%, (independencia)
i=1
1 <<,
= 2.0
i=1
oon

. L2
Por lo tanto, haciendo n — 0o, obtenemos que S—; — W O
n



El ejemplo anterior contiene la demostracion de la Ley débil de los grandes numeros, la cual
enunciamos en el siguiente

Teorema 1.2.6 (Leyes de los grandes nimeros) Sea {X,} una sucesion de variables aleatorias
independientes e idénticamente distribuidas, con media p < co. Entonces,
(i) (Ley débil de los grandes nimeros)

1 n
— Z Xn 5 L
n n
i=1
(ii) (Ley fuerte de los grandes nimeros)
Iy s
— E X — .
i "

Demostraremos la parte (i) bajo el supuesto adicional que las variables aleatorias tienen segundo
momento finito. La demostracién de la parte (ii) requiere de algunos conceptos mas avanzados, y
por lo tanto, por el momento postponemos su demostracion.

Demostracién: Sea € > 0, luego por la desigualdad de Chebyshev tenemos que

1 — 1 11
Pl[=) X,—ul>e| <=E|=-) X, —
(Z . )!Z g

El resultado se concluye aplicando el Ejemplo 1.2.5. OJ

2

Obeservemos que, la parte (i) del teorema anterior es un caso particular de (1.2).

Lema 1.2.7 Sean {X,,, X} variables aleatorias tales que X, =, X, para algun p > 1. Entonces,

X, 5 x.

Demostracién: La demostracién usa la misma idea de la prueba del Teorema 1.2.6 (i). Sea € > 0,
entonces
E| X, — X|P

ET‘

P(|X, — X| >¢) < — 0, cuando n — oo.

O

~ El concepto de convergencia en probabilidad es importante en la teorfa estadistica ya que, si
0, = 0(Xy, Xs,--,X,) es un estimadador para un pardmetro 6, se dice que 6, es un estimador

. . A P
consistente si 6,, — 6.
n



