Capitulo 1

Espacio muestral, eventos y medidas de

probabilidad

El objetivo de la Teoria de Probabilidad es estudiar o modelar, por medio de la herramienta
matematica, el comportamiento de fendmenos o experimentos aleatorios. Un experimento es lla-
mado aleatorio cuando no se puede asegurar el resuldato, es decir, intrinsecamente existe cierta
wncertidumbre sobre el resultado.

Para llevar acabo tal madelacion probabilista se requieren de tres conceptos fundamentales. A
saber, espacio muestral, evento 'y medida de probabilidad. Mas un cuarto, basado el los anteriores,
llamado variable aleatoria, el cual juega un papel primordial en el estudio de experimentos aleato-
rios. El objetivo del presente capitulo es definir dicho conceptos. Las cuales, formaran el marco
tedrico de nuestro estudio.

1.1. Espacio muestral y eventos

Definicién 1.1.1 FEl conjunto de todos los resultados posibles de un experimento aleatorio es lla-
mado espacio muestral, y serd denotado por €.

Ejemplos.
El experimento de lanzar una moneda: Q = {a, s}, donde a denota dguila y s denota sello.

El experimento de lanzar un dado: Q = {1,2,3,4,5,6}.

(1)
(2)
(3) El experimento de observar el tiempo de vida de un aparado eléctrico: Q = [0, 00).
(4) El experimento de lanzar dos monedas consecutivamente:

Q ={(a,a),(a,s),(s,a), (s,s)}.

(5) Experimento de contar el nimero de autos que cruzan en determinado intervalo de tiempo,
digamos por dia, por la caseta de peaje:

0={0,1,2,---}.



Definicién 1.1.2 Un evento es una caracteristica de interés en un experimento aleatorio. Nor-
malmente los denotaremos por las letras A, B, C, etc.

(1.1) El experimento de lanzar una moneda. El evento “la moneda cae dguila”: A = {a}.

(2.1) El experimento de larzar un dado. Nos puede interesar A =“la cara muestra un nimero
impar” 6 B="la cara muestra un numero divisible por 3”. Por lo tanto, A = {1,3,5} y

B = {3,6}.

(3.1) El experimento de observar el tiempo de vida de un aparato eléctrico: A =“dura més de un
ano pero menos de 2”7, B =“al menos un ano”. Entonces, A = {(1,2)} vy B = {(1,00)}.

(4.1) El experimento de lanzar dos monedas consecutivamente. Puede ser de interés, A =“al menos
una cara en los dos lanzamientos” 6 B =“dos caras”. Luego, A = {(a,a),(a,s),(s,a)} y

B ={(a,a)}.

(5.1) Experimento de contar el nimero de autos que cruzan por la caseta de peaje en un dia.
Supongamos que nos interesa, A =“al menos pasaron 105 carros”, B =“pasaron menos de
150 carros”. Entonces, A = {105,106,---} y B ={0,1,---,148,149}.

Nos interesa “medir” o calcular la probabilidad de ciertos conjuntos. Los eventos son pre-
cisamente a los conjutos que podemos calcular su probabilidad. Nos gustaria que la operaciones
elementales entre eventos tales como complemento, union, interseccién también fuera un evento.
Denotaremos por F a la clase de todos los eventos.

1.2. Medidas de probabilidad

En la Seccion 1.1 definimos dos de los tres elementos principales en la Teoria de Probabilidad.
El propdsito de la presente seccién es introducir el concepto de medida de probabilidad, con lo
cual estarémos en posicion de inicar nuestro estudio de modelacion de experimentos aleatorios.

Para lograr lo anterior, primero vamos a definir de manera rigurosa las propiedades que debe
cumplir la clase de todos los eventos. La clase F C P(£2), donde P(£2) denota la clase de todos los
subconjutos de §2 también conocido como conjunto potencia. En cursos mas avanzados, donde se
hace uso de la Teoria de la Medida, se puede ver que F debe ser una o-dlgebra.

Definicién 1.2.1 Sea F una familia no vacia de subconjuntos de €2. La familia F es llamada
o-dlgebra si satisface las siguientes propiedades:

(i) Dado A € F se cumple A° € F, donde A° denota el complemento de A en Q.

(ii) Sea (A,)5>, cualquier sucesion de conjuntos en F. Entonces, |J,—, A, € F.

Observaciéon 1.2.2 No es el propdsito del presente curso, pero puede verse que en algunos casos
hay subconjutos de £ que no pertenecen a F. En consecuencia, hay subconjutos de que no podrémos
medir.

Algunas propiedades de o-algebras



1. Q € F, y por lo tanto, § € F.
2. Sea F una o-dlgebra y (A,)r°; una coleccién de conjuntos en F. Entonces, (), 4, € F.

3. Todo cojunto 2 tiene dos o-dlgebras triviales: las mas pequena Fy = {2, 0}, y las més grande
F1 ="P(Q). Ademés, si F' es cualquier otra o-algebra,

fonCfl.

4. Sean A, B € F, entonces A\B € F. En efecto, basta notar que A\B = AN B

Ahora si, ya tenemos los elementos necesarios para definir el concepto de medida de probabili-
dad.

Definicién 1.2.3 Una medida de probabilidad sobre el espacio (2, F), donde Q es un conjunto y
F una o-dlgebra sobre 0, es una funcion de conjutos P : F — [0, 1] tal que:

(i) P(Q) = 1.

(11) Si (An)S, C F es una sucesion de conjuntos disjuntos por pares (A; N A; = 0, i # j),

entonces
IP’(U An) => P(A4,). (1.1)

A la terna (2, F,P) le llamarémos espacio de probabilidad.
Propiedades de la funcién de probabilidad
Las siguientes propiedades son consecuencia de la definicion de funciéon de probabilidad.

1. Si A € F, entonces P(A¢) =1 — P(A). En particular, P() = 0.
2. Considere los eventos A y B. Entonces,
P(A\B)=P(A)—-P(ANB).
En efecto, notemos que A = (AN B) U (AN B°). Entonces,
P(A) =P(ANB)+P(AN B,

luego,

P(A\B) =P(A) —P(AN B).
Por lo tanto, si A C B entonces, P (A) <P (B).

3. Sean A y B dos eventos cualquiera, entonces

P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB).

Proposicién 1.2.4 Sea (A,) una sucesion de eventos tales que A,, C A,y1, para todo n. Entonces,

P (U2, A,) = lim P(A,). (1.2)

n—oo



Demostracion: Notemos que, para cada k € N,
A = A1 U (A\A)) U (A3\Ag) U -+ (Ap\Ak—1),

y
UnciAn = A U2 (Apii\Ay).

Por lo tanto, dado que {A;, Ao\ A1, A3\ As, - -} es una sucesién de eventos disjuntos se concluye
que

P(U2 A,) = PA)+> P(A—A
n=1

= + Z n+1 An)]

n—1
= Ji PO+ 3 (P() — P(AY)

k=1
= ot

0J
Proposicién 1.2.5 i)(Subaditividad) Para cada n € N, sean Ay, --- , A, eventos. Entonces,

P (O Ak> < ip(/xk). (1.3)

Demostracion: Vamos a proceder por induccion sobre n. El resultado es vdlido para n = 2 ya
que,

P(A UAy) =P(A) +P(Ay) —P(A NAy) <P(A)+P(A).

Supongamos que se cumple para n. Entonces,

P(U?:J?Ai) = P(UL AU A1)
< PUL A P(UAR )
< Y p
i=1
la ultima desigualdad es por hipdtesis de induccion. [

ii)(0-Subaditividad) Sean (A,,), una sucesion eventos. Entonces,

P (G An> < i]P’(An). (1.4)

Demostracién:



1.3. Independencia y probabilidad condicional

El concepto de probabilidad condicional es de suma importancia en la teoria de probabiliadad
dado que, en muchos casos de modelacion se conoce informacién apriori sobre el fenémeno y un
modo de “aprovechar” dicha informacion es por medio de la probabiliadad condicional. Veamos
un ejemplo para clarificar lo anterior.

Ejemplo 1.3.1 Supongamos que tenemos una baraja de 52 cartas. Sea A el evento de que primera
carta sea un as. Entonces,

PA) = & = L

52 13

Supongamos ahora que nos damos cuenta que la ultima carta es el as de espadas, y denotemos
por B tal evento. ;Cudl es la probababilidad de que la primera carta sea un as? Hay 51 cartas
para seleccionar, de las cuales 3 son favorables para nuestro evento de interés. Por lo tanto, la
probabiliadad que buscamos es 3/51.

El ejemplo anterior nos motiva a introducir la siguiente

Definicién 1.3.2 Sean A y B dos eventos tales que P(B) > 0. La probabilidad condicional del
evento A dado B se define como
P(ANB)

P(AIB) = 55

(1.5)

Observacion 1.3.3 Cuando P(B) = 0 la probabilidad condicional P(A|B) no se define como
antes.

Usaremos ahora la definicién de probabiliada condicional en el ejemplo anterior. Nos interesa

encontrar (A ) -
P(ANB 5 ET 3
P(A|B) = — 5251 — =

52

Intuitivamente, detras de P(A|B) esta que la ocurrencia del evento B nos provee informacién
sobre la ocurrencia del evento A. Por lo tanto, si deseamos decir que A y B son independientes
entonces, la ocurrencia del evento B no debe influir en la ocurrencia del evento A. Mas formalmente,
los eventos A y B son llamamdos independientes si

P(AN B)

PAIB) = 5

= P(*A)?
en otras palabras,
P(AN B) =P(A)P(B).
Vamos a introducir la definicién mas general de independencia entre eventos.

Definicién 1.3.4 Una coleccion de eventos (A;)icr es una coleccion independiente si para todo
subconjuto finito J C I se cumple

P(NiesAs) = [[P(A).

icJ



Es importante notar que la coleccién de eventos puede ser finita o infinita. Ademas, si (A;);cr son
independientes entonces son independientes dos a dos. Sin embargo, la reciproca no es cierta como
lo muestra el siguiente

Ejemplo 1.3.5 Sea Q = {1,2,3,4,} y P la medida uniforme sobre Q. Considere A = {1,2}, B =
{1,3} y C' = {3,2}. Entonces, A, B y C son independientes dos a dos pero no son independientes.

Ejemplo 1.3.6 Una planta obtiene dos genes (los cuales determinan el color de las flores) de
manera independiente, cada uno proviene de una planta progenitora. Si los genes son identicos,
entonces las flores adquieren el color correspondiente. Si los genes son distintos, entonces las
flores tienes los dos colores. Los genes de los colores rosa (r), violeta (V) y rojo (R) ocurren en la
poblacion con proporciones a : b : ¢, de modo que a+b+c = 1. Supongamos que selecionamos una
planta al azar; sea A el evento que sus flores sean al menos parcialmente rosas, y sea B el evento
de que sus flores tengan dos colores.
a) Encuentre P(A) y P(B).
b) Demuestre que A y B son independientes sia =2/3 yb=c=1/3.

Solucién:a) Primero notamos que

A=rrUrV U Vr UrRU Rr.

Luego,
P(rr) = P(r)P(r) = a?,

dado que el color rosa ocurre con probabilidad a. Por otro lado,

P(rR) = P(r)P(R) = ac = P(Rr),

P(rV) =ab=P(Vr).

Por lo tanto,

P(A) = a*+ 2(ac+ ab)
= a*+2a(l —a)
= 1—(1-a)

De manera andloga se obtiene que
P(B) = 2(ab + bc + ca).
b) Tarea.

Los siguientes resultados son muy 1til para calcular probabilidades de eventos cuando conocemos
ciertas probabilidades condicionales.

Teorema 1.3.7 ( Ley de probabilidad total)
(i) Sean A y B dos eventos tales que 0 < P(B) < 1. Entonces,

P(A) = P(A|B)P(B) + P(A|B*)P(B°).
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it) Mds generalmente, para cualquier particion (By)nea (A C N) de Q, tal que P(B;) > 0 para todo
1€ A, se cumple
P(A) =) P(AB)P(B).

i€
Teorema 1.3.8 (de Bayes) Sea A C U B;, y B; N\ Bj =0 para i # j, entonces

P(B;|A) = Z]P; ﬁﬁ%ﬁ%ﬁ%), P(A) > 0.




1.4.

1.

Ejercicios

Demuestre que
P(ANB) > P(A)+P(B) — 1,

la desigualdad anterior es conocida como desigualdad de Bonferroni. Generalice dicha de-
sigualdad para el caso de n eventos, donde n > 2.

Sea B un evento tal que P(B) > 0. Demuestre que P : F — [0, 1], definida por
P(A) =P(A]B)
en una medida de probabilidad sobre (€2, F).

Sea A, una sucesién de eventos tales que A, 1 C A, para cada n. Demuestre que

P(N>,A,) = lim P(A,).

n—0o0

Dar un ejemplo para mostrar que independencia dos a dos no implica independencia.

. Sea Q = {1,2,--- /p} donde p es un nimero primo, sea F la o-dlgebra de todos los sub-

conjuntos de Q, y P(A) = |A|/p, A € F. Demuestre que si A, B € F son independientes
entonces al menos un evento es € o ().

Sea (By)}_, una particién de €, i.e., los B’s son disjuntos por pares y € = U}_, Bx. Suponga
ademds que para cada k, P(By) > 0. Demuestre que, para cada A € F,

P(A) = > P(A|By)P(By).

Demuestre el andlogo para una particién infinita contable.
En el ejemplo 1.3.6 demuestre la expresion para P(B) y la parte b).

Un dado se lanza N veces, donde N es un numero aleatorio. Sea A; el evento N = i, y
suponga que P(4;) = 27% i > 1. Sea S la suma de los resultados en las caras de los dados.
Encuentre las siguientes probabilidades:

a) N =2 dado que S = 4.

b) S =4 dado que N es par.

c) N =2, dado que S =4 y el primer dado mostro 1.

d) El nimero mayor en las caras es r, donde S es desconocida.



Capitulo 2

Variables aleatorias y funciones de
distribucion

2.1. o-algebra de Borel en R

Teorema 2.1.1 (Minima o-algebra generada) Sea ) un conjunto y T una familia de subco-
guntos de Q. Entonces, existe una o-dlgebra o(T) tal que (i) T C o(T) y (i) si F es otra o-dlgebra
sobre Q) tal que T C F, entonces o(T) C F. Se dice que o(T) es la o-dlgebra sobre ) generada
por T .

Demostracion: Sea R la familia de todas las o-dlgebras sobre 2 que contienen a 7. Entonces,
R = {F : F es o-algebra sobre Qy T C F}.
Es claro que R es no vacia, ya que P(£2) € R. Definamos
R* := NrerF.
Demostraremos que R* es una o-algebra. En efecto,

(i) 2 € R*, ya que Q € F, para toda F € R.

(ii) Sea A € R*. Entonces, A € F, para toda F € R. Por lo tanto, A° € F, para toda F € R.
Luego, A¢ € R*.

(iii) Sea (A,) una sucesiéon de conjuntos en R*. Mostraremos que U A, € R*. Sabemos que
para cada F € R, A, € F, para todo n. Ahora bien, dado que F es o-algebra, se tiene que
U, A, € F para toda F € R. Por lo tanto, U2, A, € R*.

n=1

En consecuencia, R* es g-algebra. Para concluir la prueba basta notar que si F es una o-algebra
tal que T C F, entonces F € R. Lo cual implica R* € F, i.e, o(T) = R* O

La siguiente definicion introduce una o-algebra sobre R, la cual serd de mucha utilidad en el
resto del curso.



Definicién 2.1.2 La o-dlgebra de Borel' sobre R, la cual denotamos por B(R), es la o-dlgebra
generada por la clase de conjunots T = {(—o0,z] : @ € R}. Todo conjuto en B(R) serd llamado
conjunto de Borel o Boreliano.

2.2. Variables aleatorias

Cuando se realiza algin experimento generalmente se estd interesado en ”funciones” del resul-
tado del experimento mas que el experimento mismo. Tales cantidades de interés son funciones
real-valuadas definidas en el espacio muestral. A dichas funciones aleatorias se les llama variables
aleatorias.

Supongamos que el experimento consiste en lanzar dos dados a la vez, y nos interesa la suma
de los nimeros en la cara superior de los dados. En este caso, el espacio muestral esta dado por
Q= {(a,b) :a,b=1,---,6}. Por lo tanto, dado que sélo nos interesa las suma de las caras, para
nosotros serd lo mismo {(5,1), (1,5), (4,2), (2,4), (3,3)}. De manera analoga, {(5,5), (4,6), (6,4)}
nos dara el mismo resultado.

Definicién 2.2.1 Dado un espacio de probabilidad (S, F,P) una variable aleatoria (v.a.), deno-
tada por X, es una funcion X : Q — R tal que, para todo x € R

{X<a}={we: X(w) <z} eF. (2.1)

Decimos que X es un vector aleatorio, si en la definicion anterior R se intercambia por RY,
para d > 2. 2

Observaciéon 2.2.2 La definicion es anterior es equivalente a la condicion
X'={Xel} ={weQ: X(w)el}eF,

donde I es cualquier intervalo en R (6 RY). Mds generalmente, X *(A) € F para todo A € B(R),
donde B(R) denota la o-dlgebra de Borel en R.

Existen dos clases muy importantes de variables aleatorias, variables aleatorias discretas y variables
aleatorias continuas. Las variables aleatorias discretas aparecen en contextos donde el experimento
intrinsecamente tiene un conjunto de resultados posibles a lo méas contable. Por otro lado, las
variables aleatorias continuas aparecen en experimentos donde el cojunto de resultados posibles es
no contable. Por ejemplo, la estatura de una persona, el tiempo de falla de un electrodoméstico,
la temperatura de cierto compuesto quimico, etc.

Definicion 2.2.3 Un variable aleatoria X es llamada discreta si esta toma a lo mas un niumero
contable de valores. Es decir, si existe una coleccion de puntos {xy,xs, -} tales que,

X(Q)={Xw):weQt=U2 {z; : X(w) =1, weQ}.

1Emile Borel 1871-1956, matematico y politico frances.
2En la terminologia de teoria de la medida se dice que, X es una funcién medible con respecto a la o-algebra F.
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En el caso de v.a. discretas definimos la funcion de probabilidades asociada a X de la siguiente
manera
p(r,) =P(X=z,)n=1,2,---.

Ahora bien, dado que P(2) =1,y Q = U2 {w € Q: X = z,}, se tiene que

Zp(:vn) =1.

Observaciéon 2.2.4 Cualquier funcién no negativa p tal que el conjunto {x € R : p(x) > 0} es a
lo mds contable y Y p(x) =1, es funcion de probabilidades de alguna variable aleatoria discreta.

Definicién 2.2.5 Diremos que una v.a. X es continua si existe una funcion f no negativa, defini-
da en R, tal que para todo conjunto A de nimeros reales

P(X € A) = /Af(x)d:p. (2.2)

La funcion f es llamada funcion de densidad de probababilidad o simplemente funcion de densidad
de la v.a. X.

De la relacién (2.2) se obtiene que, si f es una funcién de densidad, entonces

/::f(x)da: =1

Lo anterior es debido a que, {X e R} ={w e Q : X(w) € R} = Qy P(2) = 1. De hecho, si f es
cualquier funcion continua y no negativa tal que

| tain=n,

entonces f es la funcién de densidad de alguna variable aleatoria continua.

Nota 2.2.6 FEs importante hacer notar que existen v.a. que no son continuas ni discretas. A tales
variables aleatorias se le conoce como v.a. mixtas. Sin embargo, tales v.a. quedan fuera del alcance
del presente curso.

Vedmos algunos ejemplos de v.a.

1. Sea ¢ una constante en R, defina X (w) = ¢ para todo w € €2, entonces X es v.a., y es llamada
v.a. constante. Para ver que X es v.a. basta notar que

0, sizx<e,

{ng}:{Q

, six>c.
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2. Sea A un evento, entonces

X(w) = {1, we A,

0, en otro caso,

es v.a. aleatoria. En efecto, sea I cualquier intervalo en R,

Q, si0el, 1€l
A, si0gl, 1€l
Ae, si0el, 1¢1,
0, siog¢l 1¢1

{Xel}=

En muchos casos es de interés estudiar funciones de variables aleatorias. Entonces, surge la
siguiente pregunta: si X es v.a. jpara qué funciones g se cumple que g(X) también es v.a.? La
siguiente proposicion da respuesta a la pregunta.

Proposicién 2.2.7 Sea X una v.a. definida sobre el espacio de probabilidad (2, F,P) yg: R+— R
una funcion tal que g~ '(I) € B(R), para todo I € B(R), donde B(R) denota la o-dlgebra de Borel
en R3. Entonces,

Y(w) :=g9(X(w)), we,

también es variable aletoria.

Demostracién: Basta probar que Y~!(I) € F, para todo intervalo I. Se tiene que,

YHI) = {Yel}l ={weQ:gX(w)el}
= {weQ: Xw)eg ')}
= X g "))

Ahora bien, dado que g~(I) € B(R) y X es v.a., se tiene que Y ~1(I) € F. O

2.3. Funciones de distribucion
Para cada x € R definimos el conjunto
Alz) ={w e Q2 : X(w) < z}.
Por la Definicién 2.2.1 se tiene que A(z) € F, en consencuencia P(A(x)) estd bien difinido.

Definicién 2.3.1 La funcion de distribucion Fx de una v.a. X se define por
Fx(z) =P(A(x)), z € R.

Cuando no haya lugar a confusion simplemente escribirémos F' en lugar de Fx.

3Se dice que la funcién g es medible con respecto a la o-algebra de Borel B(R).
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Notemos que si F' es una funcién de distribucién, entonces F' es una funcién de R en [0, 1].

Proposicién 2.3.2 Sea F' una funcion de distribucion, entonces se cumplen las siguientes propiedades
a)lim, , o F(z) =0 ylim, ,, F(z) = 1.

b) Si x <y, entonces F(x) < F(y).

c) F es continua por la derecha, i.e, F(x + h) — F(z) cuando h | 0. Ademds, F tiene limites por

la izquierda, i.e., limy 0 F'(x — h) existe, y usualmente se donota por F(x—).

Demostracion:

a) Sea (a,)", cualquier sucesion tal que a,, | —00, y consideremos A(a,). Entonces, A(ay), A(as), ---
es una sucesién decreciente y tal que N, A(a,) = (0. Por lo tanto, por el ejercicio 3 del Capitulo
1 (por el Problema 3 de la Tarea 1), se tiene que

0=P(N>2,A(a,)) = lim P(A(a,)) = lim F(a,),

n—oo n—o0
es decir, lim,_, o, F'(z) = 0. La otra parte es andloga, y se deja como ejercicio. O

2) Sea A(E) ={X <z} y A(z,y) = {x < X < y}. Entonces, A(y) = A(z) U A(z,y) y la unién es
isjunta. Luego,
P(A(y)) = P(A(z)) + P(A(z, y)) = P(A(x)),

equivalentemente

¢) Vamos a demostrar que F' es continua por la derecha. Debemos probar que

lim F(z + h) = (z).

fin F(z + ) = (7)
En efecto, notemos que (—oo, z] = N2, (—00, x +a,], donde (a,) es cualquier sucesién de nimeros
reales positivos tales que a,, | 0. Luego,

F(z) = P(ML{X <z +an})
= lim P(X < 2 +ay)

n—oo

= e )

lim F(x + h),
h10

es decir, F' es continua por la derecha.
De manera similar se puede demostrar que F' tiene limites por la izquierda. Para ellos es
sufuciente notar que

PX <z)=1lm P(X <x—1/n)= lim F(z —1/n) =1lim F(x — h).

n—00 n—00 hl0
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Si X es una v.a. continua con funciéon de densidad f, entonces

F(z) = / " fy)dy, TR

Como se puede apreciar en la identidad anterior, la funcién de distribucion es 1til para encontrar
probabilidades asociadad a la variable aleatoria correspondiente. En esa misma direccion se tiene
la siguiente

Proposicién 2.3.3 Sea X una variable aleatoria y F su funcion de distribucion. Entonces, para

todo x <y en R se cumple
Plx < X <y)=F(y) — F(z).

Demostracién: Notemos que, si A(z) = (—o0, z|, entonces
{we < X(w)<y}=Ay)NA(z) = A(y)\A(z).

Por lo tanto,
Plr < X <y) =P(A(y)) - P(A(z)) = F(y) — F(z).

2.4. Algunos ejemplos de variables aleatorias conocidas

2.4.1. Discretas
2.4.2. Continuas

1. Distribucién uniforme. Decimos que X tiene distribucién uniforme en el intervalo [a, b],
a,b € R, si X tiene densidad f dada por

f@;):{ﬁ’ a<a<bh,

0, en otro caso.

La funcién de distribucion correspondiente esta dada por

- 0, r < a,
F(w)z/ fy)dy=1q 72 a<z<b,
o 1, x > b.

Usaremos la notacién X ~ Unif([a, b]).

2. Distribucién exponencial. Sea X una v.a. con funcién de distribucion dada por

F(m):{o, z <0,

1—e*, z>0.



Se dice que X tiene distribucién exponencial de pardmetro o intensidad A > 0, se donota

por X ~ Exp()). Notemos que

es decir, la densidad de X esta dada por

()

/

-z
e M

e M dy,

x>0,

en otro caso.

La distribucién exponencial tiene una propiedad sumamente importante en la teoria de prob-
abilidad y procesos estocasticos, asi como también desde el punto de vista de la modelacion
estadistica. A saber, para todo s,t > 0 se cumple

P(X >t+s|X >t) =P(X > ), (2.3)

la propiedad anterior es conocida como propiedad de pérdida de memoria*. Vamos a ver que

se cumple (2.3). Primero notamos que

P(X >z) = / e Mdy =e ™ 1 >0.

Por lo tanto,

P(X >t+s|X > t)

PX >t+s,X >1)
P(X >t)
P(X >t+s)
P(X > t)
G

et
6—)\5

P(X > s).

Nota 2.4.1 Sea U ~ Unif(0, 1), entonces para X > 0 y x > 0, se tiene que

P (-% log(1— U) < x)

es decir, —5log(1 — U) ~ Exp(X).

= P(1-U>e™)

= PU<1—e™)

- 1— 67)\%7

4La propiedad de pérdida de memoria caricteriza a la distribucién exponencial dentro de la clase de distribuciones

continuas.
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3. Distribuciéon normal estandar. Sea ¢ definida por

Entonces, ¢ es una funcién de densidad. Sea X la v.a. asociada

, se dice que X tiene distribu-

cion normal estandar. La funcién de distribucion asociada ® esta dada por

o) = [ ol)dy se®

La funciéon ® no se puede calcular de manera explicita. Por lo tanto, métodos numéricos o
de simulacién de variables aleatorias, son necesarios para conocer aproximaciones de proba-

bilidades de interés.

Nota 2.4.2 Sean pn € R y 0 > 0 constantes dadas. Luego,

PoX +p<az) = B(X <=—F)

T—p

= /_OO o(y) dy

1 T eew?
= e 22 dz.
V2102 J o

Alav.a. Y :=0X 4+ pu sele conoce como variable aleatoria con distribucion normal media p
y varianza o2, y se donota por Y ~ N(u,0?). La funcion de densidad de Y estd dada por

1 _(z=w)?

¢(x; 1, 0%) = e 27 .
( ) V2mo?

Las variables aleatorias continuas tienen la siguiente
Propiedad. Sea X una variable aleatoria continua. Entonces,

P(X = x) = para todo x € R.

Demostracién: Notemos que {z} = N2, (z — %, z]. Luego, como A4, = (z — =, z] es una sucesién

decreciente se tiene que

1
P(X =z) = h’mIP’(x——<X§:U>

n—oo n

— lim [Fx(x) — Fx(z - l)

n—00 n

|

= 0, dado que F es continua.
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Capitulo 3

Esperanza condicional

Esperanza condicional es una herramienta fundemental en la Teoria de Procesos Estocésticos.
El propdsito del presente capitulo es definir dicho concepto y estudiar algunas de sus propiedades
mas importantes. Trabajaremos en un espacio de probabilidad (€2, F, P) fijo, i.e., todas las variables
aletorias estaran definidas en dicho espacio de probabilidad sin necesidad de hacer mencion explicita
de ello.

3.1. Definicion de esperanza condicional

Sabemos que si X es una variable aleatoria discreta entonces E(X) = >, 2;P(X = k). Sea A
un evento tal que P(A) # 0, entonces podemos definir

E[X[A] = ) aP(X = x4|A)

P(X =y, A)
- XA

P(XlA = SL’k)

1
= pra B 1)

Lo anterior no da la esperanza condicional de la variable aleatoria X dado el evento A. Tal concepto
se puede extender de la siguiente manera:

Definicién 3.1.1 Sean X y Y wvariables aleatorias discretas. La esperanza condicional de X dado
que Y =y, donde fy(y) > 0, se define por

EX{Y =y})=> afcy(z.9)/fr (), (3.1)

xT

siempre y cuando la suma sea absolutamente convergente.
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Notese que conforme y varia (sobre todos los posibles valores de Y') en la ecuacién (3.1), se obtiene
una funcién de Y, la cual denotarémos por E(X|Y'). Entonces, E(X|Y') es una variable aleatoria
tal que

E(X|Y)(w) = E(XH{Y = yn}), siY(w) =y, (3.2)
donde yi,%9,- -+ son los posibles valores de Y. A la variable aleatoria E(X|Y') le llamarémos

esperanza condicional de X dado Y.

Ejemplo 3.1.2 Considere el lanzamiento de 3 monedas con denominacion de 1, 5 y 10 pesos,
respectivamente. Sea X la suma de las monedas que caen dguila.

(i) ;Cual es el valor esperado de X dado que dos monedas caen dguila?

(ii) Sea Y la suma de las monedas que caen dguila, y que ademds, tienen denominacion de 1 6 5
pesos. s Cual es la esperanza condicional de X dado Y ?

Solucién: (i) El espacio muestral estd dado por

Q = {AAA AAS ASA,SAA ASS,SAS,SSA,SSS}.
Sea B el evento que dos monedas caen dguila, i.e.,
B ={AAS ASA,SAA}

Nos interesa determinar E(X|B). Notemos que, cada punto en B ocurre con probabilidad 1/8.
Luego,

X(AAS) = 1+45=6,

X(ASA) = 1+10=11,

X(SAA) = 5410 = 15.

111\ 32
6=+ 11= + 15- ) = ==,
( s g 8)

(i) Ahora observamos que, Y € {0,1,5,6} con probabilidades

Por lo tanto,

E(X|B) =

0l =

1
IP’(Y:O):P(Yzl):P(Y:5):P(Y:6):Z—l.
Finalmente, siguiendo el mismo procedimiento que en (i) obtenemos
E(X|{Y =0}) =5 E(X|{Y =1}) =6,
E(X{Y =5}) =10, E(XH{Y =6})=11.

Por lo tanto, la esperaza condicional de X dado Y resulta ser

5 siY(w)=0,

E(X[Y)(w) = fo ; §8 - ; (3.3)
11 siY(w)=6

0
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Notemos que en el ejemplo anterior E(X|Y") toma cada valor con la misma probabilidad, es
decir, 1/4. Por lo tanto, E(E(X|Y)) = 8 = E(X). La propiedad anterior no es particular de este
ejemplo. Més adelante veremos que tal propiedad se cumple en general.

Ejemplo 3.1.3 Sean (X,Y) un vector aleatorio con funcion de probabilidad conjunta

f(x y): N(13+1)’ Sif’cgy,x,ye{l,Q,...,N}
’ 0, en otro caso,

donde N es un entero positivo. Encuentre (i) E(X|Y) y (i) E(Y|X).
Solucién: (i) Notemos que

2
=1,2,...,N.
foy NvEnY Y=hEe
Luego,
~ flry) 1~ _y+l
XV =u) =2 o7y =5 20 = 5
Por lo tanto, E[X|Y] = (Y +1). O

(ii) Porcediendo de manera amilogo al inciso anterior se tiene que

2

Luego, para x € {1,..., N}, se tiene que

= fly)
ElY|X =2] = Y
IX=e = 2 vET)
N
- N+1—x;y
T+ N
2
Por lo tanto, E[Y|X] = (X + N). O

Teorema 3.1.4 Sean X una variable aletoria discreta con esperanza finita y'Y cualquier variable
aleatoria discreta. Entonces,

(i)

E(E(X]Y)) = E(X), (3.4
siempre que ambos lados existan.
(i) Para toda funcion g : R — R medible y acotada, se tiene

Elg(Y)E[X[Y]] = E[g(Y)X].
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Demostracién: (i) Siempre que las sumatorias sean absolutamente convergentes se tiene que,

EEX]Y)) = Y EXHY =y} fr(y)

zfxy(T,y)
> (z el ) i

Y T

= Y wfx(x)

T

— E(X).

(ii) Sea g : R — R cualquier funcién medible y acotada, entonces

E[gV)EX|Y]] = Zg Y E[X|Y = yi]P(Y = y1)

= Zg@k (Z% ‘x;”;; f"”)P(Y:yw
- Zg Yk Zx] .1’], yk)

- Zg yk x] x],Y yk)

E[Q(Y)X J

Observacion 3.1.5 La esperanza condicional E[X|Y] estd bien definida. En efecto, se h: R — R
una funcion medible tal que h(Y') tiene esperanza finita y Elg(Y)h(Y)] = E[g(Y)E[X|Y]] para
cualquier funcion g medible y acotada. Luego,

> 9 h(y)PY = yy) Zg ez P(X = ;.Y = ).
k
Ahora bien, la identidad anterior se cumple para todo g, en particular para f = 1y}, se tiene que

h(ye)P(Y = yg) Zl’g =z, Y = i),

es decir,
h(ye) = E[X|Y = yi], para todo k.

La obsevacién anterior nos permite dar una defincién de esperanza condicional de una variable
aleatoria dada otra variable aleatoria sin el supuesto de que estas sean discretas.
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Definicién 3.1.6 (Esperanza condicional de una variable aleatoria dada otra variable
aleatoria) Sea X wuna variable aleatoria con esperanza finita y Y cualquier variable aleatoria. Si
existe una funcion medible h : R — R tal que h(Y') tiene media finita y

para cualquier funcion medible g : R — R medible y acotada, entonces se dice que h(Y) es una
version de esperanza condicional E[X|Y] y se define

EXY]=h(Y) y EIX]Y =y] = h(y), y € R.

Ejemplo 3.1.7 Una gallina pone X huevos, donde X es Poisson con pardmetro \. Cada huevo
es fecundado con probabilidad p, independientemente de los otros, produciendo asi'Y pollos. De-
muestre que p(X,Y) = /p.

Solucién: Observemos que, condicional en X =k, Y tiene distrubucion binomial Bin(k,p). Por
lo tanto, E(Y|{X =k} = kp. Mds generalmente,

E(Y|X) = Xp.
Entonces, por el teorema anterior se tiene que
E(XY) =EEXY|X)) = E(XE(Y|X)) = E(X?p) = (A\* + \)p.
De manera similar, obtenemos
E(Y?) = E(E(Y?X))
= E(Xp(1-p)+X°*p)
= (1 —p)+(\+A\)p?
= Ap+ A2
Finalmente, tenemos que

E(XY) — E(X)E(Y)
(Var(X) Var(Y))"/?
A2+ Np—X-Ap
(A(Ap + A2p2 — A2p2))/2

I
3

Ejemplo 3.1.8 Sea (X;) una sucesion de v.a. i.i.d., y sea Y una v.a. con valores en los enteros
no negativos independiente de la sucesion (X;). Defina Sy = Z};l X;. Demuestre que

Var(Sy) = E(X?) Var(Y) + E(Y) Var(X,).
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Solucién: Por el ejercicio 2 de la tarea 2 tenemos que,
E(Sy) = E(X1)E(Y).
Ahora bien, por el Teorema 3.1.4 se obtiene
E(SY) = EOEE(S?/IY))

= ZE<S£>pk p =P =k)

= (Z EXD)+Y ) E(Xin))
k=0 i=1 i=1 j#i
= > o (FE(XE) + k(k — D[E(X)]?))
= E(VE(X) + V(Y — DEX)P)
— E(Y) (E(X?) — [E(X))]?) + E(Y?)[E(X))]*

El resultado se sigue usando la identidad Var(Sy) = E(S%) — [E(Sy)]?.

3.2. Propiedades de la esperanza condicional

Teorema 3.2.1 Sean a y b constantes, g una funcion de valor real, y suponga que X, Y y Z son
conjuntamente distribuidas. Entonces,

1. E(alY) =
aX +0Z|Y) = aE(X|Y) + bE(Z]Y).

E(X|Y)>0si X >0.

E(Xg(Y)[Y) = g(Y)E(X]Y).

X[Y,g(Y)) = E(X]Y).

.\?.039”‘{*\9@

E(
E(
(
E(X|Y) =E(X) si X eV son independientes.
(
E(
E(

E(X|Y,2)|Y) =E(X|Y).

Demostracién: (1) Sabemos que f,y(a,y) = fy(y). Entonces,

E(alY) = a%&/’)y) = a.

(2) Tarea.
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(3) Si X > 0, entonces cada sumando en la deficién de esperanza condicional serd no-negativo.
Por lo tanto, E(X|Y") > 0. O

(4) Para cada y en el rango de Y, tenemos que
E(XY)(w) = E(X[Y =y), Y(w) =y.

Luego, por definicién de esperanza condicional se tiene que

By =) = el

fy(y)
B Ix(@)fy(y)
B Z fY(?J)
= E(X)
Entonces, E(X|Y)(w) = E(X), para todo w € Q. O

(5) Notemos que, conjunto y perteneciente al rango de Y se tiene

> 29(Y) fxy (2, y)
fY(?J)
> tfxy(a,y)
9(y) fY(y)
= g(y)EX|{Y =y}.

EXg(Y){Y =y}) =

Entonces, E(Xg(Y)|Y) = g(Y)E(X]Y).

El resultado anterior se puede interpretar de la siguiente manera: esperanza condicional es una
manera de “medir” la informacién que aporta Y sobre la variable aleatoria X ¢(Y'). En consecuen-
cia, al menos intuitivamente, se tiene que conociendo el valor de Y automaticamente conocemos
el valor de g(Y'), y por lo tanto, puede tratarse como una constante dentro de la esperanza condi-
cional. OJ

(6) Tarea.
(7) Supongamos que Y =y y que Z = z, entonces

Z:v fo,Y,Z(I7 Y, Z)
fr.z(y, 2) '

EXHY =y}, {2 =2}) =
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Entonces, por definicién tenemos que, para cada w tal que Y (w) =y

frz(y, z)
fr(y)

- fXYZ -T7y7 )fY,Z(yaz)
B ZZ fYZ Y, 2) Ty (y)

Z ZfXYZfE%)

EEXY, 2))Y) = ZE XY =y, 2 =z2)——~=

> irlny)
- <X\{Y :y}>.

De lo anterior se sigue el resultado, ya que se cumple para cada y en el rango de Y. O

Concluimos la presente seccién con un resultado que nos dice que, E(X|Y) es la variable
aletorias que se encuentra a una menor distancia de X de todas la variables aleatoria que se
pueden determinar apartir de Y.

Teorema 3.2.2 Sea h cualquier funcién de valor real tal que E(h(Y)?) < oco. Entonces,
E[(X —h(Y))’] >E[(X —E(X|Y))?]. (3.5)
Mads aun, si h es tal que
E[(X - n(Y))’] =E[(X - E(X[Y))"],
entonces
E[(h(Y) ~ E(X[V))’] = 0.
Demostracién:
E [(X — h(Y))Q} = E [(X EX|Y)+EX|Y) - h(Y) 2}
= E[(X - E(X|Y))’] + E [(E(X]Y) - h(Y))’]
+2E [(X - E(X|Y)(E(X]Y) —h(Y))].
Ahora bien, por Teorema 3.1.4 tenemos que
E[(X -EXY)EX]Y) -rY))] = EE(X - EXY))(EX]Y)—h(Y))) Y]
= E[EX]Y) = h(Y))]E[(X - E(X[Y))[Y],

donde la segunda igualdad es debido al Teorema 3.2.1 (5). Luego, obsevemos que E [(X — E(X|Y))|Y] =
0. Entonces,

E[(X — h(Y))’] = E [(X — E(X|Y))?] +E [E(X]Y) - h(Y))?]. (3.6)

Para terminar la prueba note que E [(E(X]Y) — h(Y))?] > 0, y por lo tanto, obtenemos (3.5).
Por dltimo, si E [(X — h(Y))?] = E[(X — E(X]Y))?] de (3.6) se concluye que E [(E(X]Y) — h(Y))?] =
0, es decir, h(Y) = E(X|Y) salvo en un conjunto de probabilidad cero. O
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Ejemplo 3.2.3 En una fiesta n de los asistentes se quita el sombrero. Se ponen los n sombreros
en un contenedor, y cada persona selecciona uno al azar. Decimos que ocurre un “coincidencia”
st una persona selecciona su propio sombrero. ;Cudl es la probabilidad de que no ocurra ninguna
coincidencia? ;Cudl es la probabilidad de que ocurran exactamente k coincidencias?

Solucién: Sea E el evento que no ocurra ninguna coincidencia, sea p, := P(FE). Definamos el
evento M = “la primera persona selecciona su propio sombrero”. Entonces,

pn = P(E) =P(E|M)P(M) + P(E|M)P(M°).
Notemos que, P(E|M) =0, (al menos ocurre una coincidencia). Luego,

n—1
pn = P(E|M) :

(3.7)
n

Ahora bien, note que P(E|M€) es la probabilidad de que no ocurra ninguna coincidencia cuando
n — 1 personas seleccionan de n — 1 sombreros, y que ademds, hay una persona cuyo sombrero
no estd dentro de los n — 1. Lo anterior puede pasar de dos formas mutuamente excluyentes: (1)
no ocurre ninguna coincidencia y la persona extra no selecciona el sombrero extra (el sombrero
perteneciente a la primera persona en seleccionar); 6 (2) no ocurre ninguna coincidencia y la
persona extra selecciona el sombrero extra. La probabilidad de (1) es exactamente p,_1, lo anterior
es considerando que el sombrero extra pertenece a la persona extra. Por otro lado, la probabilidad
de (2) estd dada por ﬁpn,g. Entonces,

1
P(E|M) = pn-1+ o P2

Por lo tanto, combinando la ecuacion anterior con (3.7) tenemos,

n—1 1
Pn = Pn—1 + —Pn—2,
n n
equivalentemente,
1
Pn — Pn—1 = _E<pn—1 - pn—2)~ (38)

Ahora bien, dado que p, es la probabilidad de que no ocurra ninguna coincidencia cuando n per-
sonas seleccionan un sombrero, tenemos

1
p1=0, pp= b%
y por lo tanto, de (3.8) resulta que
Dy — Py = p2—p 1
es decir,
1 1
p3 = o1 31
De manera analoga, obtenemos
o ps—p2_ 1
y2 b3 = 4 - 4'7
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es decir,

111
e T TRTE
Procediendo de manera similar, obtenemos que
111 (1)
L TR TR TR

Para responder la sequnda prequnta considere un grupo fijo de k personas. La probabilidad que
ellos, y solamente ellos, seleccionen sus propios sombreros esta dada por
1 1 1 ~ (n—k)!
nn—1 n—(k— 1)pn_k TR

donde p, — k es la probabilidad que las n — k personas restantes, que seleccionan dentro de sus
propios sombreros, mo haya ninguna coincidencia. Ahora bien, dado que hay exactamente (Z)
formas diferentes de seleccionar un grupo de k personas, la probabilidad de que haya exactamente
k coincidencias estd dada por

n\ (n —k)!  Dnk
k) PR T TR

1 1 1 (=pr-*F
R N 5]
N k!
Por lo tanto, para n suficientemente grande, se tiene que la probabilidad de que haya exactamente
. . . . —1
k coincidencias es aprorimadamente S -. [

Caso absolutamente continuo.

Hasta ahora, en los ejemplos, hemos puesto mucho enfésis en caso de variables (vectores)
aleatorias discretas. Sin embargo, hemos dado la definicién general de esperanza condicional de
una variable aleatoria dado otra variable aleatoria. En el caso absolutamente continuo se tiene lo
siguiente: sea (X, Y’) un vector aleatorio con funcién de densidad conjunta fxy tal que E(X) < oc.
Entonces, una funcién de densidad para la esperanza condicional E(X|Y") esta dada por

fxy(z,y) .
——— 22 siempre que fy(y) > 0.
fY<y> Y( )
Comunmente se usa la notacién Fev(ey)
z,y
X‘Y( | ) fY(y)

3.3. Mas ejemplos

Ejemplo 3.3.1 Supongamos que el nimero de accidentes que tiene una persona en un ano tiene
distribucion Poisson con parametro Y, de modo que, para cada y > 0, el porcentaje de personas
para las cuales Y > 1y es igual a Ae™Y, donde \ es una constante positiva. Si X es el nimero
de accidentes en un ano de una persona seleccionada al azar, encuentre i) la distribucion de X y
E(X), i) la distribucion condicional de Y dado que X = x, para x € {0,1,...} y iii) E(Y|X).
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Solucién: i) Sabemos que X|Y tiene distribucién Poisson de parametro Y. Entonces, por Ley de
Probabilidad Total, para cada x € {0,1,...}, se tiene que

P(X =) = / TB(X = afY = ) fy(y) dy

00 -y, T
= €Y N dy
o !
)\ o
_ z —(A+1)y
= y'e dy,

vamos a completar la integral anterior para que sea una Gama(z, A + 1), entonces

A 00 (/\ + 1)x+1yx67(>\+1)y

A (Y
N+ 1T\N+1)

Por lo tanto, X tiene distribucién geométrica de pardmetro p = A/(\ + 1), puesto que

P(X =x)=p(l—p)°, z=0,1,....

Entonces,

EX)=—=—-= / E(X|Y = y)he ™ dy = / yre M dy.
p A 0 0

ii) Para x € {0,1,...} y y > 0 se tiene que

. Ixy(z,y) o fX\Y(ﬂy)fY(y)
Pt =" =7 hw

notemos que no conocemos fx y. Sin embargo, en el ltimo término si conocemos todos los factores.
Por lo tanto,
yTe Y )\e—)\y ()\ =+ 1)z+1 z,—(A 1)y
— y“e
fY|X(‘T|y) = /\I! 1 \Z
(x+)

A+1 \A+1

z!

iii) De la parte ii) observamos que Y|X tiene distribucién gama con parametros x + 1y A + 1.
Luego, recordando que si Z ~ Gamma(a, ), entonces E(Z) = a/S. Por lo tanto,

X+1

Ejemplo 3.3.2 Sean X y Y dos variables aleatorias con esperanza finita tales que E(X|Y) =
E(Y). Supongamos que XY también tiene esperanza finita, demuestre que Cov(X,Y) = 0.
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Solucién: Sabemos que

Cov(X,Y) = E(XY)— E(X)E(Y)
= E[E(XY|X)] —E(X)E(Y), (por Teorema 3.1.4) (i))
= E[XE(Y|X)] - E(X)E(Y), (por Teorema 3.2.1 5)
— E[XE(Y)] - E(X)R(Y)

Ejemplo 3.3.3 Supongamos que el nimero de personas que suben a un elevador, en la planta
baja de un edificio de N pisos, tiene distribucion Poisson con pardmetro \. Supongamos que cada
persona deja el elevador al azar, en cualquiera de los N pisos, independientemente de donde bajen
los demdas. Encuentre el nimero esperado de paradas que hace el elevador hasta que bajan todas
las personas.

Solucion: sea Y en nimero de personas que sube al elevador en la planta baja y X en nimero de
paradad necesarias para que el elevador quede vacio. Definamos las variables aleatorias X;, Xs, ..., Xy
como sigue:

P 1, si el elevador para en el piso 4,
’ 0, en otro caso.

Entonces, X = Zf\il X;, y para cada k € {0,1,...,} se tiene que

1

P(X; = 0]Y = k) = P(ninguna persona baja en el piso i) = (1 — N)k,
es decir,
1
EX|)Y =k)=1—-(1——)"
(XY = k) =1 (- 1)
Luego,

E(X|Y =k)=N[1—(1-1/N)*].
Por lo tanto, por la Ley de Probabilidad Total,

E(X) = i]E(XDf = k)P(Y = k)

_ ZN [1— (1 —1/N)H] AI:"_
= N(l —e”\/N)
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3.4. Ejercicios

Los ejercicios marcados con * son para entregar.

1. *Sean X y Y dos variables aleatorias discretas, y ¢ una funcién de real-valuada. Demuestre

lo siguiente
E(X]Y,g(Y)) = E(X]|Y).

2. *Sea (X,Y) un vector aleatorio con funcién de densidad conjunta dada por

L( _ ;
—(y—x), siz<yyz,ye{l,...,N},
fX,Y(l'7y) = {N(N2 2

0, en otro caso.

Encuentre la funcién de densidad condicional de: (i) X dado Y (ii) Y dado X.

3. *Sea X y Y variables aleatorias independientes con distribucién Poisson. Sea Z := X + Y.
Encuentre la distribucion condicional de X dado Z.

4. *Una moneda muestra aguila con probabilidad p. Sea X, el nimero de lanzamientos nece-
sarios para obtener un corrida de n aguilas consecutivas. Demuestre que

E(Xn) = ipk-

Sugerencia: recuerde que E(X,,) = E[E(X,,|X,—1)].

5. Sea Xi,...,X, variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas, con esper-
anza finita. Demuestre que, para cualquier k € {1,...,n}, se cample

E (Xk ;X> = %;X

6. *Se eligen, al azar y sin reemplazo, dos tarjetas de una urna que contiene N tarjetas numer-
adas del 1 al N, con N > 1. Sean X y Y el menor y mayor, respectivamente, de los niimeros
en la tarjetas seleccionadas. Encuentre E(X|Y) y E(Y|X).

7. Supongamos que (X;) es una susecion de variables aleatorias idependientes tales que,
X;|P; ~ Ber(P;), i=1,2,...,n,
donde P; ~ Beta(a, 3). Defina V,, = > | X;. Encuentre E(Y;,) y Var(Y,,).
8. *Dos jugadores A y B tienen n monedas. Se las reparten de la siguiente manera: lanzan cada

moneda y A obtine las que resultan “aguila”, digamos X, entonces B obtine las restantes
n — X monedas.

Luego, A y B juegan volados independientes y justos, cada vez que A gana (la moneda cae
aguila) B le da una moneda al jugador A; y cada vez que pierde le da una moneda a B. El
juego termina cuando uno de ellos se queda sin monedas.

Sea Dx el numero de volados jugados. Encuentre E(Dy), y demuestre que p(X, Dx) = 0.

9. Sean X y Y dos variables aleatorias independientes, ambas con distribucién uniforme en el
conjunto {1,..., N}. Encuentre E(X|Y — X) y E(Y|Y — X).
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3.5. Caminatas aleatorias simples

El esta secciéon veremos nuestro primer ejemplo de proceso estocédstico llamado caminata aleato-
ria. La camina aleatoria es un proceso simple de describir. Sin embargo, eso no quiere decir que
sea sencillo estudiarla. Por otro lado, nos permite presentar algunos problemas que son de interés
en procesos mucho méas complicados. Comencemos con la definicién de proceso estocéstico.

Definicién 3.5.1 Un proceso estocdstico es una coleccion de variables aleatorias, {Z;,t € T},
definidas sobre un mismo espacio de probabilidad (2, F,P), donde T es un conjunto de indices.

Para propésitos del presente curso, T' = Z, (6 R;) y todas las variables aleatorias Z;, t € T,
toman valores en Z.

Antes de definir la caminata aleatoria conviene recordar la definicion de independencia de una
coleccion de variables aleatorias. Se dice que (X,,,n > 1) es una sucesién de variables indendientes,
si para cada n-éada de enteros (ki,ko,--- ,k,) distintos se cumple que las variables aleatorias
Xiys Xiey, -, Xy, son indenpendientes.

Ahora ya tenemos todos los elementos necesarios para definir nuestro proceso estocéstico de
interés:

Definicién 3.5.2 Sea (X,,n > 1) una sucesion de variables aleatorias i.i.d. con distribucion

comun dada por
PX;=1)=1-PX;=-1)=1—¢q=p.

La sucesion (S,,n > 0), donde

n
Sp =50+ E Xi,
i=1
es llamada caminata aleatoria simple. En general, Sy puede ser constante o una variable aleatoria,
se dice que la caminata inicia en Sy. Sip = q = % es llamada caminata aleatoria simple simétrica.

Las caminatas aleatorias son tutiles para modelar varios fenémenos: podemos usarlo para modelar
la posicién de una particula que se mueve en los enteros, a cada paso la particula puede avanzar
o retroceder por un paso con probabilidad p y 1 — p, respectivamente. Ademads, la direccién (subir
o bajar) es independiente de los pasos anteriores. Asimismo pueden servir para modelar un juego
de apuestas donde en cada jugada se pierde o se gana una unidad.

Las caminatas aleatorias simples se grafican en el plano cartesiano con los puntos (n,5,)5%,
uniendo los puntos vecinos con lineas rectas con pendiente 1 6 -1. A la grafica resultante se le llama
trayectoria o realizacion, y dado que es trata de una sucesion de variables aleatorias, para w € €2
se tiene una trayectoria o realizacién.

3.5.1. Propiedades de las caminatas aleatorias simples

Lema 3.5.3 Toda caminata aleatoria simple {S,,n > 0}, con Sy = a, poseé las siguientes
propiedades:

(i) Homogeneidad espacial:
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(i1) Homogeneidad temporal, para todo n,m € Z:

P(S, = j|So = a) = P(S,1m = J|Sm = a).

(#1i) Propiedad de Markov, para todo n,m € Z,
P(Sntm = 3[S0, St + s Sn) = P(Spym = 51n)- (3.9)

Demostracién: (i) Veamos el lado izquierdo

P(Sn:j|50:a):P(ZXi:j—a> :
i=1

Analogamente, el lado derecho satisface

IP(ZXi:j—a> :P(Sn:j+b,80:a+b):P<2Xi:j+b—(a+b)>.
=1

=1

O
(ii) Procederemos como en (i). El lado derecho es igual a
P (SO + Z?:lm X;=17,5 + 221 X = a)
P (So + 2 it Xi = a)
_ P (2?27—7,?4.1 Xi = ] - a, SO + 2211 Xz' = ])
P(So + Z;‘ZlXi =J)
n+m
=P ( Z X, =j— a) (independencia)
i=m-+1
- IP’(ZXi—j—a>,
i=1
la dltima igualdad es debido al hecho que el vector (X, .-, X,,) tiene la misma distribucién que
el vector (X1, Xonat1, -+ s Xpam). Un célculo similar, pero mas simple, demuestra la igualdad
deseada. O
(iii) Sean sq, s1,-- - , s, enteros tales que

P(Sn+m = j|S(] = S(),Sl = S1, " ,Sn = 8n>
]P)(SO = S0, Sl = 81, 7Sn = Sn, Sn-‘,—m = Sn—i—m)
]P(SO:SO?‘S’Izsla"' 7STL:S7’L)

n+m
~ P(So =50, X1 =51 =80, Xo =52 =51, , Xy =8 — Spn_1, ;11 Xi = Sntm — 5n)
IP’(50 =50, X1 =51 — 80, Xo =52 — 51, "+, Xp_1 = Sp_1 — Sp—2, Xy = S5, — Sn—l)
n+m
- IED( E X’L = Sn+m - Sn).
i=n+1
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Por otro lado, tenemos que

IP - pu—
P<S”+m = Sn+m|Sn = Sn) = (Sn+m Sntm; Sn Sn)

P(S, = sn)
n+m
= P( ) Xi=Spim — 5n).
i=n+1

Observacion 3.5.4 (i) Cualquier proceso estocdstico, {Z,,n > 0}, que cumpla la propiedad (3.9)
es llamdado cadena de Markov a tiempo discreto, es decir,

P<Zn+m - j|ZO7 Zl7 T Zn) = P(Zn-l-m - j|Zn)

(i1) Se dird que la probabilidad P(S,, = j|So = a) es la probabilidad de transicion del estado a al
estado j en n pasos.

En el siguiente resultado calcularemos las probabilidades de transicion para la caminata aleatoria
simple.

Lema 3.5.5 Para todo a,b € Z yn > 0, se tiene que

n (n+b—a)/2 ,(n—b+a)/2 ; .
P(S, = b|So = a) = {é(mb—a)/z)p a si(n+b—a)/2€Z,

en otro caso.

Demostracién: Se tien que, una realizacién que lleva del punto (0,a) al punto (0,b) en n pasos
tiene r pasos hacia arriba (+1) y [ pasos hacia abajo (—1), donde r,[ son tales que [ +7 =n'y
r —1 =b— a. Lo anterior es debido a que, S, = 7(+1) +1(—1) = b — a. Resolviendo las ecuaciones
antariores obtenemos que,
n+b—a n—b+a
r=———yl=—"7—.
2 2

Ahora bien, cada realizacién que lleva de a a b en n pasos tiene probabilidad p"¢', y hay ( (n +b’ia) /2)
realizaciones posibles. Por lo que el resultado se sigue.

Note que, la prueba del resultado anterior se basa en el conteo de trayectorias, i.e., “casos fa-
vorables” / “casos posibles”. Esta es una propiedad de muy interesante y que ha llamado la atencién
no solo de la comunidad probabilista sino que también es explotada en teoria combinatoria, teoria
de juegos, entre otras.

En lo que sigue procederemos a calcular probabilidades asociadas a la caminata aleatoria simple
mediante las herramientas estudiadas hasta el momento. A saber, por medio de condicionamientos.

Definicién 3.5.6 Para cada j € Z, el primer tiempo de llegada al estado j se define por

T; =min{n >0:S5, =j}.
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Proposicién 3.5.7 Para cada j € Z, sea h; la probabilidad de que una caminata aleatoria que
parte del estado j lleque al estado O antes de llegar al estado N, i.e., hj = P(Ty < T,,|So = j).

Entonces,
(2)Y ()N
T~y P
1— p

—le e

=
<.
I
—~
hSES|

N
[

Y

2.

Demostracién: Condicionando en la primera transicion obtenemos la ecuacion,
h] = phj+1 + qh’j—lv

para j € {1,2,---, N — 1}. Ademads, notemos que hg = 1 y hy = 0. Reescribiendo la encuacién
anterior se obtiene

hn = phn+1 + thfl <~ q<hn+1 — hn) = p(hn+1 — hn), n>1. (310)
El caso simétrico: p = ¢ = 1/2. En este caso, se tiene la ecuacién
hn - hn,1 = hn+1 — hn, n 2 1.

Por lo tanto, la recta h,, tiene una pendiente constante ¢ := h, 1 — h,, en consecuencia
n
ho=1+ (hj—hj1)=1+nc, 1<n<N.
j=1

Ahora bien, recordando que hy = 1 obtemos que ¢ = —1/N, i.e., h, =1 —n/N.

El caso general: p # ¢. Definamos la sucesién (z,,n > 0) como sigue, o € R (se determinard més
adelante) y x,, = h, —h,,_1, para 1 < n < N. De la ecuacién en el lado derecho de (3.10) obtenemos
que la sucesién (x,,n > 0) satisface la relacién x,,; = %xn, para 1 <n < N. Por lo tanto,

Tl = (g) 20, 0<n<N. (3.11)
p

Luego, dado que
hn = ho + Z(h] - hj—1>7
j=1

la ecuacién (3.11) implica

n J
hn = ho—i‘l’oz(g)
— \p
J
]__
] hm(g)L
b

1<> . (3.12)

)

ESAITSY

SIS
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Haciendo uso del hecho que, hy =0y hy = 1, obtenemos que

0=1+m (2 ﬂ
( ) 1-(%)’

p

de donde se sigue que

Finalmente, de (3.12) se concluye que

Corolario 3.5.8 Para cada 7 € N se tiene que

, 1 st q < p,
]P’(TO < OO|S() = ]) = q J )
(5) st q > p.

Demostracién: Para cada n, sea A, := {Ty < T,,}. Notemos que A,, C A, 11, dado que T,, < T}, 41,
para cada n. Ademads, observemos que

{To < 00} = U2 {16 < T}

Por lo tanto, dado que (A,,) es una sucesién creciente, la continuidad de la medida de probababil-
idad implica
n—oo

Luego, el resultado se sigue de la proposicion anterior. [

Sean a,b € Z y n € N. Sea Ny, el nimero de trayectorias que van de a a b en n pasos y
N 3(a,b) las trayectorias que unen a y b en n pasos; y que ademas, pasan por 0 al menos una vez.

Teorema 3.5.9 (Principio de Reflexion) Para cada a,b € N se tiene que
0
Nn(a,b) = Nn(—a,b)~

Demostracién: Haciendo bosquejo podemos ver que cada trayectoria que lleva de (0,a) a (b,n)
cruza el eje x por lo menos una vez, sea (k,0) el punto donde esto ocurre por primera vez. Refle-
jando el segmento de la trayectoria anterior se obtiene una trayectoria de (0,a) a (b,n) y que pasa
por el eje z por lo menos una vez. Luego, haciendo lo mismo en el sentido opuesto obtenemos el
resultado. 0
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Lema 3.5.10 Para todo a,b € Z, se cumple que

n
N, = )
et (an+b—a9

Veamos el siguiente resultado importante, el cual es una consecuencia del lema anterior.

Teorema 3.5.11 (Teorema de las votaciones (Ballot Theorem) Sea b € N, entonces el nimero de
realizaciones que van de (0,0) a (n,b) y que no visitan al eje x después del primer paso estd dado

por
b
—Nyob).-
. (00)

Demostraciéon: Notemos que, las trayectorias que nos interesa contar en el primer paso se en-
cuentran en (1, 1). Por lo tanto, en nimero de trayectorias de interés estd dado por

Nn—11p) = N271(1,b) = Nuo1gp) — N,-1(—1,0)
(n — 1)' B (n —1
() (=52) (=) (),
(n—1)! (n+b n—b

() ()

b
— —Naop)-
—Nad)

OJ

Veamos ahora porque el resultado anterior se llama Teorema de las votaciones. Sunpongamos que
tenemos dos candidatos Ay B, y que A obtiene a votos y B obtiene b votos, donde a > b. Cual es
la probabilidad de que A tenga la ventaja durante toda la votacién?

Supongamos que X; = 1 si el i-ésimo individuo vota por el candidato A y vale -1 si vota el
canditato B. Supongamos que cualquier combinacién de votos es igualmente probable, i.e., cada
una tiene probabilidad (O‘Zﬁ ) La trayectoria que deben seguir las votaciones para que A tenga las
preferencias durante toda la jornada de votaciones va del punto (0,0) al punto (a+ 8, — ). Por
lo tanto, por el Teorema 3.5.11 esta dada por

a—f 1 a—f

——Natp(0.0— .
R e (O R
El siguiente resultado es una aplicacién del Principio de Reflexién (Teorema 3.5.9)

Teorema 3.5.12 Supongamos que Sy = 0, entonces para todo n > 0 se cumple que
b
P(S1Sy-+-S, #£0,5,=0b) = UIP’(Sn =) (3.13)
n

Demostracién: Supongamos que Sy =0y S, = b > 0. Notemos que, S1.5; -5, # 0 si y s6lo si
la caminata aleatoria no visita el eje x en el intervalo de tiempo [1, n]. Por lo tanto, por el Teorema
3.5.11 se tiene que el nimero de tales trayectorias es

b
—N,
“NA(0,)
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y por argumentos similares a los del Lema 3.5.5 se sigue que hay (n + b)/2 pasos hacia arriba y
(n — b)/2 pasos hacia abajo. Por lo tanto,

b
P(S1Sy -+ Sy #0,S, =b) = —N,(0,b)pl"+?)/2gn=1)/2

n
b n

- (n+b)/2 (n—b)/2
n <%(n +b >p a
b

= —P(S, = b5 =0).
n

El caso b < 0 es similar, concluyendo asi que
0]

P($15, -+ S # 0,5, = b) = (S, = ).

Observacion 3.5.13 Notemos que, la ecuacion (3.13) implica
1
P(S1Sy---S, #0) = EE(‘S”D

Ahora vamos a analizar el comportamiento de los maximos de una caminata aleatoria. Sea
M, :={Sk:1<n},n>1, el mdximo de (S,) hasta el tiempo n. Tenemos el siguiente

Teorema 3.5.14 Supongamos que Sy = 0. Entonces, para cada r > 1, se cumple

P(S, =), sib >,
P(My > 7,8, =b) = { / \rb
<9> P(S,=2r—10), sib<r.
p

Demostracién: Supongamos que r > 1y que b < r, pues el caso b > r es trivial. Sea N’ (0,b) el
nimero de realizaciones que van del (0,0) a (n,b) y que pasan por el estado r al menos una vez.
Sea 1, el primer tiempo al cual la caminata visita el estado r, reflejando la trayectoria entre 7, y n
en la recta r se obtiene una trayectoria que va de (0,0) a (n,2r — b). Ahora bien, a una de estas
trayectorias le aplicamos la transformacion inversa y obtenemos una que va de (0,0) a (n,b) y que
ademas pasa por r. Entonces, se obtiene que

N!(0,b) = N,(0,2r —b),
y sabemos que cada una de tales realizaciones tiene probabilidad p(n+b)/2q(n—b) 2 Por lo tanto,
P(M, > 7,8, =b) = N(0,b)pm+)/2g(n-b)/2

r—b
_ <g> N, (0,25 — b)p(n+2r+b)/2q(n—2r+b)/2
p

_ (%)TbIP(Sn = 2r —b).
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Una pregunta interesate que podemos hacerno es la siguiente, ;Cudl es la probabilidad de que
(Sn), So = 0, alcance el nivel b por primera vez al tiempo n? Sea f,(n) tal probabilidad.

Teorema 3.5.15 Para cada n > 1 se cumple que

fun) = e, = 1),

n

Demostracién: Supongamos que b > 0. Notemos que,

fo(n)

P(My—1 = S,-1=0—-1,5, =0)

(P(My_t = Syt =b—1,8, = BYP(My_y = Sp_y = b—1)

— P(My =Sy =b—1)

— pP(Myy > b—1,8, 1 =b—1) = P(My_y > b,Sp1 = b—1)]

= p|P(Sp =b—1)— %P(Sn_l —b—1)

b
= —]P) —=
CP(S. =),

donde en la penultima igualdad usamos el Teorema 3.5.14.
El caso b < 0 se obtiene de manera similar. O

Ejemplo 3.5.16 Sea (S,)n>0 una caminata aleatoria simple con So = 0. Para cada v # 0 defi-
namos V, como el numero de visitas al estado r antes de que la cadena regrese a su estado inicial.

(i) Demuestre que E(V,) = 1.

(i1) Dar un criterio para determinar si el nimero de visitas a 0 es finito o infinito.

Solucién: (i) Sea A, el evento que “al tiempo n la caminata visita el estado 7 y no ha visitado el
estado 0 hasta ese instante”. Entonces, V, = 221 14, . Por otro lado, se tiene que

7]

E(L,) = P(A) = P(Sn =1, 5182+ Sy # 0) = “B(S, = 1) = fu(n).

Por lo tanto,

E(V) =E(Y 14) = Y filn) =1

n>1

Vamos a ver demostrar la iltima igualdad. Note que,

Z fr(n) = P(S, = r,para algin n) := f,.

n>1

Condicionando en el primer salto, i.e., en S; obtemos la ecuacién

Ir= %(fb-i-l — fo-1), b>0,
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con condicion inicial f; = 1. Resolviendo la ecuaciéon obtenemos que f, = 1. Lo mismo se puede
hacer para el caso b < 0.
(ii) Sea R el niimero total de visitas al estado 0. Notemos que, R =} -, 1(s,=0}, entonces

B(r) = 25, =0 = 3 (3 )et (3.14)

Notemos que, pg < 1/4 y pg = 1/4 si y s6lo si p = 1/2. Luego, usando la identidad de Stirling
nl ~ nttien 2w, se tiene que para k suficientemente grande

2k N (Qk)%ﬂﬂe_% :(\/ﬂ)7122k+1/2k—1/2
k /27 (kh+1/2¢-2)2 ’

es decir, el término general en la serie esta dado por la aproximacion

(2:>p’“q’“ ~ (V)T (4pg)*.

Por lo tanto, la serfe que aparece en (3.14) no es es convergente para p = 1/2 ya que el término
general es de orden de k~/2. Por otro lado, si p # 1/2, se tiene que 4pg < 1, en consecuencia (3.14)
es convergente.

O

3.6. Ejercicios

1. Sea {S,,n > 0} la caminata aleatoria simple simétrica con Sy = 0, y defina T'=: {n > 1:
Sy, = 0} el primer tiempo de regreso al punto de inicio. Demuestre que

P(T = 2n) ! <2”> 9=2n,

:2n—1 n

Deduzca de lo anterior que E(T%) < oo si, y sélo si, a < % Sugerencia: recuerde la férmula
de Stirling, n! ~ n"t2e /27

2. Sea {S,,n > 0} la caminata aleatoria simple simétrica con Sy = 0 y sea M,, = max,>q Sy.
Demuestre que

3. Sea {S,,n > 0} la caminata aleatoria simple simétrica con Sy = 0.

a) Demuestre que
]P)<5152 cee ng 7é 0) = P(ng = 0)7 m Z 1.

b) Sea aw,(2k) la probabilidad de que la ultima visita a 0 antes del tiempo 2n ocurrié en el
tiempo 2k. Justifique que

Oé2n(2k) = ]P(SZk = O)P(Sls2 o Sop_op F 0)-
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c¢) Pruebe que
ozgn(Qk) = ]P)(Sgk = O)]P(Sgnfgk = 0)
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Capitulo 4

Funciones generadoras

4.1. Funciones generadoras de probabilidades

Definicién 4.1.1 Sea X = (X1, Xo, ..., X,,) un vector aleatorio discreto con funcion de probabil-
idades conjuntada fx(x1,Ta,...,x,), definimos la funcidn generadora de probabilidades del vector
X por

Gx(s1,82,...,80) = Z sitsy? e sin fx(w, wa, o xy), |si| <1, i=1,...,n,

T1,T2,...,Tn

= E [sf{lsg(g e Sf“} .

De la definicién anterior obtenemos que, la funcién generadora de probabilidades (f.g.p.) de X;

estd dada por
Gx,(s) =Gx(1,...,1,s1,...,1) =E [s¥], |s| <1,

donde s aparece en la i-ésima entrada.
Notemos que, en general Gx(s) estd bien definida para todo |s| < 1. En efecto,

Gx() < |3 S BX =a)| < 3 sFB(X =a) < S P(X =

Sin embargo, puede extenderse el rango de definicién de Gx. Al nimero R > 0 tal que |Gx(s)| < oo,
|s| < R, se le llama radio de convergencia.

Ejemplo 4.1.2 (i) Supongamos que X ~ Bin(n,p). Entonces,

Gx(s) = Z) o

_ (n) .

= q+p8),q=
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(ii) Si X ~ Poisson()\), se tiene

— N
Gx(s) = s Ee‘
k=0
_ e—)\e—)\s — = A1-9)
Note que, en ambos ejemplos R = oo.
Vamos a ver ahora la utilidad de la f.g.p.
Teorema 4.1.3 Sea X una variable aleatoria no negativa tal que P(X =n)=p,, n=0,1,... y

con funcion generadora de probabilidades GG. Entonces,
(i) G(s) es diferenciable en todo |s| < 1, y su derivada estd dada por

G'(s) = Z npns™ L.
n=1

Para s =1,

G'(1) = 181’%111271]9”3”’1 finito o infinito.
n=1

(ii) Para cada k > 1, se tiene la derivada k-ésima estd dada por

e}

|
(k) _ n: n—k
G —Z—(n_k)!pns .

n=1
(i11) G determina la distribucion de X, es decir, (pn)>o-

Demostracién: Sélo vamos a demostrar parte (iii). Por definicién se tiene que

b |
) () — 17 n. n—k _
entonces 1
Pr = HG(k) (O)
Por lo tanto, G determina (pg)x>o- O

La parte (iii) del teorema anterior nos dice que, para conocer (su distribucién) a una variable
aleatoria es suficiente con conocer su f.g.p. Por otro lado, conociendo la distribuciéon de una variable
aleatoria se determina su f.g.p.

Como un corolario del teorema anterior temenos el siguiente resultado.
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Corolario 4.1.4 Sea X una variable aleatoria con funcion generadora de probabilidades G. En-
tonces,

E(X) = G'(1).
Mds generalmente, el k-ésimo momento factorial, n®, de X estd dado por
p® = EX(X —1)(X =2)--- (X —k+1)]
= GW(1).

En particular, del corolario anterio se sigue que
Var(X) = G@(1) + G'(1) — (G'(1))? (4.1)

El siguiente resultado nos habla de la funciéon generadora de probabilidades conjunta cuando
hay independencia.

Teorema 4.1.5 Suponga que X yY tienen funcion generadora de probabilidades conjunta G(s,t).
Entonces, X y Y son independientes si y sdlo si G(s,t) = G(s,1)G(1,1).

Demostracién: =) Por definicién tenemos que

G(s,t) = E(s*t")
= E(s%)E(t"), (independencia)
= G(s,1)G(1,1).

<) Notemos que,

G(s,1)G(1,t) = (Z s"P(X = :1:)) (Z tP(Y = y)>
= ) ) SP(X =2)P(Y =y).

Por otro lado,

Luego, para que se cumpla G(s,t) = G(s,1)G(1,t) se debe tener que
P(X ==x,Y =y) =P(X =2)P(Y =y), para todo z,v,

la ultima relacién en justamente la definiciéon de independencia. O

Ejemplo 4.1.6 (Continuando con el Ejemplo 3.1.7) Una gallina pone X huevos, donde X es
Poisson con parametro . Cada huevo es fecundado con probabilidad p, independientemente de
los otros. Sea' Y en numero de huevos fecundados y Z los restantes. produciendo asi'Y pollos.
Demuestre que Y y Z son independientes.
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Solucién: Condicionalmente en X =z, Y ~ Bin(x,p). Entonces,
E[s" |X = 2] = (ps +q)".
Luego,
E(Sytz) _ E( YtX—Y)
= E{E[(s/t)"t¥|X]}
E {t*E[(s/t)"|X]}

= E[t"(p(s/t) +q)"]
= E[(ps +qt)"].

Recordando que X es tiene distribucion Poisson temenos que

E(s"t7) = exp{A(ps + gt — 1)} = exp{Ap(s — 1)} exp{Aq(t — 1)},

usando el teorema anterior obtemos que Y y Z son independientes. Ademds, se observa que Y ~
Poisson(A\p) y Z ~ Poisson(\q).

Vamos a concluir la seccién con un resultado que sera muy ultil mas a adelante.

Proposicién 4.1.7 Sean N y (X;);>1 variables aleatorias, supongamos que N es no negativa y
que, para cada © > 1

E(s™) = G(s),

. . . . . ., N . .,
es decir, las X; ‘s tienen la misma distribucion. Entonces, Z =Y. | X; tiene funcion generadora
de probabilidades
Demostracion: Condicionando tenemos que,

E(s”) = E[E(s”|N)]

4.2. Una breve introducciéon a procesos de (Galtoa-Watson

Supongamos que una poblacién de particulas (moléculas, virus, etc.) evoluciona de la siguiente
manera. La poblacién inicial al tiempo n = 0 con una particula, al tiempo n = 1 dicha particula
muere y da oringen a un numero aleatorio (X) de particulas indénticas entre si y su progenitora y,
a tiempos subsecuentes n = 2,3, ..., cada individuo evoluciona de la misma manera (mueriendo y
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ramificandose) produciendo asi X particulas. Supondremos que X tiene funcién de probabilidades
fx(k), k=0,1,2,.... Vamos a suponer que el nimero de particulas que produce cada individuo
es independiente de los deméas y que tiene la misma distribucién que X.

Vamos a denotar por Z, el tamanio de la poblacién al tiempo n, entonces Z = {Z,, : n > 0} es un
proceso estocdstico en cual, a cada tiempo, no da el total de la poblacién. Sea (X", n > 0,7 > 1) un
coleccion de variables aleatorias independientes todas con funcién de probabilidades fx. Entonces,
el proceso Z se puede describir de la siguiente manera, Zy =1y

Zn,
Zpr =Y X' n=0,1,..., (4.2)
=1

donde X' representa el numero de descendientes que produce el i-ésimo individuo prensete en la
generacién n. Una consecuencia de la independencia de la coleccién (X[*) es que el proceso Z es una
cadena de Markov a tiempo discreto, ver la Observacién 3.5.4 (i). El proceso Z es llamado proceso
de Galton-Watson'. El proceso de Galton-Watson ha sido fuente de inspiracién para procesos de
ramificacién mucho mas generales, los cuales conforman un area de investigacion dentro de la teoria
de probabilidad y procesos estocasticos por su riqueza en la variedad de modelos y su interaccion
con otras areas de las matematicas.

A principios del presente capitulo vimos que la funcién generadora de probabilidades es muy
util cuando se trabaja con variables aleatorias que toman valores en los enteros no negativos, que es
caso del proceso de Galton-Watson. Supongamos que X tiene funcion generadora de probabilidades
G(s), |s| < 1. ... Entonces,

Gn(s) == E(s7").

Notemos que G1(s) = G(s). Luego, por identidad (4.2) y la Proposicién 4.1.7 se tiene que para
|s| <1
Gni1(s) = Go(G(s)), paratodo n > 1, (4.3)

es decir, G,, es la convolucién de G consigo misma n veces.

Proposicién 4.2.1 Supongamos que = E(X) y 0 = Var(X). Entonces, para cada n > 1,

E(Zn> = ,un7

no?, st =1,

Var(Z,) = n
(Zn) {Jzu”“;—__ll, sip# 1.

Demostracién: Sabemos que E(Z,,) = G} (s)|s=1. Entonces, de (4.2) se sigue que
E(Zn) = pE(Zn-1) = pG,, (1),

el resultado se sigue por iteracion.

!Francis Galton propuso la pregunta sobre la probabilidad de extincién de apellidos aristocréticos en Inglaterra
en 1873 y Henry William Watson lo resolvié; y el 1874 escribieron el paper “On the probability of extinction of
families”.
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Ahora vamos a demostrar la segunda afirmacién. Diferenciando dos veces en (4.3) y recordando
que G(1) =1 y se obtiene

) =62 [¢2,0] + e, o).

Luego, el resultado se concluye usando la férmula (4.1). En efecto, para p = 1 se tiene

GP(1) = o2,

G2(1) =0+ G2, (1),

n

lo cual junto con el hecho G’ (1) = G’(1) implica

G(Q)(l) =o%n, n>0.

n

O

En general hay muy pocos casos en los que se puede encontrar un expresion explicita para G,,.
Uno de ellos es caso en que la ramificacién sigue una ley geométrica como lo muestra el siguiente

Ejemplo 4.2.2 (Ramificacion geométrica) Supongamos que G(s) = q(1 —ps)™' (p+q = 1),
|s| < %, es decir, P(X = k) = qp*, k > 0. En tal caso se tiene (Ver ejercicio 3)

n—(n—1)s p= 1

_ n+l—-ns ? 27

Gn(s) — q[pniqnips(pn—liqn—l)] # l (44)
A s —qr) © P73

Una de las preguntas importantes acerca del proceso Z es conocer la probabilidad de extincion al
tiempo n, es decir, conocer P(Z, = 0) = G,(0) asi como también UmP(Z, = 0). En el presente
ejemplo se pueden encontrar de manera explicita. En efecto, de (4.4) tenemos que

g p=4q,
P(Zn == 0) - n+1n7 n
{Jﬁ(flfq‘iﬁl P#aq
Por lo tanto,
1 <
lim P(Z,=0)=4, " =%
p>q.

n—oo =
p7

Observacion 4.2.3 En el ejemplo anterior sabemos que E(Zy) = p/q < 1 si y sdlo sip < q.
Luego, en tal caso, como lim,,_,.. E(Z,) = 0 ya que E(Z,) = [E(Z,)]". Lo cual nos indica que, de
alguna manera, Z, tiende a cero cuando n tiene a infinito.

La propiedad anterior no es propia de caso geométrico como lo muestra en siguiente

Teorema 4.2.4 Se cumple que lim,, .. P(Z, = 0) = n existe. Mds ain, n es la menor raiz no
negativa de la ecuacion G(s) =s, 0 < s < 1.
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Demostracién: Sea n,, := P(Z, = 0), y sea n la menor raiz no negativa de de la ecuacion G(s) = s,
0 < s < 1. Vamos a demostrar que 7, — 7.
Consideremos los siguientes casos

1. Si fx(0) =0, entonces
= Gn(0) =0 =1.

2. Si fx(0) = 1, entonces
M = Gn(l) =1=n.

3. Supongamos que fx(0) + fx(1) =1y fx(0)fx(1) # 0. Entonces,

m=Gp(0) = 1-P(Z,>0)
— -l

— 1, cuando n — oo,
y en este caso n = 1.
4. Finalmente, supongamos que 0 < fx(0) < fx(0) + fx(1) < 1. Notemos que
{Zn =0} C{Zn1 =0},

entonces
T = P(Zn = O) < ]P)(Zn+1 = 0) = Nn+1-

Luego, (n,) es una sucesion creciente y acotada, y por lo tanto es convergente. Sea A :=

1y, 00 M-
Por otro lado, sabemos que G,,11(0) = G(G,(0)), entonces
N = G(Un),
en consecuencia si hacemos n tender a infinito, por continuidad se sigue que
A=G(N).

Para concluir la prueba debemos demostrar que A = n. Notemos que,

m = G1(0) = G(0) < G(n),

12 = G2(0) = G(G(0)) = G(m) < G(n) = .
Procediendo inductivamente obtenemos que 7, < 7, entonces A\ < 7. Ahora bien, por
hipétesis 7 es la menor raiz no negativa de la ecuacién G(s) = s, 0 < s < 1. Entonces,
A > n. Concluyendo asi que
A=n.

OJ

Puede demostraser que n = 1 si E(X) < 1yn < 1si E(X) > 1. Si E(X) =1, entonces n = 1
siempre que Var(X) > 0, es decir, siempre que X no sea constanta con probabilidad 1.
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4.3.

1.

Ejercicios

Sea X una variable aleatoria con distribuciéon de Poisson de pardmetro Y, donde Y tiene
distribucion de Poisson con parametro p. Demuestre que

Gxsy(s) = exp{p[se”™" — 1]},

Sean Xy, X1.X5, - una variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas to-
das con distribucion logaritmica, es decir,

(1-p)*
PX=k)=——"—, k>1,
klog(1/p)
donde 0 < p < 1. Supong que N es independiente de las X;’s y tiene distribucién de Poisson
con parametro A\. Demuestre que Y := Zf\il X, tiene distribucién binomial negativa.

Sedice que Z tiende distribucién bonomial negativa con parametros r € Ny p € (0,1) si

k—1

P(Z=k)= (T_l)pr(l—p)k_’", kE=r+1,r+2,....

Sugerencia: recuerde que log(z) = (z — 1) — @ + @ +e

. Verifique la identidad (4.4) de Ejemplo 4.2.2.

Sea X una v.a. no-negativa con funcién generadora de probabilidades Gx(s) tal que G’y (1) <
oo. Demuestre que

1 1-— G X(S)

S EX) 1-s

es la funcién generadora de probabilidades de alguna variable aleatoria Y. ;Cuando se tiene
que G(s) = Gx(s)?

Sea (Z,) un proceso de Galton-Watson con Zy = 1, E(Z;) = > 0y Var(Z;) > 0. Demuestre
que E(Z,Z,,) = p""™E(Z2), m < n. Luego, encuentre p(Z,, Z,,) en términos de p.
Sea (Z,) con en ejercicio anterior. Sea G, la funcién generadora de probabilidades de Z,,.

(a) Encuentre una expresién para G, cuando la funcién generadora de Z; estd dada por
Gi(s)=G(s)=1—-a(l-8)f, 0<a,B<1.

(b)Encuentre P(Z; = k), k=0,1,....

Sea Z un proceso de Galton-Watson donde X (el nimero de descendientes) es tal que P(X =
0) =2/5=1—P(X = 2). Encuentre la probabilidad de extincién de Z.
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Capitulo 5

Procesos de Poisson

Hasta ahora hemos visto variables aleatorias, sucesiones de variables aleatorias. Veremos ahora
una clase de variables aleatorias paremetrizadas por un cojunto de indices, en éste caso el conjunto
[0,00) (proceso a tiempo continuo), el cudl serd pensado con tiempo. En otras palabras, vamos
estudiar como una coleccién de variables aleatorias evolucionan con el tiempo, tales clases de
variables aleatorias son condcidas como procesos estocdsticos. Segun las propiedades que se le
pidan a las variables aleatorias definiran distintas clases de procesos estocasticos.

El objetivo del presente capitulo es introducir al alumno un primer ejemplo de proceso es-
tocastico, a saber el proceso de Poisson. Los procesos de Poisson sirven como modelos para contar
ocurrencia de eventos en el tiempo.

5.1. Definiciéon y propiedades basicas

Definicién 5.1.1 Un proceso de Poisson homogéneo de pardmetro (o intensidad) A > 0, es un
proceso estocdstico (X, t > 0) tal que Xy toma valores en los enteros no-negativos, y ademds,

1. Xo=0.
2. Para toda sucesion finita de tiempos 0 < tg < ty--- ,t, se tiene que los incrementos
Xty — Xigy Xy — Xy, X, — X4,y
son variables aleatorias independientes.

3. Para cada s,t > 0, la variable aleatoria X, s — X tiene una distribucion de Poisson con
pardmetro At, es decir,

At)k
P(Xps — Xo=k) = %e—”, k=0,1,---.

Una consecuencia inmediate de la definicion es que, para todo 0 < s < t se tiene que

E(X; — Xs) = Var(X; — X;) = At —s).
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Observaciéon 5.1.2 FEl proceso de Poisson se puede construir de la siguiente manera: sea (§;,1 >
1) una sucesion de variables aleatorias independientes todas ellas con distribucion exponencial de
pardametro A > 0. Definamos

k=1
Luego, sea
Xt:#{n>O:Tn§t}:Zl{Tn§t}a t=>0.
i=1

Entonces, el proceso estocdstico { X, t > 0} es un proceso de Poisson de pardmetro A > 0.

Notemos que el tiempo T,, es el tiempo al cual ocurre el n-ésimo evento, dicho de otra forma, es
tiempo que hay que esperar para obsevar el n-ésimo salto en el proceso de Poisson. Por lo tanto,
11,15, ... son llamados tiempos de espera.

Las siguientes equivalencias pueden ser muy utiles

{(Xo <n}={T, >t}

Ley de eventos raros. La distribucién de Poisson aparece de manera natural en fenémenos de

conteo. Mas precisamente, aparece con limite de la distribucién binomial de la siguiente manera:

sea Xy, ~ Bin(N,p) y consideremos N — oo y p — 0 de modo que Np — A > 0. Entonces,
[Fe=>

J\};IEHIP’(XNJ,:k): 1 , k=0,1,....

La propiedad anterior es conocida como ley de eventos raros.
El proceso de Poisson se puede pensar con un proceso que “cuenta” la ocurrencia de eventos.
Tal interpretacion es mas clara cuando consideramos Procesos Puntuales de Poisson.

Definicién 5.1.3 (Procesos Puntuales de Poisson) Sean s <t y N((s,t]) una variable aleatoria
que cuenta el nimero de “eventos” que ocurren en el intervalo (s,t]. Entonces, N es un proceso
puntual de Poisson con intensidad A\ > 0 si:

= Para cada m = 1,2,... y puntos distintos tg = 0 < t; < ty < --- < t,,, las variables
aleatorias

N((tovtl])’ N((tth])? cee 7N((tm71:tm)a

son independientes.

» Para todo s < t la variable aleatoria N((s,t]) tiene distribucion de Poisson de pardmetro
A(t — s), es decir,



Ejemplo 5.1.4 Suponga que la llegada de clientes a solicitar algun servicio sigue un proceso de
Poisson con intensidad A = 2 por unidad de tiempo. Sea X (t) es nimero de clientes que han
llegado hasta el tiempo t. Determine las siguientes probabilidades:

(o) P(X(1) =2) = 22;—2, dado que X (2) ~ Pisson(2).

(b) P(X(1) =2,X(3) =6). Usando la propiedad de incrementos independientes obtenemos que la

probabilidad deseada es igual a
P(X(1)=2,X3)-X(1)=4) = P(X(1)=2)P(X(3)—X(1)=4)
2272 414
21 417

donde usamos el hecho que X (3) — X (2) ~ Poisson(4).

(c) P(X (1) = 2|X(3) = 6). Por definicion de esperanza condicional tenemos que

P(X(1) = 2, X(3) = 6)

P(X(3) = 6)
22872 44674
of 4l

66e—6
6!

(d) P(X(3) = 6|X (1) =2). De manera similar a (c) obtenemos que

P(X(1) =2[X(3) =6) =

P(X(3) =6|X(1) =2) =

P(X(1) =2)P(X(3) — X(1) =4)
P(X(1) = 2)
A

Ejemplo 5.1.5 Un sistema eléctrico recibe descargas de acuerdo a un proceso de Pisson con in-
tensidad A > 0. Suponga que el sistema sobrevive a cada descarga con probabilidad o, independien-
temente de las demds, de modo que la probabilidad de que sobreviva a la k-ésima descarga es o*.
¢ Cudl es la probabilidad de que el sistema esté opernado al tiempo t?

Solucién: Sea X (t) el nimero total de descargas recibidas hasta el tiempo t, entonces { X (t),t > 0}
es un proceso de Poisson de intensidad \. Luego, sea A = { “el sistema estd operando al tiempo t},

entonces por la ley de probabilidad total tenemos

P(A) = > P(AX(t) =n)P(X(t) =n)

0 b ne—)\t
_ Z an( ) '
n=0 ’

n

e—)\(l—a)

5.2. Distribuciones asociadas con el proceso de Poisson

Teorema 5.2.1 Sea T, el n-ésimo tiempo de espera, i.e., el tiempo en el que transcurre el n-ésimo
evento. Entonces, T;, tiene distribucion gamma con funcion de densidad

)\ntnfl
n®) = 5=

e M t>0.
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Demostracion: Nétese que T, < t si, y so6lo si, hasta el tiempo ¢ han ocurrido al menos n eventos.
Por lo tanto,

Fr,(t) = P(T, < t)
= 1-PX;<n-1)
o Z (AD*

K!
k=0

Luego, derivando la ultima ecuaciéon obtenemos que

/\ntn—l
t)= ———e M
O
En el siguiente resultado usaremos la notacién, h(z) = o(g(z)), cuando x — 0, si
h
lim @ =0
z—0 g(x)
Definamos S,, = T,,y1 — T,,, paran = 0,1,---, con T, = 0. La variable aleatoria S, es llamada
tiempo de permanencia en estado n.
Teorema 5.2.2 Los tiempos de permanencia Sy, S1,- -, Sn_1 son variables aleatorias independi-

entes e idénticamente distribuidas con distribucion exponencial de parametro A > 0, i.e.,
fs.(8) = Xe™ s >0.
Demostracion: Debemos demsostrar que
fsp .80 (81, , Sne1) = ()\e_’\so) . (/\e_’\S”‘l) .
Vamos a demostrar el resultado para el caso n = 1. Nétese que, si Sy y Sp son tales que
S0 < Sp < Sg+Asgy s <51 <514 Asy.
Entonces no debe ocurrir ningiin evento en los intervalos
(0, s0], (so+ Aso, so+ Aso + s1]
y exactamente un evento debe ocurrir en los intervalos
(S0, S0 + Aso] (so+ Asg + s1,80 + Asg + 51 + Asq].
Por lo tanto,

[s0,51 (50, 51)AsgAsy
= P(sg < So < 59+ Asg,s1 < 51 < 81+ Asy) + 0o(AspAsy)
= P(X(0,s0] = 0)P(X(so + Asg, S0 + Asg + s1] = 0)
XP(X (80, S0 + Asg] = 1)P(X (so + Asg + $1,80 + Asg + 51 + Asy] = 1)
+0(AsgAsy).
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Luego, dividiento ambos lados de la identidad anterior por AsgAs; y, haciendo As; y As; tender
a cero, obtenemos que

fs0,5: (50, 81) = ()\67)‘50) ()\e*)‘sl) )

Teorema 5.2.3 Sea {X;,t > 0} un proceso de Poisson de pardmetro A > 0, y0 < s < t. Entonces,
para cada 0 < k <n
n u k U n—k
P(X, = k|X, = n) = (-) (1——) .
( X =mn) (k) t ;

Demostracion: Por definicién de probabilidad condicional se tiene que

P(X, =k, X, =n)

P(X, = k|X, =n) =

P(Xt = TL)
_ ]P)(Xu:k»Xt_Xu:n_k)
( )]P((Xtt =) n—k) (prop. de incrementos ind.)
Por lo tanto,
Qe (A(t—u))be A —w)
P(X,=klX,=n) = k! (n—Fk)!

(At)ke—Xt
n!

- (W@ e

OJ

El teorema anterior no dice que, dado que sabemos que hasta el tiempo ¢ han ocurrido n eventos,
entonces éstos se distribuyen de manera uniforme en el intervalo (0, ¢). El siguiente teorema reafirma
el resultado anterior. Pues nos dice que, dado que X; = n, entonces los tiempos de ocurrencia de
eventos se distribuyen con los estadisticos de orden de una muestra uniforme.

Teorema 5.2.4 Dado que X; = n, los tiempos de llegada Ty, T - - - T}, tienen la misma distribucion
que los estadisticos de orden de una muestra de tamarno n de una distribucion uniforme en (0,1).

Demostracion: Nos interesa conocer la distribucion condicional de Ty,7T5,--- ,T;,, dado X; = n.
Es claro que T7 < T, < --- < T,,. Notese que, el eventos

Tl :tlaTQ :t27”' 7Tn :tnaXt =n
es equivalente al evento

Slztl,SQZtQ—tl,"' ,Sn:tn—tn,1,8n+1>t—tn.
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Por lo tanto,

f(th"' atnvn)
f( 1 Y |n) ]P(Xt:n)
)\67/\151 Aef)\(tgfh) . )\efA(tnftn_l) )\efk(tftn)

AO™ £t
n! €

!

n
= t—n,0<t1<t2<"'<tn<00.

Para concluir la prueba basta notar que la expresion anterior es precisamente la funcién de densi-
dad conjunta de los estadisticos de orden de una muestra aleatoria de tamano n de una distribucion
uniforme en (0,1). O

Ejemplo 5.2.5 Un servicio recibe clientes de acuerdo a un proceso de Poisson con intensidad
A > 0. Cada cliente paga $1 a su llegada. Es de interés evaluar la suma de dinero acumulada en
el intervalo de tiempo (0,t] descontada al tiempo 0, donde la tasa de descuento es f3.

Solucion: denotemos por M al valor esperado que nos interesa conocer. Entonces,

X(t)

M=E|) e,
k=1

donde T,, representa el tiempo de llegada del n-ésimo cliente y X (t) es el total de clientes hasta el
tiempo t. Luego, de nuevo por ley de probabilidad total tenemos que

M:iE

n=1

n

Z e BTk

k=1

X(t) = n] P(X(t) = n). (5.1)

Ahora bien, por el Teorema 5.2.4 se tiene que

E Z e P\ X(t) =n| =E Z 6_5U'“] ;
k=1 k=1
donde Uy, Us, ..., U, son variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas, con Uy, ~
Unif(0,t). Por lo tanto,
= 1—e P
E 51 X (#) = n| = nE [e=0r] = P2 =)
; e (t) =n| =nE [e "] .

Entonces, usando el hecho que {X(t),t > 0} es un proceso de Poisson con intensidad X y la

relacion (5.1) se sigue que
A
M= 2(1-e".
5( )
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5.3. Proceso de Poisson compuesto

Sea N := {N(t),t > 0} un proceso de Poisson con intensidad X y (Z;)$2; un coleccién de
variables aleatorias independientes e independientes del proceso N. Supongamos que cada Z; tiene
funcién de distribucién F. El proceso de Poisson compuesto, X := {X(t),t > 0}, se define como

sigue
N(t)

X(t) = Z Z;, para cada t > 0. (5.2)
i=1

Un par de ejemplos donde el proceso de Poisson compuesto puede servir como modelo:

1. Teoria de riesgo. Una compainia aseguradora recibe reclamaciones de acuerdo a un proceso
. L ! N{(t
de Pisson N y Z; denota el monto de la k-ésima reclamacion. Luego, X (t) = k:l) es el

monto acumulado de reclamaciones hasta el tiempo t.

El proceso de Poisson compuesto es la piedra angular del llamado modelo clasico de riesgo,
el cual se define por
Z({t)y=z+ct—X(t), t >0,

donde z representa el capital inical de la compania y ¢ es la prima que cobra la aseguradora
(i.e., cantidad de dinero que recibe por unidad de tiempo). En tal modelo Z(t) representa el
capital de la compania al tiempo t.

El modelo clasico de riesgo puede ser objeto de estudio de un curso completo de teoria de
T1€5G0.

2. Nivel de inventarios. Se surte la demanda de acuedo a un proceso de Poisson y Z; denota
la magnitud de la k-ésima venta. Por lo tanto, X (¢) denota el total de mercancia sustraido
de inventario.

De manera similar al caso cuando estudiamos la suma Poisson compuesta de hecho, X (t) es
una suma Poisson compuesta, se puede dar una expresién para la distribucién de X () en términos
de sus componentes. Més precisamente, sea F'(y) = P(Z; < y) y denotemos por

F(y) = P(Zy 4 -+ T < 2) = / FAD (2 — y)dF(y),

la convolucién de Y7, ..., Y,, y

* ]'? ZZ(:)?
FO(Z):{O L <0
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Entonces,

N(t)
P(X(t)<z) = P[> Z <u
k=1

N()

= i]? szgx
k=1

N@) =n | P(N(t) = n)

- ip (izk < x) P(N(t) =n)
- SO ey

note que, en la tercera igualdad usamos la independencia entre la sucesién (Zy) y el proceso de
Poisson N.

Ejemplo 5.3.1 (Modelo de descargas) Sea N(t) el nimero de descargas que recibe un sitema
eléctrico hasta el tiempo t y Zy, el danio causado por la k-ésima descarga. Supondremos que el dano
es positivo (P(Z; > 0) = 1), que los danos son independientes y que ademds son aditivos. Por lo
tanto, el dano acumulado hasta el tiempo t es un proceso de Poisson compuesto

N(t)
X(t) =Y Zy, t>0.
k=1

Supongamos que el sistema sigue en operacion siempre y cuando el dano sea menor o igual que
algun valor critico a, y falla en caso contrario. Encuentre el valor esperado del tiempo a la falla.
Solucion: sea T' el tiempo de falla. Entonces,

{T >t} < {X(t) < a}.

Luego,
0 ne—At
P(T>t)=P(X(t) <a)= Z ()\t)n—!F*"(a),

donde en la ultima igualdad usamos ley de probabilidad total y la independencia entre las variales
aleatorias.

Por otro lado, sabemos que E(T) = fooo P(T > t)dt ya que T es una variable aleatoria no
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negativa. Entonces,

RN

E(T) = /Ooo ( 3 MF*”(@L)) dt
([0 )
1
A

_ g < / —AM:: 1;tdt) F*(a)
= )\_1;)F*”(a)

n=0
la ultima relacion es gracias a que el integrando es la densidad de una variable aleatoria con
distribucion gama, y por lo tanto, el valor de la intregral es 1. La sequnda igualdad es porque
podemos intercambiar suma con intregral ya que los sumandos son no negativos.
Cuando Zy, ~ Ezxp(u) podemos decir un poco mds. En efecto, en tal caso Zy + Zy + -+ + Zp ~
Gama(n, ). Luego,

3

o k
F*n<2) -1 (,LL]:') e HF — Z (M]j) e H7

Entonces,

;F*"(a) _ ZZ(M:‘) e h?

Por lo tanto,

5.4. Ejercicios

1. (Superposicién de procesos de Poisson) Suponga que moscas y avispas caen en la sopa de
acuerdo dos procesos de Poisson independientementes con intensidad A\ y pu, respectivaente.
Argumente que el numero de insectos que caen en la sopa forma un proceso de Poisson
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con intensidad A + pu. El ejercicio consiste en verificar que la suma de procesos de Poisson
independientes es un proceso de Poisson cuya intensidad es la suma de las intensidades de
los sumandos.

. Una masa radioactiva emite particulas de acuerdo a un proceso de Poisson con intensidad
A = 2 por minuto.

(i) ;Cuél es la probabilidad de que la prime particula aparezca después de los 3 minutos pero
antes de los 5 minutos.

(ii) ;Determine la probabilidad de que exactamente una particula sea emitida en el intervalo
de 3 a 5 minutos?

. Sea (N;,t > 0) un proceso de Poisson con intensidad A > 0, el cual es independiente de una
varianble aleatoria no-negative T' con media p y varianza o2. Encuentre

(i) Cov(T, N(T)).

(ii) Var (N (7).

. Suponga que la gente llega a la parada del autobus de acuerdo a un proceso de Poisson de
parametro A > 0. El autobuis parte a al tiempo t. Sea X el tiempo de espera total de los
pasajeros que alcanzan el autobts. Nos interesa determinar Var(X). Sea N(t) el nimero de
pasajeros que llegan al tiempo ¢.

(i) Encuentre E(X|N(t)).

(ii) Verique que Var(X|N(t)) = N(gtz.

(iii) Determine Var(X).

. Sea {X(t),t > 0} un proceso de Poisson con intensidad \. Para cadan = 1,2,..., encuentre
la esperanza de T} dado que X (1) = n.

. Un servicio recibe clientes de acuerdo a un proceso de Poisson de intensidad A > 0. Supong-
amos que sabemos que durante la primera hora llegan 5 clientes. El tiempo que tarda cada
cliente en servicio es una variable aleatoria con distribucion exponencial de parametro o
independientemente de los demas, y luego se retira. ;Determine la probabilidad de que la
tienda quede vacia al terminar la primera hora?

. Un sistema recibe descargas de acuerdo a un proceso de Poisson de parametro A. Cada
descarga dafia el sistema independientemente de las otras (también del nimero de descargas),
y los danos se acumulan de manera aditiva. Determine la media y la varianza del dano total
cuando los danos tienen distribucién exponencial de parametro 6.
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