Capitulo 1

Esperanza condicional

Esperanza condicional es una herramienta fundemental en la Teoria de Procesos Estocésticos.
El propdsito del presente capitulo es definir dicho concepto y estudiar algunas de sus propiedades
mas importantes. Trabajaremos en un espacio de probabilidad (€2, F, P) fijo, i.e., todas las variables
aletorias estaran definidas en dicho espacio de probabilidad sin necesidad de hacer mencion explicita
de ello.

1.1. Definicién de esperanza condicional

Sabemos que si X es una variable aleatoria discreta entonces E(X) = >, 2;P(X = k). Sea A
un evento tal que P(A) # 0, entonces podemos definir

E[X[A] = ) aP(X = x4|A)

P(X =y, A)
- XA

P(XlA = SL’k)

1
= pra B 1)

Lo anterior no da la esperanza condicional de la variable aleatoria X dado el evento A. Tal concepto
se puede extender de la siguiente manera:

Definicién 1.1.1 Sean X y Y wvariables aleatorias discretas. La esperanza condicional de X dado
que Y =y, donde fy(y) > 0, se define por

EX{Y =y})=> afcy(z.9)/fr (), (1.1)

xT

siempre y cuando la suma sea absolutamente convergente.



Notese que conforme y varia (sobre todos los posibles valores de Y') en la ecuacién (1.1), se obtiene
una funcién de Y, la cual denotarémos por E(X|Y'). Entonces, E(X|Y') es una variable aleatoria
tal que

E(X|Y)(w) = E(XH{Y = yn}), siY(w) =y, (1.2)
donde yi,%9,- -+ son los posibles valores de Y. A la variable aleatoria E(X|Y') le llamarémos

esperanza condicional de X dado Y.

Ejemplo 1.1.2 Considere el lanzamiento de 3 monedas con denominacion de 1, 5 y 10 pesos,
respectivamente. Sea X la suma de las monedas que caen dguila.

(i) ;Cual es el valor esperado de X dado que dos monedas caen dguila?

(ii) Sea Y la suma de las monedas que caen dguila, y que ademds, tienen denominacion de 1 6 5
pesos. s Cual es la esperanza condicional de X dado Y ?

Solucién: (i) El espacio muestral estd dado por

Q = {AAA AAS ASA,SAA ASS,SAS,SSA,SSS}.
Sea B el evento que dos monedas caen dguila, i.e.,
B ={AAS ASA,SAA}

Nos interesa determinar E(X|B). Notemos que, cada punto en B ocurre con probabilidad 1/8.
Luego,

X(AAS) = 1+45=6,

X(ASA) = 1+10=11,

X(SAA) = 5410 = 15.

111\ 32
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(i) Ahora observamos que, Y € {0,1,5,6} con probabilidades

Por lo tanto,

E(X|B) =

0l =

1
IP’(Y:O):P(Yzl):P(Y:5):P(Y:6):Z—l.
Finalmente, siguiendo el mismo procedimiento que en (i) obtenemos
E(X|{Y =0}) =5 E(X|{Y =1}) =6,
E(X{Y =5}) =10, E(XH{Y =6})=11.

Por lo tanto, la esperaza condicional de X dado Y resulta ser

5 siY(w)=0,

E(X[Y)(w) = fo ; §8 - ; (1.3)
11 siY(w)=6

0



Notemos que en el ejemplo anterior E(X|Y") toma cada valor con la misma probabilidad, es
decir, 1/4. Por lo tanto, E(E(X|Y)) = 8 = E(X). La propiedad anterior no es particular de este
ejemplo. Més adelante veremos que tal propiedad se cumple en general.

Ejemplo 1.1.3 Sean (X,Y) un vector aleatorio con funcion de probabilidad conjunta

f(x y): N(13+1)’ Sif’cgy,x,ye{l,Q,...,N}
’ 0, en otro caso,

donde N es un entero positivo. Encuentre (i) E(X|Y) y (i) E(Y|X).
Solucién: (i) Notemos que

2
=1,2,...,N.
foy NvEnY Y=hEe
Luego,
~ flry) 1~ _y+l
XV =u) =2 o7y =5 20 = 5
Por lo tanto, E[X|Y] = (Y +1). O

(ii) Porcediendo de manera amilogo al inciso anterior se tiene que

2

Luego, para x € {1,..., N}, se tiene que

= fly)
ElY|X =2] = Y
IX=e = 2 vET)
N
- N+1—x;y
T+ N
2
Por lo tanto, E[Y|X] = (X + N). O

Teorema 1.1.4 Sean X una variable aletoria discreta con esperanza finita y'Y cualquier variable
aleatoria discreta. Entonces,

(i)

E(E(X]Y)) = E(X), (1.4
siempre que ambos lados existan.
(i) Para toda funcion g : R — R medible y acotada, se tiene

Elg(Y)E[X[Y]] = E[g(Y)X].



Demostracién: (i) Siempre que las sumatorias sean absolutamente convergentes se tiene que,

EEX]Y)) = Y EXHY =y} fr(y)

zfxy(T,y)
> (z el ) i

Y T

= Y wfx(x)

T

— E(X).

(ii) Sea g : R — R cualquier funcién medible y acotada, entonces

E[gV)EX|Y]] = Zg Y E[X|Y = yi]P(Y = y1)

= Zg@k (Z% ‘x;”;; f"”)P(Y:yw
- Zg Yk Zx] .1’], yk)

- Zg yk x] x],Y yk)

E[Q(Y)X J

Observaciéon 1.1.5 La esperanza condicional E[X|Y] estd bien definida. En efecto, se h: R — R
una funcion medible tal que h(Y') tiene esperanza finita y Elg(Y)h(Y)] = E[g(Y)E[X|Y]] para
cualquier funcion g medible y acotada. Luego,

> 9 h(y)PY = yy) Zg ez P(X = ;.Y = ).
k
Ahora bien, la identidad anterior se cumple para todo g, en particular para f = 1y}, se tiene que

h(ye)P(Y = yg) Zl’g =z, Y = i),

es decir,
h(ye) = E[X|Y = yi], para todo k.

La obsevacién anterior nos permite dar una defincién de esperanza condicional de una variable
aleatoria dada otra variable aleatoria sin el supuesto de que estas sean discretas.



Definicién 1.1.6 (Esperanza condicional de una variable aleatoria dada otra variable
aleatoria) Sea X wuna variable aleatoria con esperanza finita y Y cualquier variable aleatoria. Si
existe una funcion medible h : R — R tal que h(Y') tiene media finita y

para cualquier funcion medible g : R — R medible y acotada, entonces se dice que h(Y) es una
version de esperanza condicional E[X|Y] y se define

EXY]=h(Y) y EIX]Y =y] = h(y), y € R.

Ejemplo 1.1.7 Una gallina pone X huevos, donde X es Poisson con pardmetro . Cada huevo
es fecundado con probabilidad p, independientemente de los otros, produciendo asi'Y pollos. De-
muestre que p(X,Y) = /p.

Solucién: Observemos que, condicional en X =k, Y tiene distrubucion binomial Bin(k,p). Por
lo tanto, E(Y|{X =k} = kp. Mds generalmente,

E(Y|X) = Xp.
Entonces, por el teorema anterior se tiene que
E(XY) =EEXY|X)) = E(XE(Y|X)) = E(X?p) = (A\* + \)p.
De manera similar, obtenemos
E(Y?) = E(E(Y?X))
= E(Xp(1-p)+X°*p)
= (1 —p)+(\+A\)p?
= Ap+ A2
Finalmente, tenemos que

E(XY) — E(X)E(Y)
(Var(X) Var(Y))"/?
A2+ Np—X-Ap
(A(Ap + A2p2 — A2p2))/2

I
3

Ejemplo 1.1.8 Sea (X;) una sucesion de v.a. i.i.d., y sea Y una v.a. con valores en los enteros
no negativos independiente de la sucesion (X;). Defina Sy = Z};l X;. Demuestre que

Var(Sy) = E(X?) Var(Y) + E(Y) Var(X,).



Solucién: Por el ejercicio 2 de la tarea 2 tenemos que,
E(Sy) = E(X1)E(Y).
Ahora bien, por el Teorema 1.1.4 se obtiene
E(SY) = EOEE(S?/IY))

= ZE<S£>pk p =P =k)

= (Z EXD)+Y ) E(Xin))
k=0 i=1 i=1 j#i
= > o (FE(XE) + k(k — D[E(X)]?))
= E(VE(X) + V(Y — DEX)P)
— E(Y) (E(X?) — [E(X))]?) + E(Y?)[E(X))]*

El resultado se sigue usando la identidad Var(Sy) = E(S%) — [E(Sy)]?.

1.2. Propiedades de la esperanza condicional

Teorema 1.2.1 Sean a y b constantes, g una funcion de valor real, y suponga que X, Y y Z son
conjuntamente distribuidas. Entonces,

1. E(alY) =
aX +0Z|Y) = aE(X|Y) + bE(Z]Y).

E(X|Y)>0si X >0.

E(Xg(Y)[Y) = g(Y)E(X]Y).

X[Y,g(Y)) = E(X]Y).

.\?.039”‘{*\9@

E(
E(
(
E(X|Y) =E(X) si X eV son independientes.
(
E(
E(

E(X|Y,2)|Y) =E(X|Y).

Demostracién: (1) Sabemos que f,y(a,y) = fy(y). Entonces,

E(alY) = a%&/’)y) = a.

(2) Tarea.



(3) Si X > 0, entonces cada sumando en la deficién de esperanza condicional serd no-negativo.
Por lo tanto, E(X|Y") > 0. O

(4) Para cada y en el rango de Y, tenemos que
E(XY)(w) = E(X[Y =y), Y(w) =y.

Luego, por definicién de esperanza condicional se tiene que

By =) = el

fy(y)
B Ix(@)fy(y)
B Z fY(?J)
= E(X)
Entonces, E(X|Y)(w) = E(X), para todo w € Q. O

(5) Notemos que, conjunto y perteneciente al rango de Y se tiene

> 29(Y) fxy (2, y)
fY(?J)
> tfxy(a,y)
9(y) fY(y)
= g(y)EX|{Y =y}.

EXg(Y){Y =y}) =

Entonces, E(Xg(Y)|Y) = g(Y)E(X]Y).

El resultado anterior se puede interpretar de la siguiente manera: esperanza condicional es una
manera de “medir” la informacién que aporta Y sobre la variable aleatoria X ¢(Y'). En consecuen-
cia, al menos intuitivamente, se tiene que conociendo el valor de Y automaticamente conocemos
el valor de g(Y'), y por lo tanto, puede tratarse como una constante dentro de la esperanza condi-
cional. OJ

(6) Tarea.
(7) Supongamos que Y =y y que Z = z, entonces

Z:v fo,Y,Z(I7 Y, Z)
fr.z(y, 2) '

EXHY =y}, {2 =2}) =



Entonces, por definicién tenemos que, para cada w tal que Y (w) =y

frz(y, z)
fr(y)

- fXYZ -T7y7 )fY,Z(yaz)
B ZZ fYZ Y, 2) Ty (y)

Z ZfXYZfE%)

EEXY, 2))Y) = ZE XY =y, 2 =z2)——~=

Z f
= (X\{Y = y})-

De lo anterior se sigue el resultado, ya que se cumple para cada y en el rango de Y. O

Concluimos la presente seccién con un resultado que nos dice que, E(X|Y) es la variable
aletorias que se encuentra a una menor distancia de X de todas la variables aleatoria que se
pueden determinar apartir de Y.

Teorema 1.2.2 Sea h cualquier funcién de valor real tal que E(h(Y)?) < co. Entonces,
E[(X —h(Y))’] >E[(X —E(X|Y))?]. (1.5)
Mads aun, si h es tal que
E[(X - n(Y))’] =E[(X - E(X[Y))"],
entonces
E [(M(Y) - E(X[Y))’] = 0.
Demostracién:
E[(X —h(Y)?] = E[X—EX|Y)+EX[Y)-h(Y))?]
= E[(X —E(X|Y))*] +E [(E(X]Y) — h(Y))?]
+2E [(X - E(X|Y)(E(X]Y) —h(Y))].
Ahora bien, por Teorema 1.1.4 tenemos que
E[(X -EXY)EX]Y) -rY))] = EE(X - EXY))(EX]Y)—h(Y))) Y]
= E[EX]Y) = h(Y))]E[(X - E(X[Y))[Y],
donde la segunda igualdad es debido al Teorema 1.2.1 (5). Luego, obsevemos que E [(X — E(X|Y))|Y] =
0. Entonces,
E[(X = h(Y))?] = E [(X — B(X|Y))?] + E [(E(X]Y) — h(V))?] . (16)
Para terminar la prueba note que E [(E(X]Y) — h(Y))?] > 0, y por lo tanto, obtenemos (1.5).
Por tltimo, siE [(X — h(Y))?] = E[(X — E(X|Y))?] de (1.6) se concluye que E [(E(X|Y) — h(Y))?] =
0, es decir, h(Y) = E(X|Y) salvo en un conjunto de probabilidad cero. O



Ejemplo 1.2.3 En una fiesta n de los asistentes se quita el sombrero. Se ponen los n sombreros
en un contenedor, y cada persona selecciona uno al azar. Decimos que ocurre un “coincidencia”
st una persona selecciona su propio sombrero. ;Cudl es la probabilidad de que no ocurra ninguna
coincidencia? ;Cudl es la probabilidad de que ocurran exactamente k coincidencias?

Solucién: Sea E el evento que no ocurra ninguna coincidencia, sea p, := P(FE). Definamos el
evento M = “la primera persona selecciona su propio sombrero”. Entonces,

pn = P(E) =P(E|M)P(M) + P(E|M)P(M°).
Notemos que, P(E|M) =0, (al menos ocurre una coincidencia). Luego,

n—1
pn = P(E|M) :

(1.7)
n

Ahora bien, note que P(E|M€) es la probabilidad de que no ocurra ninguna coincidencia cuando
n — 1 personas seleccionan de n — 1 sombreros, y que ademds, hay una persona cuyo sombrero
no estd dentro de los n — 1. Lo anterior puede pasar de dos formas mutuamente excluyentes: (1)
no ocurre ninguna coincidencia y la persona extra no selecciona el sombrero extra (el sombrero
perteneciente a la primera persona en seleccionar); 6 (2) no ocurre ninguna coincidencia y la
persona extra selecciona el sombrero extra. La probabilidad de (1) es exactamente p,_1, lo anterior
es considerando que el sombrero extra pertenece a la persona extra. Por otro lado, la probabilidad
de (2) estd dada por ﬁpn,g. Entonces,

1
P(E|M) = pn-1+ o P2

Por lo tanto, combinando la ecuacion anterior con (1.7) tenemos,

n—1 1
Pn = Pn—1 + —Pn—2,
n n
equivalentemente,
1
Pn — Pn—1 = _E<pn—1 - pn—2)~ (18)

Ahora bien, dado que p, es la probabilidad de que no ocurra ninguna coincidencia cuando n per-
sonas seleccionan un sombrero, tenemos

1
p1=0, pp= b%
y por lo tanto, de (1.8) resulta que
Dy — Py = p2—p 1
es decir,
1 1
p3 = o1 31
De manera analoga, obtenemos
o ps—p2_ 1
y2 b3 = 4 - 4'7



es decir,

111
e T TRTE
Procediendo de manera similar, obtenemos que
111 (1)
L T TR TR I

Para responder la sequnda prequnta considere un grupo fijo de k personas. La probabilidad que
ellos, y solamente ellos, seleccionen sus propios sombreros esta dada por
1 1 1 ~ (n—k)!
nn—1 n—(k— 1)pn_k TR

donde p, — k es la probabilidad que las n — k personas restantes, que seleccionan dentro de sus
propios sombreros, mo haya ninguna coincidencia. Ahora bien, dado que hay exactamente (Z)
formas diferentes de seleccionar un grupo de k personas, la probabilidad de que haya exactamente
k coincidencias estd dada por

() - 52

k n! k!
1 1 1 (=pr-*F
[ S T R i (v
N k!
Por lo tanto, para n suficientemente grande, se tiene que la probabilidad de que haya exactamente
. . . . —1
k coincidencias es aprorimadamente S -. [

Caso absolutamente continuo.

Hasta ahora, en los ejemplos, hemos puesto mucho enfésis en caso de variables (vectores)
aleatorias discretas. Sin embargo, hemos dado la definicién general de esperanza condicional de
una variable aleatoria dado otra variable aleatoria. En el caso absolutamente continuo se tiene lo
siguiente: sea (X, Y’) un vector aleatorio con funcién de densidad conjunta fxy tal que E(X) < oc.
Entonces, una funcién de densidad para la esperanza condicional E(X|Y") esta dada por

fxy(z,y) .
——— 22 siempre que fy(y) > 0.
fY<y> Y( )
Comunmente se usa la notacién Fev(ey)
z,y
X‘Y( | ) fY(y)

1.3. Mas ejemplos

Ejemplo 1.3.1 Supongamos que el niimero de accidentes que tiene una persona en un ano tiene
distribucion Poisson con parametro Y, de modo que, para cada y > 0, el porcentaje de personas
para las cuales Y > 1y es igual a Ae™Y, donde \ es una constante positiva. Si X es el nimero
de accidentes en un ano de una persona seleccionada al azar, encuentre i) la distribucion de X y
E(X), i) la distribucion condicional de Y dado que X = x, para x € {0,1,...} y iii) E(Y|X).

10



Solucién: i) Sabemos que X|Y tiene distribucién Poisson de parametro Y. Entonces, por Ley de
Probabilidad Total, para cada x € {0,1,...}, se tiene que

P(X =) = / TB(X = afY = ) fy(y) dy

00 -y, T
= €Y N dy
o !
)\ o
_ z —(A+1)y
= y'e dy,

vamos a completar la integral anterior para que sea una Gama(z, A + 1), entonces

A 00 (/\ + 1)x+1yx67(>\+1)y

A (Y
N+ 1T\N+1)

Por lo tanto, X tiene distribucién geométrica de pardmetro p = A/(\ + 1), puesto que

P(X =x)=p(l—p)°, z=0,1,....

Entonces,

EX)=—=—-= / E(X|Y = y)he ™ dy = / yre M dy.
p A 0 0

ii) Para x € {0,1,...} y y > 0 se tiene que

. Ixy(z,y) o fX\Y(ﬂy)fY(y)
Pt =" =7 hw

notemos que no conocemos fx y. Sin embargo, en el ltimo término si conocemos todos los factores.
Por lo tanto,
yTe Y )\e—)\y ()\ =+ 1)z+1 z,—(A 1)y
— y“e
fY|X(‘T|y) = /\I! 1 \Z
(x+)

A+1 \A+1

z!

iii) De la parte ii) observamos que Y|X tiene distribucién gama con parametros x + 1y A + 1.
Luego, recordando que si Z ~ Gamma(a, ), entonces E(Z) = a/S. Por lo tanto,

X+1

Ejemplo 1.3.2 Sean X y Y dos variables aleatorias con esperanza finita tales que E(X]Y) =
E(Y). Supongamos que XY también tiene esperanza finita, demuestre que Cov(X,Y) = 0.

11



Solucién: Sabemos que

Cov(X,Y) = E(XY)—EX)E(Y)
= E[E(XY|X)] - E(X)E(Y), (por Teorema 1.1.4) (i))
= E[XE(Y|X)] - E(X)E(Y), (por Teorema 1.2.1 5)
— E[XE(Y)] - E(X)E(Y)

Ejemplo 1.3.3 Supongamos que el nimero de personas que suben a un elevador, en la planta
baja de un edificio de N pisos, tiene distribucion Poisson con pardmetro \. Supongamos que cada
persona deja el elevador al azar, en cualquiera de los N pisos, independientemente de donde bajen
los demdas. Encuentre el nimero esperado de paradas que hace el elevador hasta que bajan todas
las personas.

Solucion: sea Y en nimero de personas que sube al elevador en la planta baja y X en nimero de
paradad necesarias para que el elevador quede vacio. Definamos las variables aleatorias X;, Xs, ..., Xy
como sigue:

P 1, si el elevador para en el piso 4,
’ 0, en otro caso.

Entonces, X = Zf\il X;, y para cada k € {0,1,...,} se tiene que

1

P(X; = 0]Y = k) = P(ninguna persona baja en el piso i) = (1 — N)k,
es decir,
1
EX|)Y =k)=1—-(1——)"
(XY = k) =1 (- 1)
Luego,

E(X|Y =k)=N[1—(1-1/N)*].
Por lo tanto, por la Ley de Probabilidad Total,

E(X) = i]E(XDf = k)P(Y = k)

_ ZN [1— (1 —1/N)H] AI:"_
= N(l —e”\/N)

12



1.4. Ejercicios

Los ejercicios marcados con * son para entregar.

1. *Sean X y Y dos variables aleatorias discretas, y ¢ una funcién de real-valuada. Demuestre

lo siguiente
E(X]Y,g(Y)) = E(X]|Y).

2. *Sea (X,Y) un vector aleatorio con funcién de densidad conjunta dada por

L( _ ;
—(y—x), siz<yyz,ye{l,...,N},
fX,Y(l'7y) = {N(N2 2

0, en otro caso.

Encuentre la funcién de densidad condicional de: (i) X dado Y (ii) Y dado X.

3. *Sea X y Y variables aleatorias independientes con distribucién Poisson. Sea Z := X + Y.
Encuentre la distribucion condicional de X dado Z.

4. *Una moneda muestra aguila con probabilidad p. Sea X, el nimero de lanzamientos nece-
sarios para obtener un corrida de n aguilas consecutivas. Demuestre que

E(Xn) = ipk-

Sugerencia: recuerde que E(X,,) = E[E(X,,|X,—1)].

5. Sea Xi,...,X, variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas, con esper-
anza finita. Demuestre que, para cualquier k € {1,...,n}, se cample

E (Xk ;X> = %;X

6. *Se eligen, al azar y sin reemplazo, dos tarjetas de una urna que contiene N tarjetas numer-
adas del 1 al N, con N > 1. Sean X y Y el menor y mayor, respectivamente, de los niimeros
en la tarjetas seleccionadas. Encuentre E(X|Y) y E(Y|X).

7. Supongamos que (X;) es una susecion de variables aleatorias idependientes tales que,
X;|P; ~ Ber(P;), i=1,2,...,n,
donde P; ~ Beta(a, 3). Defina V,, = > | X;. Encuentre E(Y;,) y Var(Y,,).
8. *Dos jugadores A y B tienen n monedas. Se las reparten de la siguiente manera: lanzan cada

moneda y A obtine las que resultan “aguila”, digamos X, entonces B obtine las restantes
n — X monedas.

Luego, A y B juegan volados independientes y justos, cada vez que A gana (la moneda cae
aguila) B le da una moneda al jugador A; y cada vez que pierde le da una moneda a B. El
juego termina cuando uno de ellos se queda sin monedas.

Sea Dx el numero de volados jugados. Encuentre E(Dy), y demuestre que p(X, Dx) = 0.

9. Sean X y Y dos variables aleatorias independientes, ambas con distribucién uniforme en el
conjunto {1,..., N}. Encuentre E(X|Y — X) y E(Y|Y — X).

13



1.5. Caminatas aleatorias simples

El esta secciéon veremos nuestro primer ejemplo de proceso estocédstico llamado caminata aleato-
ria. La camina aleatoria es un proceso simple de describir. Sin embargo, eso no quiere decir que
sea sencillo estudiarla. Por otro lado, nos permite presentar algunos problemas que son de interés
en procesos mucho méas complicados. Comencemos con la definicién de proceso estocéstico.

Definicién 1.5.1 Un proceso estocdstico es una coleccion de variables aleatorias, {Z;,t € T},
definidas sobre un mismo espacio de probabilidad (2, F,P), donde T es un conjunto de indices.

Para propésitos del presente curso, T' = Z, (6 R;) y todas las variables aleatorias Z;, t € T,
toman valores en Z.

Antes de definir la caminata aleatoria conviene recordar la definicion de independencia de una
coleccion de variables aleatorias. Se dice que (X,,,n > 1) es una sucesién de variables indendientes,
si para cada n-éada de enteros (ki,ko,--- ,k,) distintos se cumple que las variables aleatorias
Xiys Xiey, -, Xy, son indenpendientes.

Ahora ya tenemos todos los elementos necesarios para definir nuestro proceso estocéstico de
interés:

Definicién 1.5.2 Sea (X,,n > 1) una sucesion de variables aleatorias i.i.d. con distribucion

comun dada por
PX;=1)=1-PX;=-1)=1—¢q=p.

La sucesion (S,,n > 0), donde

n
Sp =50+ E Xi,
i=1
es llamada caminata aleatoria simple. En general, Sy puede ser constante o una variable aleatoria,
se dice que la caminata inicia en Sy. Sip = q = % es llamada caminata aleatoria simple simétrica.

Las caminatas aleatorias son tutiles para modelar varios fenémenos: podemos usarlo para modelar
la posicién de una particula que se mueve en los enteros, a cada paso la particula puede avanzar
o retroceder por un paso con probabilidad p y 1 — p, respectivamente. Ademads, la direccién (subir
o bajar) es independiente de los pasos anteriores. Asimismo pueden servir para modelar un juego
de apuestas donde en cada jugada se pierde o se gana una unidad.

Las caminatas aleatorias simples se grafican en el plano cartesiano con los puntos (n,5,)5%,
uniendo los puntos vecinos con lineas rectas con pendiente 1 6 -1. A la grafica resultante se le llama
trayectoria o realizacion, y dado que es trata de una sucesion de variables aleatorias, para w € €2
se tiene una trayectoria o realizacién.

1.5.1. Propiedades de las caminatas aleatorias simples

Lema 1.5.3 Toda caminata aleatoria simple {S,,n > 0}, con Sy = a, poseé las siguientes
propiedades:

(i) Homogeneidad espacial:
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(i1) Homogeneidad temporal, para todo n,m € Z:

P(S, = j|So = a) = P(S,1m = J|Sm = a).

(#1i) Propiedad de Markov, para todo n,m € Z,
P(Snim = 750,51, , Sn) = P(Spam = 7]Sn)- (1.9)

Demostracién: (i) Veamos el lado izquierdo

P(Sn:j|50:a):P(ZXi:j—a> :
i=1

Analogamente, el lado derecho satisface

IP(ZXi:j—a> :P(Sn:j+b,80:a+b):P<2Xi:j+b—(a+b)>.
=1

=1

O
(ii) Procederemos como en (i). El lado derecho es igual a
P (SO + Z?:lm X;=17,5 + 221 X = a)
P (So + 2 it Xi = a)
_ P (2?27—7,?4.1 Xi = ] - a, SO + 2211 Xz' = ])
P(So + Z;‘ZlXi =J)
n+m
=P ( Z X, =j— a) (independencia)
i=m-+1
- IP’(ZXi—j—a>,
i=1
la dltima igualdad es debido al hecho que el vector (X, .-, X,,) tiene la misma distribucién que
el vector (X1, Xonat1, -+ s Xpam). Un célculo similar, pero mas simple, demuestra la igualdad
deseada. O
(iii) Sean sq, s1,-- - , s, enteros tales que

P(Sn+m = j|S(] = S(),Sl = S1, " ,Sn = 8n>
]P)(SO = S0, Sl = 81, 7Sn = Sn, Sn-‘,—m = Sn—i—m)
]P(SO:SO?‘S’Izsla"' 7STL:S7’L)

n+m
~ P(So =50, X1 =51 =80, Xo =52 =51, , Xy =8 — Spn_1, ;11 Xi = Sntm — 5n)
IP’(50 =50, X1 =51 — 80, Xo =52 — 51, "+, Xp_1 = Sp_1 — Sp—2, Xy = S5, — Sn—l)
n+m
- IED( E X’L = Sn+m - Sn).
i=n+1

15



Por otro lado, tenemos que

IP - pu—
P<S”+m = Sn+m|Sn = Sn) = (Sn+m Sntm; Sn Sn)

P(S, = sn)
n+m
= P( ) Xi=Spim — 5n).
i=n+1

Observacion 1.5.4 (i) Cualquier proceso estocdstico, {Z,,n > 0}, que cumpla la propiedad (1.9)
es llamdado cadena de Markov a tiempo discreto, es decir,

P<Zn+m - j|ZO7 Zl7 T Zn) = P(Zn-l-m - j|Zn)

(i1) Se dird que la probabilidad P(S,, = j|So = a) es la probabilidad de transicion del estado a al
estado j en n pasos.

En el siguiente resultado calcularemos las probabilidades de transicion para la caminata aleatoria
simple.

Lema 1.5.5 Para todo a,b € Z yn > 0, se tiene que

n (n+b—a)/2 ,(n—b+a)/2 ; .
P(S, = b|So = a) = {é(mb—a)/z)p a si(n+b—a)/2€Z,

en otro caso.

Demostracién: Se tien que, una realizacién que lleva del punto (0,a) al punto (0,b) en n pasos
tiene r pasos hacia arriba (+1) y [ pasos hacia abajo (—1), donde r,[ son tales que [ +7 =n'y
r —1 =b— a. Lo anterior es debido a que, S, = 7(+1) +1(—1) = b — a. Resolviendo las ecuaciones
antariores obtenemos que,
n+b—a n—b+a
r=———yl=—"7—.
2 2

Ahora bien, cada realizacién que lleva de a a b en n pasos tiene probabilidad p"¢', y hay ( (n +b’ia) /2)
realizaciones posibles. Por lo que el resultado se sigue.

Note que, la prueba del resultado anterior se basa en el conteo de trayectorias, i.e., “casos fa-
vorables” / “casos posibles”. Esta es una propiedad de muy interesante y que ha llamado la atencién
no solo de la comunidad probabilista sino que también es explotada en teoria combinatoria, teoria
de juegos, entre otras.

En lo que sigue procederemos a calcular probabilidades asociadas a la caminata aleatoria simple
mediante las herramientas estudiadas hasta el momento. A saber, por medio de condicionamientos.

Definicién 1.5.6 Para cada j € Z, el primer tiempo de llegada al estado j se define por

T; =min{n >0:S5, =j}.
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Proposicién 1.5.7 Para cada j € Z, sea h; la probabilidad de que una caminata aleatoria que
parte del estado j lleque al estado O antes de llegar al estado N, i.e., hj = P(Ty < T,,|So = j).

Entonces,
(2)Y ()N
T~y P
1— p

—le e

=
<.
I
—~
hSES|

N
[

Y

2.

Demostracién: Condicionando en la primera transicion obtenemos la ecuacion,
h] = phj+1 + qh’j—lv

para j € {1,2,---, N — 1}. Ademads, notemos que hg = 1 y hy = 0. Reescribiendo la encuacién
anterior se obtiene

hn = pthrl + qhnfl <~ Q<hn+1 - hn) = p(hn+1 - hn)7 n > 1. (110)
El caso simétrico: p = ¢ = 1/2. En este caso, se tiene la ecuacién
hn - hn,1 = hn+1 — hn, n 2 1.

Por lo tanto, la recta h,, tiene una pendiente constante ¢ := h, 1 — h,, en consecuencia
n
ho=1+ (hj—hj1)=1+nc, 1<n<N.
j=1

Ahora bien, recordando que hy = 1 obtemos que ¢ = —1/N, i.e., h, =1 —n/N.

El caso general: p # ¢. Definamos la sucesién (z,,n > 0) como sigue, o € R (se determinard més
adelante) y x,, = h, —h,,_1, para 1 <n < N. De la ecuacién en el lado derecho de (1.10) obtenemos
que la sucesién (x,,n > 0) satisface la relacién x,,; = %xn, para 1 <n < N. Por lo tanto,

Tl = (g) 20, 0<n<N. (1.11)
p

Luego, dado que
hn = ho + Z(h] - hj—1>7
j=1

la ecuacién (1.11) implica

n J
hn = ho—i‘l’oz(g)
— \p
J
]__
] hm(g)L
b

1<> . (1.12)

)

ESAITSY

SIS
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Haciendo uso del hecho que, hy =0y hy = 1, obtenemos que

0=1+m (2 ﬂ
( ) 1-(%)’

p

de donde se sigue que

Finalmente, de (1.12) se concluye que

Corolario 1.5.8 Para cada 7 € N se tiene que

, 1 st q < p,
]P’(TO < OO|S() = ]) = q J )
(5) st q > p.

Demostracién: Para cada n, sea A, := {Ty < T,,}. Notemos que A,, C A, 11, dado que T,, < T}, 41,
para cada n. Ademads, observemos que

{To < 00} = U2 {16 < T}

Por lo tanto, dado que (A,,) es una sucesién creciente, la continuidad de la medida de probababil-
idad implica
n—oo

Luego, el resultado se sigue de la proposicion anterior. [

Sean a,b € Z y n € N. Sea Ny, el nimero de trayectorias que van de a a b en n pasos y
N 3(a,b) las trayectorias que unen a y b en n pasos; y que ademas, pasan por 0 al menos una vez.

Teorema 1.5.9 (Principio de Reflexion) Para cada a,b € N se tiene que
0
Nn(a,b) = Nn(—a,b)~

Demostracién: Haciendo bosquejo podemos ver que cada trayectoria que lleva de (0,a) a (b,n)
cruza el eje x por lo menos una vez, sea (k,0) el punto donde esto ocurre por primera vez. Refle-
jando el segmento de la trayectoria anterior se obtiene una trayectoria de (0,a) a (b,n) y que pasa
por el eje z por lo menos una vez. Luego, haciendo lo mismo en el sentido opuesto obtenemos el
resultado. 0

18



Lema 1.5.10 Para todo a,b € Z, se cumple que

n
N, = )
et (an+b—a9

Veamos el siguiente resultado importante, el cual es una consecuencia del lema anterior.

Teorema 1.5.11 (Teorema de las votaciones (Ballot Theorem) Sea b € N, entonces el nimero de
realizaciones que van de (0,0) a (n,b) y que no visitan al eje x después del primer paso estd dado

por
b
—Nyob).-
. (00)

Demostraciéon: Notemos que, las trayectorias que nos interesa contar en el primer paso se en-
cuentran en (1, 1). Por lo tanto, en nimero de trayectorias de interés estd dado por

Nn—11p) = N271(1,b) = Nuo1gp) — N,-1(—1,0)
(n — 1)' B (n —1
() (=52) (=) (),
(n—1)! (n+b n—b

() ()

b
— —Naop)-
—Nad)

OJ

Veamos ahora porque el resultado anterior se llama Teorema de las votaciones. Sunpongamos que
tenemos dos candidatos Ay B, y que A obtiene a votos y B obtiene b votos, donde a > b. Cual es
la probabilidad de que A tenga la ventaja durante toda la votacién?

Supongamos que X; = 1 si el i-ésimo individuo vota por el candidato A y vale -1 si vota el
canditato B. Supongamos que cualquier combinacién de votos es igualmente probable, i.e., cada
una tiene probabilidad (O‘Zﬁ ) La trayectoria que deben seguir las votaciones para que A tenga las
preferencias durante toda la jornada de votaciones va del punto (0,0) al punto (a+ 8, — ). Por
lo tanto, por el Teorema 1.5.11 esta dada por

a—f 1 a—f

——Natp(0.0— .
R e (O R
El siguiente resultado es una aplicacién del Principio de Reflexién (Teorema 1.5.9)

Teorema 1.5.12 Supongamos que Sy = 0, entonces para todo n > 0 se cumple que
b
P(S1Sy-+-S, #£0,5,=0b) = UIP’(Sn =) (1.13)
n

Demostracién: Supongamos que Sy =0y S, = b > 0. Notemos que, S1.5; -5, # 0 si y s6lo si
la caminata aleatoria no visita el eje x en el intervalo de tiempo [1, n]. Por lo tanto, por el Teorema
1.5.11 se tiene que el nimero de tales trayectorias es

b
—N,
“NA(0,)
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y por argumentos similares a los del Lema 1.5.5 se sigue que hay (n + b)/2 pasos hacia arriba y
(n — b)/2 pasos hacia abajo. Por lo tanto,

b
P(S1Sy -+ Sy #0,S, =b) = —N,(0,b)pl"+?)/2gn=1)/2

n
b n

- (n+b)/2 (n—b)/2
n <%(n +b >p a
b

= —P(S, = b5 =0).
n

El caso b < 0 es similar, concluyendo asi que
0]

P($15, -+ S # 0,5, = b) = (S, = ).

Observacion 1.5.13 Notemos que, la ecuacion (1.13) implica
1
P(S1Sy---S, #0) = EE(‘S”D

Ahora vamos a analizar el comportamiento de los maximos de una caminata aleatoria. Sea
M, :={Sk:1<n},n>1, el mdximo de (S,) hasta el tiempo n. Tenemos el siguiente

Teorema 1.5.14 Supongamos que Sy = 0. Entonces, para cada r > 1, se cumple

P(S, =), sib >,
P(My > 7,8, =b) = { / \rb
<9> P(S,=2r—10), sib<r.
p

Demostracién: Supongamos que r > 1y que b < r, pues el caso b > r es trivial. Sea N’ (0,b) el
nimero de realizaciones que van del (0,0) a (n,b) y que pasan por el estado r al menos una vez.
Sea 1, el primer tiempo al cual la caminata visita el estado r, reflejando la trayectoria entre 7, y n
en la recta r se obtiene una trayectoria que va de (0,0) a (n,2r — b). Ahora bien, a una de estas
trayectorias le aplicamos la transformacion inversa y obtenemos una que va de (0,0) a (n,b) y que
ademas pasa por r. Entonces, se obtiene que

N!(0,b) = N,(0,2r —b),
y sabemos que cada una de tales realizaciones tiene probabilidad p(n+b)/2q(n—b) 2 Por lo tanto,
P(M, > 7,8, =b) = N(0,b)pm+)/2g(n-b)/2

r—b
_ <g> N, (0,25 — b)p(n+2r+b)/2q(n—2r+b)/2
p

_ (%)TbIP(Sn = 2r —b).
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Una pregunta interesate que podemos hacerno es la siguiente, ;Cudl es la probabilidad de que
(Sn), So = 0, alcance el nivel b por primera vez al tiempo n? Sea f,(n) tal probabilidad.

Teorema 1.5.15 Para cada n > 1 se cumple que

fun) = e, = 1),

n

Demostracién: Supongamos que b > 0. Notemos que,

fo(n)

P(My—1 = S,-1=0—-1,5, =0)

(P(My_t = Syt =b—1,8, = BYP(My_y = Sp_y = b—1)

— P(My =Sy =b—1)

— pP(Myy > b—1,8, 1 =b—1) = P(My_y > b,Sp1 = b—1)]

= p|P(Sp =b—1)— %P(Sn_l —b—1)

b
= —]P) —=
CP(S. =),

donde en la penultima igualdad usamos el Teorema 1.5.14.
El caso b < 0 se obtiene de manera similar. O

Ejemplo 1.5.16 Sea (S,)n>0 una caminata aleatoria simple con So = 0. Para cada v # 0 defi-
namos V, como el numero de visitas al estado r antes de que la cadena regrese a su estado inicial.

(i) Demuestre que E(V,) = 1.

(i1) Dar un criterio para determinar si el nimero de visitas a 0 es finito o infinito.

Solucién: (i) Sea A, el evento que “al tiempo n la caminata visita el estado 7 y no ha visitado el
estado 0 hasta ese instante”. Entonces, V, = 221 14, . Por otro lado, se tiene que

7]

E(L,) = P(A) = P(Sn =1, 5182+ Sy # 0) = “B(S, = 1) = fu(n).

Por lo tanto,

E(V) =E(Y 14) = Y filn) =1

n>1

Vamos a ver demostrar la iltima igualdad. Note que,

Z fr(n) = P(S, = r,para algin n) := f,.

n>1

Condicionando en el primer salto, i.e., en S; obtemos la ecuacién

Ir= %(fb-i-l — fo-1), b>0,
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con condicion inicial f; = 1. Resolviendo la ecuaciéon obtenemos que f, = 1. Lo mismo se puede
hacer para el caso b < 0.
(ii) Sea R el niimero total de visitas al estado 0. Notemos que, R =} -, 1(s,=0}, entonces

B(r) = 25, =0 = 3 (3 )et (114)

Notemos que, pg < 1/4 y pg = 1/4 si y s6lo si p = 1/2. Luego, usando la identidad de Stirling
nl ~ nttien 2w, se tiene que para k suficientemente grande

2k N (Qk)%ﬂﬂe_% :(\/ﬂ)7122k+1/2k—1/2
k /27 (kh+1/2¢-2)2 ’

es decir, el término general en la serie esta dado por la aproximacion

(2:>p’“q’“ ~ (V)T (4pg)*.

Por lo tanto, la serfe que aparece en (1.14) no es es convergente para p = 1/2 ya que el término
general es de orden de k~/2. Por otro lado, si p # 1/2, se tiene que 4pg < 1, en consecuencia (1.14)
es convergente.

O

1.6. Ejercicios

1. Sea {S,,n > 0} la caminata aleatoria simple simétrica con Sy = 0, y defina T'=: {n > 1:
Sy, = 0} el primer tiempo de regreso al punto de inicio. Demuestre que

P(T = 2n) ! <2”> 9=2n,

:2n—1 n

Deduzca de lo anterior que E(T%) < oo si, y sélo si, a < % Sugerencia: recuerde la férmula
de Stirling, n! ~ n"t2e /27

2. Sea {S,,n > 0} la caminata aleatoria simple simétrica con Sy = 0 y sea M,, = max,>q Sy.
Demuestre que

3. Sea {S,,n > 0} la caminata aleatoria simple simétrica con Sy = 0.

a) Demuestre que
]P)<5152 cee ng 7é 0) = P(ng = 0)7 m Z 1.

b) Sea aw,(2k) la probabilidad de que la ultima visita a 0 antes del tiempo 2n ocurrié en el
tiempo 2k. Justifique que

Oé2n(2k) = ]P(SZk = O)P(Sls2 o Sop_op F 0)-

22



c¢) Pruebe que
ozgn(Qk) = ]P)(Sgk = O)]P(Sgnfgk = 0)
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Capitulo

Funciones generadoras

2.1. Funciones generadoras de probabilidades

Definicién 2.1.1 Sea X = (X1, Xo, ..., X,,) un vector aleatorio discreto con funcion de probabil-
idades conjuntada fx(x1,Ta,...,x,), definimos la funcidn generadora de probabilidades del vector
X por

Gx(s1,82,...,80) = Z sitsy? e sin fx(w, wa, o xy), |si| <1, i=1,...,n,

T1,T2,...,Tn

= E [sf{lsg(g e Sf“} .

De la definicién anterior obtenemos que, la funcién generadora de probabilidades (f.g.p.) de X;

estd dada por
Gx,(s) =Gx(1,...,1,s1,...,1) =E [s¥], |s| <1,

donde s aparece en la i-ésima entrada.
Notemos que, en general Gx(s) estd bien definida para todo |s| < 1. En efecto,

Gx() < |3 S BX =a)| < 3 sFB(X =a) < S P(X =

Sin embargo, puede extenderse el rango de definicién de Gx. Al nimero R > 0 tal que |Gx(s)| < oo,
|s| < R, se le llama radio de convergencia.

Ejemplo 2.1.2 (i) Supongamos que X ~ Bin(n,p). Entonces,

Gx(s) = Z) o

_ (n) .

= q+p8),q=

24



(ii) Si X ~ Poisson()\), se tiene

— N
Gx(s) = s Ee‘
k=0
_ e—)\e—)\s — = A1-9)
Note que, en ambos ejemplos R = oo.
Vamos a ver ahora la utilidad de la f.g.p.
Teorema 2.1.3 Sea X wuna variable aleatoria no negativa tal que P(X =n) =p,, n=0,1,... y

con funcion generadora de probabilidades GG. Entonces,
(i) G(s) es diferenciable en todo |s| < 1, y su derivada estd dada por

G'(s) = Z npns™ L.
n=1

Para s =1,

G'(1) = 181’%111271]9”3”’1 finito o infinito.
n=1

(ii) Para cada k > 1, se tiene la derivada k-ésima estd dada por

e}

|
(k) _ n: n—k
G —Z—(n_k)!pns .

n=1
(i11) G determina la distribucion de X, es decir, (pn)>o-

Demostracién: Sélo vamos a demostrar parte (iii). Por definicién se tiene que

b |
) () — 17 n. n—k _
entonces 1
Pr = HG(k) (O)
Por lo tanto, G determina (pg)x>o- O

La parte (iii) del teorema anterior nos dice que, para conocer (su distribucién) a una variable
aleatoria es suficiente con conocer su f.g.p. Por otro lado, conociendo la distribuciéon de una variable
aleatoria se determina su f.g.p.

Como un corolario del teorema anterior temenos el siguiente resultado.
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Corolario 2.1.4 Sea X una variable aleatoria con funcion generadora de probabilidades G. En-
tonces,

E(X) = G'(1).
Mds generalmente, el k-ésimo momento factorial, n®, de X estd dado por
p® = EX(X —1)(X =2)--- (X —k+1)]
= GW(1).

En particular, del corolario anterio se sigue que
Var(X) = G@(1) + G'(1) — (G'(1))? (2.1)

El siguiente resultado nos habla de la funciéon generadora de probabilidades conjunta cuando
hay independencia.

Teorema 2.1.5 Suponga que X yY tienen funcion generadora de probabilidades conjunta G(s,t).
Entonces, X y Y son independientes si y sdlo si G(s,t) = G(s,1)G(1,1).

Demostracién: =) Por definicién tenemos que

G(s,t) = E(s*t")
= E(s%)E(t"), (independencia)
= G(s,1)G(1,1).

<) Notemos que,

G(s,1)G(1,t) = (Z s"P(X = :1:)) (Z tP(Y = y)>
= ) ) SP(X =2)P(Y =y).

Por otro lado,

Luego, para que se cumpla G(s,t) = G(s,1)G(1,t) se debe tener que
P(X ==x,Y =y) =P(X =2)P(Y =y), para todo z,v,

la ultima relacién en justamente la definiciéon de independencia. O

Ejemplo 2.1.6 (Continuando con el Ejemplo 1.1.7) Una gallina pone X huevos, donde X es
Poisson con parametro . Cada huevo es fecundado con probabilidad p, independientemente de
los otros. Sea' Y en numero de huevos fecundados y Z los restantes. produciendo asi'Y pollos.
Demuestre que Y y Z son independientes.
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Solucién: Condicionalmente en X =z, Y ~ Bin(x,p). Entonces,
E[s" |X = 2] = (ps +q)".
Luego,
E(Sytz) _ E( YtX—Y)
= E{E[(s/t)"t¥|X]}
E {t*E[(s/t)"|X]}

= E[t"(p(s/t) +q)"]
= E[(ps +qt)"].

Recordando que X es tiene distribucion Poisson temenos que
E(s"t7) = exp{A(ps + gt — 1)} = exp{Ap(s — 1)} exp{Aq(t — 1)},

usando el teorema anterior obtemos que Y y Z son independientes. Ademds, se observa que Y ~
Poisson(A\p) y Z ~ Poisson(\q).

Vamos a concluir la seccién con un resultado que sera muy ultil mas a adelante.

Proposicién 2.1.7 Sean N y (X;);>1 variables aleatorias, supongamos que N es no negativa y
que, para cada © > 1

E(s™) = G(s),

. . . . . ., N . .,
es decir, las X; ‘s tienen la misma distribucion. Entonces, Z =Y. | X; tiene funcion generadora
de probabilidades
Demostracion: Condicionando tenemos que,

E(s”) = E[E(s”|N)]

2.2. Una breve introduccion a procesos de Galtoa-Watson

Supongamos que una poblacién de particulas (moléculas, virus, etc.) evoluciona de la siguiente
manera. La poblacién inicial al tiempo n = 0 con una particula, al tiempo n = 1 dicha particula
muere y da oringen a un numero aleatorio (X) de particulas indénticas entre si y su progenitora y,
a tiempos subsecuentes n = 2,3, ..., cada individuo evoluciona de la misma manera (mueriendo y
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ramificandose) produciendo asi X particulas. Supondremos que X tiene funcién de probabilidades
fx(k), k=0,1,2,.... Vamos a suponer que el nimero de particulas que produce cada individuo
es independiente de los deméas y que tiene la misma distribucién que X.

Vamos a denotar por Z, el tamanio de la poblacién al tiempo n, entonces Z = {Z,, : n > 0} es un
proceso estocdstico en cual, a cada tiempo, no da el total de la poblacién. Sea (X", n > 0,7 > 1) un
coleccion de variables aleatorias independientes todas con funcién de probabilidades fx. Entonces,
el proceso Z se puede describir de la siguiente manera, Zy =1y

Zn,
Zpr =Y X' n=0,1,..., (2.2)
=1

donde X' representa el numero de descendientes que produce el i-ésimo individuo prensete en la
generacién n. Una consecuencia de la independencia de la coleccién (X[*) es que el proceso Z es una
cadena de Markov a tiempo discreto, ver la Observacién 1.5.4 (i). El proceso Z es llamado proceso
de Galton-Watson'. El proceso de Galton-Watson ha sido fuente de inspiracién para procesos de
ramificacién mucho mas generales, los cuales conforman un area de investigacion dentro de la teoria
de probabilidad y procesos estocasticos por su riqueza en la variedad de modelos y su interaccion
con otras areas de las matematicas.

A principios del presente capitulo vimos que la funcién generadora de probabilidades es muy
util cuando se trabaja con variables aleatorias que toman valores en los enteros no negativos, que es
caso del proceso de Galton-Watson. Supongamos que X tiene funcion generadora de probabilidades
G(s), |s| < 1. ... Entonces,

Gn(s) == E(s7").

Notemos que G1(s) = G(s). Luego, por identidad (2.2) y la Proposicién 2.1.7 se tiene que para
s <1
Gni1(s) = Go(G(s)), paratodo n > 1, (2.3)

es decir, G,, es la convolucién de G consigo misma n veces.

Proposicién 2.2.1 Supongamos que = E(X) y 0 = Var(X). Entonces, para cada n > 1,

E(Zn> = ,un7

no?, st =1,

Var(Z,) = n
(Zn) {Jzu”“;—__ll, sip# 1.

Demostracién: Sabemos que E(Z,,) = G} (s)|s=1. Entonces, de (2.2) se sigue que
E(Zn) = pE(Zn-1) = pG,, (1),

el resultado se sigue por iteracion.

!Francis Galton propuso la pregunta sobre la probabilidad de extincién de apellidos aristocréticos en Inglaterra
en 1873 y Henry William Watson lo resolvié; y el 1874 escribieron el paper “On the probability of extinction of
families”.
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Ahora vamos a demostrar la segunda afirmacién. Diferenciando dos veces en (2.3) y recordando
que G(1) =1 y se obtiene

) =62 [¢2,0] + e, o).

Luego, el resultado se concluye usando la férmula (2.1). En efecto, para p = 1 se tiene

GP(1) = o2,

G2(1) =0+ G2, (1),

n

lo cual junto con el hecho G’ (1) = G’(1) implica

G(Q)(l) =o%n, n>0.

n

O

En general hay muy pocos casos en los que se puede encontrar un expresion explicita para G,,.
Uno de ellos es caso en que la ramificacién sigue una ley geométrica como lo muestra el siguiente

Ejemplo 2.2.2 (Ramificacion geométrica) Supongamos que G(s) = q(1 —ps)™ (p+q = 1),
|s| < %, es decir, P(X = k) = qp*, k > 0. En tal caso se tiene (Ver ejercicio 3)

n—(n—1)s p= 1

_ n+l—-ns ? 27

Gn(s) — q[pniqnips(pn—liqn—l)] # l (24)
A s —qr) © P73

Una de las preguntas importantes acerca del proceso Z es conocer la probabilidad de extincion al
tiempo n, es decir, conocer P(Z, = 0) = G,(0) asi como también UmP(Z, = 0). En el presente
ejemplo se pueden encontrar de manera explicita. En efecto, de (2.4) tenemos que

g p=4q,
P(Zn == 0) - n+1n7 n
{Jﬁ(flfq‘iﬁl P#aq
Por lo tanto,
1 <
lim P(Z,=0)=4, " =%
p>q.

n—oo =
p7

Observacion 2.2.3 En el ejemplo anterior sabemos que E(Zy) = p/q < 1 si y sdlo si p < q.
Luego, en tal caso, como lim,,_,.. E(Z,) = 0 ya que E(Z,) = [E(Z,)]". Lo cual nos indica que, de
alguna manera, Z, tiende a cero cuando n tiene a infinito.

La propiedad anterior no es propia de caso geométrico como lo muestra en siguiente

Teorema 2.2.4 Se cumple que lim,, .. P(Z, = 0) = n existe. Mds ain, n es la menor raiz no
negativa de la ecuacion G(s) =s, 0 < s < 1.
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Demostracién: Sea n,, := P(Z, = 0), y sea n la menor raiz no negativa de de la ecuacion G(s) = s,
0 < s < 1. Vamos a demostrar que 7, — 7.
Consideremos los siguientes casos

1. Si fx(0) =0, entonces
= Gn(0) =0 =1.

2. Si fx(0) = 1, entonces
M = Gn(l) =1=n.

3. Supongamos que fx(0) + fx(1) =1y fx(0)fx(1) # 0. Entonces,

m=Gp(0) = 1-P(Z,>0)
— -l

— 1, cuando n — oo,
y en este caso n = 1.
4. Finalmente, supongamos que 0 < fx(0) < fx(0) + fx(1) < 1. Notemos que
{Zn =0} C{Zn1 =0},

entonces
T = P(Zn = O) < ]P)(Zn+1 = 0) = Nn+1-

Luego, (n,) es una sucesion creciente y acotada, y por lo tanto es convergente. Sea A :=

1y, 00 M-
Por otro lado, sabemos que G,,11(0) = G(G,(0)), entonces
N = G(Un),
en consecuencia si hacemos n tender a infinito, por continuidad se sigue que
A=G(N).

Para concluir la prueba debemos demostrar que A = n. Notemos que,

m = G1(0) = G(0) < G(n),

12 = G2(0) = G(G(0)) = G(m) < G(n) = .
Procediendo inductivamente obtenemos que 7, < 7, entonces A\ < 7. Ahora bien, por
hipétesis 7 es la menor raiz no negativa de la ecuacién G(s) = s, 0 < s < 1. Entonces,
A > n. Concluyendo asi que
A=n.

OJ

Puede demostraser que n = 1 si E(X) < 1yn < 1si E(X) > 1. Si E(X) =1, entonces n = 1
siempre que Var(X) > 0, es decir, siempre que X no sea constanta con probabilidad 1.
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2.3.

Ejercicios

Nota: El fin de semana voy a agregar mas ejecicios...

1.

Sea X una variable aleatoria con distribuciéon de Poisson de pardmetro Y, donde Y tiene
distribucion de Poisson con parametro p. Demuestre que

Gxsy(s) = exp{p[se”" — 1]},

Sean Xy, X1.X5, - una variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas to-
das con distribucién logaritmica, es decir,

. (=p)f
]P’(X_k)_m, k>,

donde 0 < p < 1. Supong que N es independiente de las X;’s y tiene distribuciéon de Poisson
con parametro A. Demuestre que Y := Zf\il X, tiene distribucién binomial negativa.

Sedice que Z tiende distribuciéon bonomial negativa con parametros r € Ny p € (0,1) si

k—1
P(Z =k) = <T_1>pr(1—p)k_7", =r+1,r+2,....

Sugerencia: recuerde que log(x) = (x — 1) — @ + @ + -

. Verifique la identidad (2.4) de Ejemplo 2.2.2.

Sea X una v.a. no-negativa con funcién generadora de probabilidades Gx (s) tal que G'x (1) <
oo. Demuestre que

1 1-G X(S)

S E(X) 1-s

es la funcién generadora de probabilidades de alguna variable aleatoria Y. ; Cuando se tiene

que G(s) = Gx(s)?

Sea (Z,,) un proceso de Galton-Watson con Zy = 1, E(Z;) = u > 0y Var(Z;) > 0. Demuestre
que E(Z,7Z,,) = p""™E(Z2), m < n. Luego, encuentre p(Z,, Z,,) en términos de p.

. Sea (Z,) con en ejercicio anterior. Sea G,, la funcién generadora de probabilidades de Z,.

(a) Encuentre una expresién para G, cuando la funcién generadora de Z; estd dada por
Gi(s)=G(s)=1—-a(l-s)f, 0<a,B<1.

(b)Encuentre P(Z; = k), k=0,1,....

Sea Z un proceso de Galton-Watson donde X (el nimero de descendientes) es tal que P(X =
0) =2/5=1—P(X = 2). Encuentre la probabilidad de extincién de Z.
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