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Introduccion

Desde los trabajos pioneros de Wigner en los 50’s, el estudio del espectro
asintotico de diversos tipos de matrices aleatorias ha sido un tema de interés
con aplicaciones en diversos campos como la fisica, la biologia, las telecomuni-
caciones y las finanzas. Asimismo, dentro de las matematicas se han considerado
las matrices aleatorias asociadas a graficas aleatorias como las de adyacencia y
laplaciana.

Entre muchos otros aspectos, se ha considerado el estudio de la distribucion
asintotica de la distribucion empirica espectral, asi como el comportamiento asin-
totico del mayor eigenvalor para una diversidad de matrices aleatorias, obtenién-

dose resultados universales.

Esta tesis considera matrices laplacianas generales, en el sentido de que no
provienen necesariamente de una grafica. Para estas matrices la distribucion
asintotica empirica espectral fue considerada en Bryc-Dembo-Jiang [[8] obtenién-
dose ésta como la convolucion libre de una distribucion semicircular con una
distribuciéon normal. La universalidad de este resultado fue considerada en Ding-
Jiang [9], quienes también abordan el estudio asintético del mayor eigenvalor de

una matriz laplaciana aleatoria.

En un trabajo reciente (del 2018), Bandeira [6]] estudia problemas de optimi-
zacion convexa en los que usa la técnica de relajacion para obtener problemas

de programacién semidefinida en donde el comportamiento asintético del ma-

VI
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yor eigenvalor de una matriz laplaciana determina la unicidad de la solucion del
problema de optimizacion. Asimismo, el trabajo [6] considera la estimacion del
mayor eigenvalor mediante el maximo elemento de la diagonal del laplaciano, lo

cual es muy conveniente desde el punto de vista computacional.

El objetivo principal de esta tesis es mostrar como los resultados en [9] pue-
den ser usados para dar un marco general a varios de los resultados y aplicaciones
en [6]. Este enfoque permite dar demostraciones diferentes, asi como obtener ex-

tensiones de algunos resultados y plantear varias conjeturas.

Mas especificamente, estudiamos el comportamiento del mayor eigenvalor
de matrices laplacianas aleatorias generales, con los que obtuvimos varias con-

secuencias interesantes e importantes que presentamos en el Capitulo 2.

Una ventaja del enfoque que presentamos es que nos permite desarrollar
pruebas mas sencillas desde una metodologia diferente a la presentada en [6],
aunque una posible dificultad es que en algunos casos es necesario encontrar co-
tas ajustadas. Lo anterior nos lleva a estudiar desviaciones grandes y a calcular

de forma exacta ciertas desigualdades.

También presentamos un estudio de simulacion, con el cual obtuvimos intui-

cion para plantear una conjetura incluida en el Capitulo 2.

La organizacion y presentacion de la tesis y nuestros resultados son los si-

guientes.

El Capitulo 1 contiene los preliminares de teoria de graficas, matrices y op-
timizacion convexa necesarios para el desarrollo de la tesis. En la Seccién 1.1 se
mencionan los conceptos de matriz de adyacencia y laplaciana asociadas a grafi-
cas, asi como la nocién de matriz laplaciana general y los principales resultados
acerca de sus eigenvalores cuando la dimension de la matriz esta fija. En particu-
lar se muestra el rol del mayor eigenvalor de un laplaciano y su relacion con el

segundo eigenvalor de otro laplaciano (Proposicion [1.2), resultado esencial para
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los problemas de optimizacion del Capitulo 3. En la Seccidn 1.2 se resumen los
principales elementos de optimizacion convexa con énfasis en la programacion
semidefinida. En la Seccién 1.3 se presenta un ejemplo de programacion semi-
definida en {—1,1}", cuya solucidén éptima existe cuando el segundo valor de
cierto laplaciano es positivo. Este ejemplo es el marco general para estudiar la

aplicaciones del Capitulo 3.

El Capitulo 2 trata sobre resultados asintdticos sobre la distribuciéon empirica
espectral y el mayor eigenvalor de una matriz laplaciana aleatoria. En la Seccion
2.1 se presentan resultados de Ding-Jiang [9] sobre la distribucion asintética em-
pirica espectral de matrices de adyacencia y laplacianas con entradas con distinta
distribucion, trabajo que se inspira en el articulo pionero de Bryc-Dembo-Jiang
[8]. En el caso del laplaciano esta distribucion limite es la convolucién libre de
una distribucion semicircular con una distribucién normal. En la Seccién 2.2 pre-
sentamos los resultados de un estudio de simulaciéon que nos llevan a conjeturar
que esta distribucion limite pudiera ser aproximada por una distribucion mezcla
de la distribucién del semicirculo y la distribuciéon normal. En la Seccién 2.3 se
enuncian resultados de [9]] sobre la convergencia del mayor eigenvalor de matri-
ces laplacianas (Teorema [2.4). Como una de sus consecuencias proponemos un
enfoque alternativo al estudio de estimar el mayor eigenvalor de una matriz la-
placiana que hace Bandeira en [6], lo cual nos permite obtener extensiones que
dan un planteamiento unificado a las aplicaciones presentadas en el Capitulo 3.
Asimismo, como otra consecuencia del Teorema se obtuvo la convergencia
del mayor eigenvalor en modelos de bloques estocasticos. En la Seccién 2.4 se
presenta la estimacion del mayor eigenvalor mediante el elemento maximo de la
diagonal de la matriz laplaciana, lo cual es 1til para reducir el costo computacio-
nal del calculo de los eigenvalores. Para esto obtuvimos otra consecuencia del

Teorema 2.4 que nos permite proponer un enfoque alterno y unificado a aplica-
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ciones consideradas en [6] y dar pruebas alternativas a sus resultados; como se
muestra en el Capitulo 3. Finalmente, en la Seccién 2.5 se presenta un resultado
que obtuvimos sobre la distribucion asintética del mayor eigenvalor de matrices
laplacianas que provienen de matrices simétricas con entradas normales estandar

independientes, lo cual es distribuciéon Gumbel.

El Capitulo 3 trata sobre tres aplicaciones a problemas de programacion se-
midefinida donde el mayor eigenvalor de matrices laplacianas surge de manera
natural para la solucion de los mismos. Estas aplicaciones aparecen en un ar-
ticulo de Bandeira [6]. Nuestra metodologia es diferente a la presentada en [6]],
la que nos permite dar pruebas mas sencillas y en algunos casos extensiones de
sus resultados. Nuestro enfoque se basa principalmente en la aplicacion de las
consecuencias del Teorema [2.4] sobre el comportamiento del mayor eigenvalor
asintdtico de matrices laplacianas que discutimos en el Capitulo 2 junto con los
resultados de optimizacion convexa del Capitulo 1. En la Seccion 3.1 se presenta el
problema denominado Sincronizacion con ruido general, en el que obtuvimos, con
una demostraciéon mas sencilla, condiciones para garantizar que este problema
tenga solucién Unica con alta probabilidad (Proposicion y ademas obtuvi-
mos cotas, superior e inferior, para el mayor eigenvalor de una matriz laplaciana
con entradas normal estandar (Proposicion [3.2). En la Seccién 3.2 se considera
el problema de Sincronizacion sobre Z,, en el que obtuvimos una extension a los
resultados presentados en [6] usando nuestro enfoque. Finalmente, en la Seccién
3.3 se estudia el Modelo de bloques estocasticos con 2 comunidades, en el cual
usamos nuestro resultado para matrices a bloques (Proposicion [2.5), resultados
sobre el comportamiento del mayor eigenvalor de matrices de adyacencia (Lema
y técnicas de desviaciones grandes (Proposicion[3.3), para obtener estimacio-
nes adecuadas para el mayor eigenvalor de ciertas matrices laplacias asociadas al

modelo de bloques estocasticos con dos comunidades. Con todos los elementos
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anteriores, dimos una prueba alternativa al Corolario 3.15 de [6] que es el que
da la solucioén al problema de optimizacién, sin usar su teorema principal y otras
estimaciones que se presentan en [6]].

En el apéndice se encuentran los resultados de un estudio de simulacion sobre
la distribucién empirica espectral de matrices laplacianas con diferentes distri-
buciones y tamarfios de matrices. Estas simulaciones nos llevaron a plantear la
conjetura presentada en el Capitulo 2 sobre una aproximacion a la densidad de
la convolucion libre de la distribucion semicircular y la distribucion normal es-

tAndar mediante una mezcla de éstas.



Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo contiene los elementos de teoria de graficas, matrices y optimi-
zacion necesarios para el desarrollo de esta tesis. La primera seccion trata sobre
las matrices asociadas a graficas haciendo énfasis principal en la matriz laplacia-
nay en como este tipo de matrices se puede generalizar al contexto de matrices
aleatorias. La segunda seccién aborda los conceptos basicos de programacion se-
midefinida necesarios para esta tesis, los cuales fueron tomados de [12]]. Por ulti-
mo, en la tercer seccion mostramos como es la solucion de un problema especifico
de programacion semidefinida, el cual nos servira para entender las aplicaciones

del Capitulo 3.

1.1. Elementos de graficas y matrices asociadas

En el contexto de graficas (aleatorias y no aleatorias) es importante estudiar
las propiedades espectrales relativas a matrices que se definen a partir de las
graficas, ya que nos proporcionan informacion acerca de las mismas. Recordemos
que una grdfica es un par ordenado G = (V, E') compuesto de un conjunto V' de

vértices y un conjunto £/ C V x V de aristas, las cuales nos indican que pares
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de vértices estan conectados. Una grafica se denomina simple si no es posible
tener la arista (7,17), esto es, es una grafica sin lazos (o loops). Para cada vértice
v € V definimos su grad como el nimero de vértices incidentes a él, es decir,
el nimero de vértices con el que comparte una arista y lo denotamos por deg(v).
Denotamos por K, a la grafica completa de tamano n, como aquella grafica con
n vértices en las que todos sus grados son iguales a n — 1, es decir, cada vértice
esta conectado con todos los demas vértices.

Se define la matriz de adyacencia A = A = (a;j) de la grafica simple G
como

1 si(i,j)€FE
A =

ij
0 en otro caso.

Esto es, la matriz que nos indica cuales vértices de la grafica estan conectados
y cuales no. A su vez, se define la matriz laplaciana L = (L;;) asociada a la

grafica simple G como

—Qyj si ) 7éj
n . - .
Yohq @ik Sii=].

Es importante notar que los elementos de la diagonal de esta matriz son el

Lij =

grado de cada vértice, ademas de que ambas matrices son cuadradas de tamafio
igual al nimero de vértices de la grafica y simétricas. Para el caso de la grafica

completa [, su matriz de adyacencia y laplaciana estan dados por

AK = ]_n]_t - In, LKn = (TL - 1)In - AKn

donde 1,, es el vector de tamafo n cuyas entradas son igualesa 1 y I, es la matriz

identidad n x n.

!Es usual considerar a vértices que comparten una misma arista como vécinos, de esta manera

el grado de v es el nimero de vecinos.
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Este tipo de matrices se pueden extender de manera natural a graficas alea-
torias, es decir, graficas que se construyen de acuerdo a algiin modelo aleatorio.
Un primer modelo es aquel que asigna a cada par de vértices una arista con una
probabilidad fija que puede depender de la cantidad de vértices. Este es el modelo
de Erdos-Renyi [[10,11]] el cual denotaremos por G(n, p) donde n es el nimero de
vértices y p = p,, € [0, 1] es la probabilidad de asignar una arista a cada par de
vértices.

Para las graficas de Erdos-Rényi es posible definir matrices de adyacencia y
laplacianas de la misma manera que en graficas deterministas, solo que en este
caso estas matrices seran aleatorias. La matriz de adyacencia asociada a una gra-
fica G € G(n, p) no es mas que una matriz aleatoria simétrica cuyas entradas por
fuera de la diagonal son variables aleatorias independientes Bernoulli Ber(p) y
cuya diagonal es cero, mientras que la matriz laplaciana sera una matriz alea-
toria simétrica cuyas entradas por fuera de la diagonal son el negativo de una
Bernoulli Ber(p) y en la diagonal seran Binomiales Bin(n — 1, p).

Es posible estudiar las matrices laplacinas en un contexto mas general, esto
es, sin pensar que provienen de una grafica y considerar las entradas de estas
matrices con otra distribucion (es decir, diferentes a Bernoulli). Consideremos
{fgl); 1 <i < j<mn,n > 2} una sucesion de variables aleatorias, definimos la

matriz de tipo adyacencia como

0 & ¢ .. m
o0 el o e
A=Ay= el & o0 - g
¢n g

donde §;; = §j; parat¢,j = 1,...,n. Asi mismo se define la matriz laplaciana
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como

>oay &y ey o -l
j#1
—e e ey el
J#2
L="Lu=| -y - Ser o
J#3
— el ey N el

J#n
De esta manera obtenemos que toda matriz laplaciana esta definida a partir de
una matriz simétrica. En el caso de graficas esta matriz tiene diagonal cero, puesto
que estamos considerando graficas simples, pero para el estudio del laplaciano
podemos considerar que vienen de matrices simétricas sin tener diagonal cero.

De esta manera se tiene la siguiente definiciéon de matriz laplaciana (general):

Definicion 1.1. Sea X = (X;;) una matrizn X n simétrica. Definimos la matriz

laplaciana Lx de X como

Ly=Dx—-X

donde Dx es la matriz diagonal cuyas entradas estan dadas por

(Dx)ii = Y _ Xi.
j=1

Con esta definicion tenemos que para la grafica completa K, su matriz lapla-
ciana esta dada por Lqq:.
Para una matriz n x m A se define la norma espectral || A|| como la raiz cuadra-

da del mayor eigenvalor A\, (A*A), donde A* denota la transpuesta conjugada
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de la matriz A. Como caso particular, tenemos que si A es una matriz n X n
simétrica

A = max{—Amin(A), Amax(A)}-

Es importante notar que A4 (-) no es una norma en general, pero sin em-

bargo cumple la desigualdad triangular como indicamos en el siguiente lema.

Lema 1.1 (Desigualdad triangular). Para A, B matrices n X n simétricas tenemos

)\méx(A + B) S )\méx(A) + AméX(B)-

Demostracion. Sean ki, ks > 0 suficientemente grandes tales que las matrices

A+ ki1, y B + ko1, sean definidas no negativas. Asi

Amax(A + k11, + B + kol,) = ||A + k11, + B + koL, ||
<||A+ kL + || B + koL, ||
= Amax (A + E11,) + Mg (B + kol,)
= Amax(A) + k1 + Amax(B) + k.

Como Apsx (A+ k1L, + B+ kol,) = Mnax(A+ B) + k1 + ks, de la desigualdad

anterior se sigue el resultado.

1.2. Propiedades de las matrices laplacianas

La siguiente proposicion resume propiedades de matrices laplacianas usadas
en esta tesis. Para una matriz A de tamafo n, denotamos sus eigenvalores por

AM(A) < X(A) < ..o < A(A) = Anax(A). Aun cuando es usual que el mayor
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eigenvalor sea denotado por A, en el contexto de graficas se toma al revés dado

que el menor eigenvalor es siempre igual a cero para graficas deterministas.

Proposicion 1.1. Sea L una matriz n X n laplaciana aleatoria. Entonces

(a) 0 es un eigenvalor de L,

(b) Lix) es semidefinida no negativa si y sélo si las entradas por fuera de la dia-

gonal de X = (X;;) son no negativas.

(c) Si L es la matriz laplaciana asociada a una grafica completa entonces sus

eigenvalores son 0 con multiplicidad 1 yn con multiplicidadn — 1.

Demostracion. (a) Se sigue del hecho que tanto la suma de las entradas de las

columnas como las filas son cero.
(b) Sea z € C™ un vector no nulo, y

n n
t_ E E
zLz" = Zj ZZLZJ
j=1 i=1

Por la estructura de L,

n n n
g ziLij = z; E Xij — g 2 X5,
i=1

i=1 i=1

luego,
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n n n
zLz" = E 2 | % E Xij E 2 X

j=1 i=1 i=1
n n n n

= E z; E Xij E Z; E 2 Xji
j=1  i=1 j=1 =1
n n

= E z; E Xij —2 g 22 X5
j=1 =1

1<i<j<n
2 2
= E (zZ —2ZZ'Zj+Zj)Xi'
1<i<j<n
Z 2
= (Zl — Zj) Xz]
1<i<j<n

Por lo tanto, si la matriz Ly es semidefinida positiva, entonces tomando =z
el vector con una entrada igual a uno y el resto cero, garantizamos que cada una
de las variables aleatorias son no negativas. Por otra parte, si las variables son no

negativas, entonces zLz" es no negativo para cualquier vector z € C".

(¢) Recordemos que el laplaciano de una grafica completa es L1q: y por el
inciso (a) sabemos que cero es eigenvalor. Notemos que el rango de esta matriz
esn — 1, luego por el teorema del rango y nulidad tenemos que la nulidad de L;:

es 1. Como

Lllt ].t - 0

entonces 1 genera el nicleo de Lq4¢ y por lo tanto 0 es eigenvalor con multipli-

cidad 1.
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Seav = (vq, vy, ...,v,) vector ortogonal a 1, entonces

n—1)v — ZU“ vy — Zvl,.. (n—1)v ZUZ

1#£1 1#£2 i#n

L]_ltv = (
n n
nvy — E Vi, MU — E Uiy oo oy MUy — E (¥
i=1

n('Ul, Vg, . n)

= nv.

Por lo tanto n es eigenvalor de L4+ con multiplicidad n — 1.

]

El siguiente resultado es importante y sera utilizado en los siguientes capitu-
los dado que nos da una manera de relacionar el segundo eigenvalor del negativo
del laplaciano mas el laplaciano de una grafica completa con el mayor eigenvalor

del primero cuando éste es menor al tamafio de la matriz.

Proposicion 1.2. Sea L una matriz laplacianan x n, entonces \o(L11t — L) > 0

si y $6lo si Apaz (L) < 1.

Demostracién. Por la Proposicion [1.1](c) los eigenvalores de Ly;+ son 0 con mul-
tiplicidad 1 y » con multiplicidad n — 1. Notemos que si o > 0 es eigenvalor de

L con eigenvector v ortogonal a 1, entonces

(L11t — L)v = L1300 — Lv = nv — av = (n — a)v,

asi n—a es eigenvalor de L1+ — L. Es decir, todoeigenvalor nonulode L1t —L

es de la forma n — a; para algin i donde {«;} son los eigenvalores no nulos de L.

2ésto se tiene por que 1 es eigenvector asociado al valor propio cero, asi cualquier vector

ortogonal a 1 no puede tener como eigenvalor al cero.
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Notemos ademas que L11: — L es matriz laplaciana y 0 es uno de sus eigenvalores.
Sean {71,%2, ...,V } los eigenvalores de L1t — L. Consideremos Ay = {7} y
Ay = {a; } los eigenvalores ordenados no cero de L11: — L'y L respectivamente,

asi para todo j € {1,2,...,|A|} tenemos que
v =N — oy paraalgin ke {1,2,...,|As|}.

Notemos que Vi = 7 — Qgx-
Luego si A\o(Lq1t — L) > 0 se tiene que n — apax > 0 lo que implica que
> Omax = Amaz(L)-
Por otra parte, si A4, (L) < 7 se tiene que 0 < n — apax = Ao(L11e — L).
0

1.3. Programacion semidefinida

La optimizacidon convexa es una rama de la optimizacion que se encarga de

estudiar problemas del tipo

min  fo(z)
st fi(x) <0,..., fn(z) <0 (1.3.1)
alx =0by,...,a,x = by,

donde f; : D — R son funciones convexas con D C R" convexo.

En esta seccion resumimos los elementos necesarios de este tema para estu-
diar las aplicaciones del Capitulo 3. El material se basa en [12]], referencia que
recomendamos para un estudio sistematico del tema de programacion semide-
finda.

Decimos que una solucion de es factible si cumple todas las restriccio-
nes. De esta manera, podemos definir el conjunto de posibles soluciones (que es

un conjunto convexo) como
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N m
ﬂ{x eD: fi(x) <0}N ﬂ{x € R": djz = b;}.
i=1 Jj=1

Una clase particular de problemas en optimizaciéon convexa es el denominado
Programacion Cénica (conic programming). En este tipo de problemas las solu-
ciones se encuentran en un conjunto convexo, mas precisamente consideremos
K C R™fijo un conjunto convexo, entonces el problema de programacién coénica

esta dado por

max cdx
st zeK (1.3.2)
alx =by,...,ax = by,

En esta clase de problemas, se encuentran la programacion lineal, programa-
cién conica se segundo orden (CQD) y programacion semidefinida (SDP por sus
siglas en inglés).

La programacion semidefinida se encarga de estudiar problemas de optimi-
zacion convexa en los cuales el conjunto de soluciones K pertence a las matrices
semidefinidas no negativas las cuales denotamos por X > 0. También denota-
mos la trazaf| de una matriz X como 77(X) y definimos (X,Y) = Tr(X'Y)
donde X' e Y son matrices m X n ambas con entradas reales.

La forma estandar de un problema de programaciéon semidefinida esta dado

por
p* = Sup{<c7 X> : X = 07 <A17X> - b17 cey <Am7X>} - bm} (133)

Dentro de esta teoria es usual hablar del problema dual. Definimos el cono
dual K* del cono K (i.e., es cerrado bajo sumas y multiplicaciéon por escalares)

como

K*={yeR":yz>0,Vz € K}.

3 no normalizada.



1.4. PROGRAMACION SEMIDEFINIDA EN {—1,1} 11

Con la anterior, definimos el problema de programacion semidefinida dual

como

d* = inf {Zyjbj SYls e Ym € Rm,ZyjAj —C > 0} . (1.3.4)
j=1

j=1

La ventaja de trabajar con el problema dual es que al tener una solucion fac-
tible para este problema, se tiene que es automaticamente una solucion para el
problema estandar. Ademas, en muchos casos el problema dual es mucho mas

sencillo de solucionar.

Teorema 1.1 (Dualidad Débil). Sea x una solucion factible del problema de pro-
gramacion semidefinida estandar ey una solucion factible del problema dual

(1.3.4). Entonces

dr <by
en particular, p* < d*.

Demostracion. Notemos que

m m m T
S b = 3 a) = (z ) rs e
j=1 j=1 j=1

donde la dltima desigualdad se da por Z;”Zl yja; —c € K*.

1.4. Programacion semidefinida en {—1,1}"

El siguiente problema de programacion semidefinida aparece en dos proble-
mas de sincronizacién y en modelos de bloques estocasticos que se desarrollan

en el Capitulo 3.
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Consideremos el siguiente problema de SDP: Dada Y una matriz de observa-

ciones, el objetivo es encontrar

max Tr(YX)
st Xu;=1 (1.4.1)
X = 0.
Este es un problema de programaciéon semidefinida. Para ver esto tomemnos
A; como la matriz tal que es 1 en la entrada (i, 7) y cero en el resto, asi el problema

anterior se puede escribir como (1.3.3) de la siguiente manera:

max{(X,Y): X = 0,(X,A;) =1parai =1,...,n}. (1.4.2)

Ahora, como los b; de la definicién del problema de programacion semidefi-
nida en este caso son iguales a 1, tenemos 7, y;b; = >, y; = Tr(D) donde
D es una matriz diagonal. De esta manera tenemos que el problema dual (1.3.4)

esta dado por

min{Tr(D) : D Diagonal , D — Y > 0}. (1.4.3)

Usando el concepto de dualidad débil (Teoremal[1.1)), si X y D son soluciones
factibles del problema (1.4.2)), (1.4.3) respectivamente, se tiene que

Tr(YX) <Tr(D).

Asi, como X y D — Y son semidefinidas no negativas, se tiene que

0<Tr((D—-Y)X)=Tr(DX)—-Tr(YX) =Tr(D) - Tr(YX).

Por lo tanto, si encontramos una matriz D diagonal que solucione el problema

dual tal que Tr(D) = Tr(Yxz'), entonces zz" es solucion 6ptima del problema
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original gracias al teorema de dualidad débil. Para garantizar unicidad es nece-
sario ademas que \o(D —Y') > 0 [1L16].
Con todo lo anterior obtenemos el siguiente resultado que se conoce como

certificado dual (dual certificate)

Lema 1.2 (Certificado Dual). Sea Y una matriz n x n semidefinida no negativa y
x € {—1,1}". Si existe una matriz diagonal D tal que Tr(D) = 'Yz, D—-Y * 0
yXa(D —Y) > 0, entonces X = xx' es la dnica solucion 6ptima del problema

(1.4.1]).

Consideremos el siguiente candidato para el certificado dual

n
Dii: E Y;‘jl’il’j.
=1

Notemos que, usando la Definicién [1.1} podemos escribir esta matriz como

D= D[diag(m)Ydiag(ﬁ)]

n n

TI‘(D) = i D” = Z ZY;jxixj = l’tYZE,
i=1

i=1 j=1
ademas (D — Y')z = 0. La matriz D cumple con las hipétesis del lema anterior,

con lo cual obtenemos el siguiente resultado que usaremos en el capitulo 3.

Proposicion 1.3 (Certificado Dual). Sea Y una matriz n X n semidefinida no
negativay v € {—1,1}". Sea D = Digiag(2)y diag(x)]- Si A2(D —Y) > 0, entonces
X = xa! es la tnica solucién optima del problema de programacion semidefinida

(1.4.1).



Capitulo 2

Sobre el espectro asintético del

laplaciano

Este capitulo presenta resultados asintdticos sobre la distribucion empirica
espectral y el mayor eigenvalor de una matriz laplaciana aleatoria. Comenzamos
mencionando los resultados de Ding-Jiang [9] que estan basados en el articu-
lo pionero de Bryc-Dembo-Jiang [8]. Usando estos resultados proponemos un
enfoque distinto al estudio de estimar el mayor eigenvalor de una matriz lapla-
ciana que hace Bandeira en [[6]], lo cual nos permite obtener extensiones que dan
un enfoque unificado a las aplicaciones presentadas en el Capitulo 3. Asi mismo
se presentan consecuencias que obtuvimos del resultado de [9] sobre la conver-
gencia del mayor eigenvalor en matrices laplacianas a bloques. Presentamos un
resultado que obtuvimos sobre la distribucién asintética del mayor eigenvalor de

una matriz laplaciana con entradas normales estandar.

14
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2.1. Distribucion empirica espectral

La distribucién empirica espectral juega un papel muy importante en la teoria
de matrices aleatorias. En su trabajo pionero, Wigner [14] demostré que para
una matriz de Wigner W, la distribucion empirica espectral de \/%;W converge

débilmente casi seguramente a la distribucién del semicirculo S en [—2, 2]
1
=V <

Por matriz de Wigner W = (W;;) nos referimos a una matriz simétrica n X n
cuyas entradas {W;;,1 < ¢ < j < n} son variables aleatorias independientes
con la misma distribucion de media cero y varianza uno mientras que {IW;;, 1 <
i < n} son variables aleatorias independientes de media cero y varianza dos
independientes de las entradas fuera de la diagonal.

Una pregunta natural es si es posible obtener resultados asintoticos similares
para matrices aleatorias de adyacencia y laplacianas generales.

En el caso de matrices de adyacencia, la dificultad radica en que los elemen-
tos de la diagonal son cero por lo que no tienen varianza positiva. En el caso
de las matrices laplacianas, el reto es que los elementos de la diagonal no son
independientes. A continuacién se presentan los resultados de [9] que abordan
los problemas arriba mencionados de manera general, en el sentido de que las
variables aleatorias consideradas siguen siendo independientes pero no necesa-
riamente con la misma distribucion.

En el resto del capitulo y la tesis se tiene la siguiente suposicion sobre las

variables aleatorias.

Condicion 1. Sea X, = (él(n)) una matriz simétrican X n con {fi(;l);l <i<
Jj < m,n > 2} variables aleatorias definidas en el mismo espacio de probabilidad y

{fgl); 1 <i < j < n} independientes para cadan > 2 (no necesariamente con la
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misma distribucién) con 5,;(;-1) = fj(-?), E(Sfjn)) = [n, Var(fgl)) = 02 > 0 para todo
1<i<j<nyn>2y
sup  B|(&) — pn)/onl? < o0

1<i<j<n,n>2

para algun p > 0.

Para el caso de matrices aleatorias de tipo adyacencia se tiene el siguiente

resultado (Teorema 3 de [9]]).

Teorema 2.1. Sea A, = (fz(jn)) una matriz de tipo adyacencia y consideremos
wg-t) = (ffjn) — ln) /0y para todoi, j, n. Supongamos que la Condicion 1 se satisface
conp=2y

mi B{(0) 10| > vi)} =0

1<i<j<n

cuandon — oo para todo e > 0. Sea

n

E,(z) = EZH{W < x} z €R.

Entonces, casi seguramente, I, converge débilmente a la ley del semicirculo S en

[—2,2].
Para el caso de la matriz laplaciana se tiene lo siguiente (Teorema 2 de [9]])

Teorema 2.2. Sea L,, = Lix,] la matriz laplaciana de X,, = (§(n)). Supongamos

ij
que las entradas de X,, satisfacen la Condicion 1 para algiin p > 4. Sea

Fn(z):lZH{%gx}, z €R.

Entonces, cuando n — oo, con probabilidad 1, Fn converge débilmente a la con-
volucioén libre vy = S B ~y de la ley del semicirculo S en [—2,2] y la distribucion
normal estandar . La medida ) es simétrica, no aleatoria con soporte no acotado
y con densidad acotada, que no depende de la distribucion de {51(7), 1<i<3<
n,n > 2}.
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Observacion. En [8] se dan resultados para la distribucion asintotica empirica
espectral de matrices simétricas del tipo Hankel, Markov y Toeplitz. Extensiones del
resultado anterior al caso de laplaciano de modelos de bloques estocasticos fueron

obtenidos en 2015 en [2].

2.2. Densidad de la distribucion asintotica espec-

tral

Realizamos un estudio de simulacion para obtener intuicion sobre la distribu-
cion de la convolucion libre v, de la ley del semicirculo y la distribucion normal
estandar. Simulamos matrices laplacianas de diferentes tamafios con entradas por
fuera de la diagonal de media cero y varianza uno, con el fin de ver como es su
distribucion empirica espectral.

Después de realizar numerosas simulaciones concluimos que una mezcla de
la densidad del semicirculo S en [—2, 2| y normal estindar v parece ajustar la

densidad como lo soporta la Figura 2.2y otras que se presentan en el apéndice.
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DEE matriz de adyacencia 1000x1000 DEE matriz diagonal1000x1000

-20 -15 -1.0 -05 0.0 0.5 1.0 15 2.0

(a) DEE matriz de adyacencia. (b) DEE matriz diagonal.

DEE matriz laplaciana normalizadal000x1000

DEE matriz laplacianal000x1000

(d) DEE matriz de laplaciana normalizada

(c) DEE matriz laplaciana.

por el factor y/nlog(n)

Figura 2.1: Histogramas de la distribucion empirica espectral (DEE) de la matriz
de adyacencia con entradas normales con media cero y varianza 1 de tamafio 1000
y la diagonal y laplaciana dadas por las entradas de la misma. En la Figura [2.14]
vemos como se aproxima a la densidad del semicirculo S en [—2, 2] como lo indica
el Teoremal2.1] En la Figura[2.1b]se ve el comportamiento de los elementos de la
diagonal, que al ser sumas estandarizadas de variables aleatorias independientes
se espera que tengan un comportamiento gaussiano. En las Figuras en
virtud del Teorema|2.2]tenemos una aproximacion a la densidad de la convolucion
libre 7, al normalizar la matriz laplaciana por v/n log n notamos que el mayor

eigenvalor se esta acercado a 1.5 que es cercano al valor V2, que es el limite en

probabilidad de A4 (A)/+/nlog(n) como se presenta en la siguiente seccion.
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DEE laplaciano 1000x1000

0.35 A

0.30 A

0.25 A

0.20 A

0.15 A

0.10 A

0.05 A

0.00 -

Figura 2.2: Ajuste al histograma de la distribuciéon empirica espectral de una ma-

triz laplaciana de tamafio 1000 normalizada por v/2 * 1000
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En base a lo anterior formulamos la siguiente conjetura.

Conjetura 2.1. La densidad de la convolucion libre vy, = S H v es o se puede
aproximar por la mezcla de las densidades semicircular y normal. Mas aun, si la
matriz laplaciana viene de una matriz cuyas entradas por fuera de la diagonal

tienen media cero y varianza o* entonces

e A

= et )+ @ 222)

donde S, es la distribucion del semicirculo en [—+/20,/20] y v, es la distribucion

normal de media cero y varianza 20° y o = \/2/2.

El peso a parece representar el cociente entre los limites inferior y superior casi

seguros lim inf y lim sup del mayor eigenvalor de la matriz laplaciana normalizada
Amiax (L) /v/nlogn. También parece ser el cociente entre el limite )\maxL/W

y el limite del mayor eigenvalor de una matriz de Wigner (ambos resultados se

presentan en la siguiente seccion).

Como caso particular tenemos

fsmy (x) =afs(x)+(1—a)f, (x). (2.2.3)

V2
Otro enfoque para encontrar la densidad de la distribucion asintética es con-
siderando la distribuciéon empirica espectral de matrices a bloques, lo cual pre-
sentamos de forma detallada como sigue. La razon de considerar esto es porque
mezclas de distribuciones como las anteriores, ocurren de manera natural como

distribuciéon empirica espectral de matrices diagonales a bloques.
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Teorema 2.3. Sea

0|B

con A y B matrices de tamarnion X n ym X m respectivamente. Entonces la distri-
bucion empirica espectral de X es una combinacion convexa de las distribuciones

empirica espectral de A y B, de forma mas especifica,

n-—+m n n-—+m

FX(z) = 2 FA< "+mx>+ o FB< n;mx> (2.2.4)

Demostraciéon. Notemos que X es una matriz de tamafio (n + m) X (n + m),
ademas por su estructura sus eigenvalores \; seran la unién de los eigenvalores

de Ay B. Con lo anterior, tenemos que su distribucion empirica espectral esta

dada por
1 n+m
X —
P (z) = ntm ; 5A¢(X)/\/7n+m7(x)
1
it (o) + S0
Pero

n+m
Ox(4)/viFm () = Ox,(a) /v ( - ff)

n+m
O, (B)/v/iFm(T) = Ox,(a)/vm ( x) )

asi
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1 . n+m - n-+m
X
F (w)=n+m(iz5xim>/ﬁ (\/ - 1’>+Z5Ajm>/wﬂ (\/ - 1‘))
n+m n+m
_RMMZ A(A/f( ) n_l_mmZAA)/f(\/ )
__n FA(/n+mx>+ m FB( n+mx>
n+m n n+m m

Como caso particular, cuando n = m tenemos

FX(z) = %FA (\/§x> + %FB (\/§$> . (2.2.5)

Recordemos que de la Definicién[1.1]de matriz laplaciana tenemos

Lx=Dx—-X

donde Dy es una matriz diagonal y X una matriz simétrica. Ahora, notemos que

I‘I DX‘ 0 I‘O Dx—-X|0 Lx |0
O‘O 0 ‘—X I‘O 0 0 010

De esta manera, la representacién anterior sugiere que la distribuciéon empi-
rica espectral del laplaciano esta dada por una perturbacioén de la distribucion
de la matriz a bloques dados por Dy y X, que tiene por distribuciéon empirica

espectral a (2.2.5). Esto es un tema de estudio a futuro.

2.3. Mayor eigenvalor

Sea Amsx (W) el mayor eigenvalor de una matriz de Wigner W. Bai y Yin [4]

demostraron que
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1
Jn

En virtud del Teorema [2.1|es natural pensar que se tenga el Lemal[2.1|si W es

Amax(W) =2 c¢.s  cuandon — oo. (2.3.1)

una matriz de adyacencia. Sin embargo en el caso de las matrices laplacianas la
distribucion empirica espectral asintotica es de soporte no acotado y se tiene un
resultado diferente (Teorema [2.4]abajo).

El siguiente resultado (Lema 2.1 en [9]) da el comportamiento del mayor ei-
genvalor para matrices similares a las de Wigner pero con varianza uno en la dia-
gonal. La segunda parte da el comportamiento del mayor eigenvalor para cierto
tipo de matrices de tipo adyacencia. Estos resultados seran usados en el Capitulo

3.
Lema 2.1. Sea U,, = (ul(;l)) una matriz aleatoria simétrican X n donde las varia-
bles aleatorias {ugjn) 11 <i<j<n,n> 1} estan definidas en el mismo espacio

de probabilidad. Supongamos que para cada n > 1, {ugl) 1 <i<j<n}

son independientes con Eul(?) = 0, Var(ugy)) = 1 paratodol < i,j < n,y
SUD1<; j <nn>1 IE|uE?)|6+‘S < 00 para algin 6 > 0. Entonces:

v (Uy,) UL
, )\méx Un , Un .
Mm = N

(ii) Los resultados anteriores se siguen cumpliendo si U,, es reemplazada por

U, - diag(ug;l)).

=2 cs y 2

Una descripciéon amplia del comportamiento asintético del mayor eigenvalor
de laplacianos se da en el siguiente teorema que es uno de los dos resultados

principales en [9].

Teorema 2.4. Sea L") = Lx,) la matriz laplaciana de una matriz n x n simétrica
X, con entradas que satisfacen la Condicion 1 para alginp > 6. Sij, = 0yo, =1

para todon > 2, entonces:
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(a)

)\méX(L(n))
— = V2
vnlogn V2

en probabilidad cuandon — oo.

Ademas, si {L(2), L(?’)7 ...} es una sucesion de matrices laplacianas independientes,

entonces:
(b) .
)\méx(L " )
liminf ———~ = v/2 .
11?11013 nlogn \/_ €5
Y (n)
)\méx L "
lim sup ( ) =2 cs,

nsoo  y/nlogn
y la sucesion { A\max (L) /v/nlogn;n > 2} es densa en [v/2,2] c.s.;

(c) las conclusiones en (a), (b) se conservan si Apa.(L™) es remplazado por

[|Ln]l-

Podemos extender el Teorema[2.4a ciertas matrices diagonales a bloques

By 0 ... 0
B 0 By ... 0 |
0 0 --- By
donde { By, By, ..., By} son matrices cuadradas del mismo tamafio.

Una consecuencia muy util del teorema anterior es lo siguiente.
Diremos que una condiciéon A,, se cumple con alta probabilidad si para todo

n > 0, existe ng € N tal que

P(A,) >1—n para 1 > ny.
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Corolario 2.1. Sea L = Lx| una matriz laplaciana de una matrizn X n simétrica
X con entradas que satisfacen la Condicion 1 para alginp > 6. Sip, =0yo, =1

para todon > 2, entonces para todo € > 0 con alta probabilidad

Amax(L) < /(24 €)nlogn (2.3.2)

Amax(L) > (2V2 — V2 + €)\/nlogn. (2.3.3)

Demostracion. La prueba se sigue del Teorema [2.4|que asegura que

>\méX<L) .
P< vnlogn V2

tomando § = /2 + ¢ — /2 > 0. ]

>5>—>O cuando n — o0

Observamos que el lado derecho de (2.3.3) es positivo si 0 < € < 6.
Otra consecuencia ain mas util son los siguientes resultados que obtuvimos
para el caso de matrices laplacianas a bloques, el cual permite extender modelos

de bloques considerados en el Capitulo 3.

Proposicion 2.1. Sea L una matriz laplaciana diagonal a k bloques cada uno de
tamario n/k cuyas entradas por fuera de la diagonal en cada bloque son indepen-
dientes. Supongamos que la Condicion 1 se satisface para alginp > 6. SiE[L;;] = 0

y Var(L;j) = 1 para todon > 2. Entonces

Anix(L) - /2 (2.3.4)
Vnlogn k o
en probabilidad cuandon — oo.
Demostracion. Sean Ly, Lo, ..., L los k bloques de la matriz L. Parat = 1,... ,k

sea

QE") = {w € Q: Anax(L;) < Amax(L;) para todo j}.
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Tenemos que

|

>\méx<L) 2

vnlogn Vo

)\méx<L) 2

o) -2 (- Vil f o)

Améx (L7) 2
( Vilogn i )
> 6)

Mmis( L) /FIog T 2
Notemos que cada matriz L; es de tamafio n/k x n/ky cumple las hipétesis
del Teorema[2.4 asi parai =1,... k,

IIMw

IA
=

-
I
N

-

P
- ( V7 log § vnlogn k

(2

max Lz
LT NNNG
1/Elogz

en probabilidad cuando n — co 'y

V7 log ¥ 1

PR S % [

vnlogn — Vk
Luego, una aplicacion del teorema de Slutsky nos da que paratodo: =1, ... k&,

Améx{Li) V %log% N \/2
k

V1 log 7 vnlogn

cuando n — o0.

en probabilidad cuando n — oo. Lo anterior garantiza que para todo € > 0 se

tiene que
Amax (L) 2
Pl|l—/m=—1/-| > — 0,
< vnlogn k 6)
de donde se obtiene el resultado. O]

De la proposicion anterior y siguiendo las ideas del Corolario [2.1| obtenemos
la siguiente proposicion que nos dan cotas para el mayor eigenvalor de matrices

laplacianas a bloques.
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Teorema 2.5. Sea L una matriz laplaciana diagonal a k bloques cada uno de tama-
fion/k cuyas entradas por fuera de la diagonal en cada bloque son independientes.
Supongamos que la Condicion 1 se satisface para alginp > 6. SiE[L;;] = 0y

Var(L;;) = o? para todon > 2. Entonces para todo € > 0 con alta probabilidad

Amax (L) < 0\/(% + 6) nlogn (2.3.5)

Amax(L) > o (2[2 — \/% + e) Vnlogn. (2.3.6)

Demostracion. La prueba se sigue de la Proposicion 2.1 que asegura que

|

Amax (L) 2

vnlogn Vi

0= 2+ ¢§>O
“VETOTVE

> 5) —0 cuando n — 00

tomando

2.4. Estimacion del mayor eigenvalor

Otra consecuencia importante del Teorema [2.4] es la estimacion del mayor
eigenvalor con el mayor elemento de la diagonal del laplaciano. Esto es util para
reducir el costo computacional del calculo de los eigenvalores.

En esta direcciéon obtuvimos el siguiente resultando que nos permite pro-
poner un enfoque alterno y unificado a aplicaciones consideradas en [6] y dar

pruebas alternativas a sus resultados; como se muestra en el Capitulo 3.

Teorema 2.6. Sea L una matriz laplaciana cuyas entradas por fuera de la diagonal

son independientes con media cero y varianza o? (no dependiendo den) cumpliendo
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la Condicion 1. Si existen c; > 0 tal que

logn

c1 <o (2.4.1)

n—1

y ca > 0 tal que con alta probabilidad

o/ (n—1)logn < coméx Ly, (2.4.2)

entonces para todoe > 0 y
C=covV2+4+€e>0, (2.4.3)

se cumple

o
Amax(L) < C [ 1+ ——
(L) ( +01\/logn> i

con alta probabilidad.

Demostracion. Consideremos la matriz L dada por

-~ 1
L=—L.
g

Notemos que para todo 1 < 7 < 5 < n se cumple Eﬁij =0y Eﬁfj = 1.
De esta manera la matriz L cumple las hipétesis del Corolario Asi para todo

e >0,
Amax(L) < /(2 + e)nlogn

Amix(L) < 01/(2 + €)nlogn

con alta probabilidad. Ahora notemos que

Amax(L) < /(2 + €)a?nlogn

< V(2 +e)o(n—1)logn + /(2 +e)o*logn

< V24 ecomdx Ly + 04/(2+ €)logn
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de donde obtenemos

1
)\méx([/) S (\/ 2 —+ €Co + —,
m

ax, LiiU (2+€)log n> m?X Li;. (2.4.5)

Como se cumple

1
coméx Ly > o4/(n—1)logn & — < @

max; Ly — o (n—1)logn

con alta probabilidad, entonces

1 2 1 2
/ ; (2+e)10gn§c2a\/< +¢€) ogn:cza\/( +€)
max; Lj; oy/(n—1)logn ovn—1

y como

o >C

logn 1 vn—1
& < —
n—1 o c1y/logn

se obtiene que

1 oo/ (2+ €
o

)
y 24¢)l < < = .
max; Ln‘a (27 ¢)logn < vn—1 n—1 cvlogn c1v/logn

De esta manera, reemplazando el término anterior en la desigualdad (2.4.5)
obtenemos

Cco0V2 + € ,
Amax(L) < | V2 — L;;
(L) (\/ +€eco + Cl\/@)mzax

o
clx/logn) i

= 2+602<1+

De la hipoétesis (2.4.2) tenemos que para € > 0, C' = c31/2 + € cumple

o
cls/logn) i

con alta probabilidad. ]

Amix(L) < C <1 +
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Cuando el maximo elemento de la diagonal del laplaciano max; L;; se com-
porta como \/m se tiene la condicion ademas de una cota infe-
rior dada por la siguiente proposicion. Este es el caso para la distribucion normal
y para algunas distribuciones que se pueden aproximar a la misma, como las que
se presentan en [6] y que usamos en el ejemplo dos de la Seccion 3.

La mayor dificultad es que las entradas de la diagonal del laplaciano no son
independientes, pero sin embargo son tales que su matriz de covarianza esta dada
por

n—1 si i=j
Y, =(21)i) = (2.4.6)
1 si 1 # 7.
Por lo tanto las correlaciones entre distintos elementos de la diagonal p(L;;, L;;)
tienden a cero cuando n — o0. Esta es la razon por la que se puede intuir que
asintoticamente el maximo elemento de la diagonal del laplaciano se comporta
como el maximo de variables aleatorias independientes.
Observemos que si la matriz >, es de tamario n, entonces sus valores propios

son 2n — 2 con multiplicidad 1 y 7 — 2 con multiplicidad n — 1.

Teorema 2.7. Sea L una matriz laplaciana cuyas entradas por fuera de la diagonal
son independientes con media cero y varianza o? (no dependiendo den) cumpliendo

la Condicion 1. Si existe 0 < ¢ < 2 tal que

méx L;; < coy/(n—1)logn (2.4.7)

con alta probabilidad, entonces

V2

mé“X Lu < )\méx(L) (248)
n — )

con alta probabilidad.
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Demostracion. Consideremos la matriz L. dada por

~ 1
L=—L.
o

Notemos que para todo 1 < i < j < n se cumple Eﬁij =0y Ezfj =1,
de esta manera la matriz L cumple las hipétesis del Corolario Asi, para todo

€ > 0, con

<2\/§ —V2+ e) Vnlogn < Amax(L)

o <2\/§— \/2—|—e> Vnlogn < Amax(L)

con alta probabilidad. Ahora notemos que

(1) 2 0 (212 = VITe) \ [ V= s
>0 <2\/§ — \/2—_|_€> n o max; Lii.

n—1 co

n

—%(zxf—\/z—ﬂ)ﬂ

Usando la hipétesis (2.4.7), tomamos € > 0 tal que 2v/2—+/2+ € > ¢v/2, con

lo que obtenemos

i

n—1

V2

D méx Li < Amax (L) (2.4.9)
n—1 i

con alta probabilidad.
O

Observacion. Las hipotesis y (2.4.7) se cumplen para el caso de distribucion
normal y para variables aleatorias acotadas se ha demostrado que (2.4.2) se cumple.

A continuacion presentamos a detalle el caso de la distribucion normal cuya prueba
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no fue encontrada en la literatura a pesar de parecer ser un resultado del folklor.
El caso de variables acotadas fue recientemente probado en [6]. El caso normal lo

presentamos en varios pasos.

Lema 2.2. (a) Sean X, Xs, ..., X,, variables aleatorias simétricas, distintas, no

necesariamente con la misma distribucion. Entonces

P(X;>0,Xy>0,...,X,>0)>1— ST
(b) En el caso que las variables aleatorias Xy, Xs, ..., X, tienen distribucion
normal multivariada con vector de medias cero y matriz de covarianza defi-

nida positiva, se tiene

1
]P(Xl>O,X2>O,...,Xn>0):1—2—n.

Lema 2.3. Sea L = L;x] una matrizn x n laplaciana con X = (X;;) una matriz

simétrica con entradas fuera de la diagonal independientes con distribucion simé-

trica. Entonces con alta probabilidad méx; L;; > 0.

Proposicion 2.2. Sea L = Ly una matrizn x n laplaciana con W = (W;;) una

matriz simétrica con entradas fuera de la diagonal independientes con distribucion

normal estandar. Entonces las condiciones (2.4.2) y (2.4.7) se cumplen.

Demostracion. Notemos que al ser las entradas de W = (W;;) variables aleato-

rias con distribucidén normal estindar tenemos

Li;
vn—1

donde ~; son variables aleatorias con distribucién normal estandar.

max L; = vn — 1 méx
(2 7

=v/n — 1maxy,
1

Ahora, para todo 0 > 0, existe ny € N tal que para n > ny,
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(1 =9)y/log(n —1) <méax~y; < (1+9)y/log(n —1),
de donde

(1—=0)/(n — 1)log(n — 1) < mfiXLii < (14+6)y/(n —1)log(n —1). (2.4.10)

De la desigualdad derecha de (2.4.10) tenemos

m?XLZ'Z' < (1+0)y/(n—1log(n —1) < (1 +8)v/(n —1)log(n),

asi se cumple tomando 0 < § < 1.
Por otra parte, de la desigualdad izquierda de (2.4.10)),

max Ly > (1 - §)v/(n —1)log(n — 1)

1
=(1-9) og(n \/n—llog

log
1
> (1-19) og (1o = \/n—llog

log(ng)

Asi,
1
V (n—1)log(n og(70) max L;;.
log(ng —1) i

con lo que se cumple la condicién (2.4.2) para 0 < § < 1. [

Cuando las variables aleatorias {W;; } son uniformemente acotadas se cumple

la condicidn (2.4.2) [6]].

Observacion. Conjeturamos que la Proposicion|2.2 también es cierta para varia-
bles aleatorias que satisfacen la Condicion 1, cuya prueba debiera usar aproxima-
cion normal. La mayor dificultad es que los elementos de la diagonal del laplaciano
no son independientes, sin embargo debido a la estructura de la matriz de covarian-

za se pudieran hacer estimaciones adecuadas.
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2.5. Sobre la distribucion asintotica del mayor ei-

genvalor

Consideremos L = L] una matriz laplaciana cuyas entradas por fuera de

la diagonal son variables aleatorias normales estandar independientes.

Sea
(n) 1
D = —(L117L227-"7Lnn)7
vn—1
ast, D,f”) tiene distribucion normal estandar para: = 1, ..., n. Es importante no-

tar que {D§n) }i=1,.n no son independientes y por (2.4.6) su matriz de covarianzas
esta dada por
1 si i=j
ED(n) - ((ED(n))ij) - (251)
Notemos que la matriz ) tiene por eigenvalores (n — 2)/(n — 1) con
multiplicidad n — 1 y 2 con multiplicidad 1. Con esto, podemos escribir a Zg)

como

ED(n) - UAUt’
donde U es una matriz cuyas columnas son base ortonormal de los vectores pro-
pios de Xp y A es la matriz diagonal con los valores propios de la misma matriz.
De esta manera obtenemos que

S, = UNAUY,

D) —
donde A'/? es la matriz diagonal cuyas entradas estan dadas por las raices de los
eigenvalores de Y ).

Definimos D* como

D =¥ ?D", (2.5.2)
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de esta manera, D* ya tiene por matriz de covarianzas a la matriz identidad y por

lo tanto { D} },— __, son variables aleatorias normales estandar independientes.

Proposicion 2.3. Sea L = Ly una matrizn x n laplaciana con W = (W;;) una
matriz simétrica con entradas fuera de la diagonal independientes con distribucion
normal estandar. Sea

loglogn + log4n

2log(n) y b, = \/2log(n) — NG

Entonces

, (n)
_q [ méx; L, n—2
a — by, 2.5.3
" ( vn—1 n—1 ) ( )

converge en distribucion cuandon — oo a una variable aleatoria Gumbel.

Demostracion. De la igualdad (2.5.2)) tenemos

n) _ vi/2 *
D™ =30 D",

asi,
n

n 1/2 s 1/2 X
DZ( = (ZD/(")D )z - Z <2D/(”)>z'j Dj'

j=1

Ahora,

< g?n)) Z Z UzkAl/QUw

=1 k=1

- Z Ui 1/2Ul1

= ZUM/ Ul] +V2U U},
_n—=2 ot _n ’
_1/n_1ZZIUdU,j+<\/§ n_l)UmU
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Por lo tanto, teniendo en cuenta que las columnas de U son una base ortonormal,

obtenemos
» (V2= \/=h)uallty st i
(zm)> _ (2.5.4)
2= 4 <\/—— Q—j) UnUl, si i=3].
De esta manera,
D" — (21/2> D*
7 — D ij 7
u —1 -2 -2
=3 (V2 ) U0 [ (V2= | Ul | D
= n— 2 n—1 n—1
J#i
N Vin—1 mjzl med n—1"°
Sea

Z=27,= zn: ULD:,
j=1

como (D});—1, ., son variables aleatorias independientes e idénticamente distri-
buidas normal estandar, Z,, tiene distribucién normal con media cero y varianza
> i1(Uk;)? = 1, esto es, Z tiene distribucién normal estandar para todo n. Por

lo tanto obtenemos que

n—1 n—1

—9 -2
D™ — <\/—_ n ) U Z 412 D;. (2.5.5)

Ahora,
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1<i<n 1<i<n n—1

. —9
+a,;! (méXDZ( ) max D] — o bn—i—bn>.

(2.5.6)

Notemos que el primer término del lado derecho de (2.5.6)), converge en distri-

bucién a una distribucién Gumbel [13]. Por otra parte, usando (2.5.5) obtenemos

-2 -2
méx D" = méx ((f — /2 > UnZ + 1/~ D;)
1<i<n 1<i<n n—1 n—1

-2 -2
(\/ﬁ— n )ZméuxUm—l—\/n max D;.
n—1 1<i<n n — 1 1<i<n

Con lo anterior obtenemos

)
méx D™ — max D;-( " —1> b

IN

1<i<n 1<i<n

-2
(\/_— n 1>ZméXUm+

<

n — 1<i<n n — 1 1<i<n 1<i<n

—2 -2
<(v2— 4/ Z méx Up| + | /22 —1
n—1 1<i<n n—1

Luego, como a,, = oo cuando n — 00, max;<;<, U;, esta acotado puesto que

max D] —b,|.
1<i<n

las columnas de matriz U son base ortonormal y por una aplicacién del teorema

de Slutsky, encontramos que

-1
a,

— 0 cuando n — 00.

-2
max DZ(n) — max D] — < n - 1) by,
1<i<n

1<i<n n—1

Por lo tanto, el segundo término del lado derecho de (2.5.6) tiende a cero

cuando n — o0. Asi, por todo lo anterior encontramos que
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a,’ (méx D§”) — @/n—_2bn>
1<i<n n—1

converge en distribuciéon cuando n — oo a una variable aleatoria Gumbel. [

Observacion. El resultado anterior es similar al Teorema 3.1 de [7], sin embargo
en éste ultimo se considera la sucesion {X,, : n = 0,n = =£1,...} que es fija,
mientras que en el caso nuestro se tiene para cada n la sucesion de arreglos {LgL )

i=1,...,n}.

El siguiente teorema nos dice como es la distribucion asintotica del mayor
eigenvalor de una matriz laplaciana asociada a una matriz I¥ con entradas nor-

males estandar independientes.

Teorema 2.8. Sea L = Lyy) una matriz n x n laplaciana con W = (W;) una
matriz simétrica con entradas fuera de la diagonal independientes con distribucion

normal estandar. Sea

loglogn + log 47
a, = /2log(n) y b, = v/2log(n) — N

Entonces para todo C' > V2,

1 /\méX(L) n—2
e ( et~ o 1) (2.5.7)

converge en distribucion cuandon — oo a una variable aleatoria Gumbel.

Demostracion. Notemos que

1 (L -2 1 -2
Ca, \ v/n—1 Vn—1 a, \ 1<i<n n—1

1 )\méX(L) , (n)
(m — C’lrgia;; D;7|. (2.5.8)
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Por la Proposicion el primer término de la igualdad derecha de (2.5.8)

converge en distribuciéon a una variable aleatoria Gumbel. Por otra parte, del

Teoremay la Proposicién tenemos que para C' > /2

)\méX(L) (n) ¢ (n)
———= —Cmax D, " | < max D, |,
vn—1 1<i<n © | T |y/logn 1<i<n
de esta manera
1| Amax(L) (n) 1 C (n)
| 2mE) o max D™ < )
Ca, | vn—1 g | = Ca, |/logn 12,
1 1 n -2 -2
< méXD()—bn r + Op, "

logn a, [1<i<n " n—1

-]

1 -2
— | max DZ(”) — by, n
logn a,, |1<i<n n—1

P bwn_Q (2.5.9)
any/Togn "V n—1 o

Luego por el Teorema [2.3] y el Teorema de Slutsky el primer término de la

IA

:

desigualdad anterior tiende a cero conforme n — oc. Por otra parte, por como
estan definidos a,, y b,, tenemos que el segundo término de la desigualdad (2.5.9)

tiende a cero cuando n — oo. De esta manera

1 )\méx L ‘ n
A—Cmafo)‘%O cuando n — 00.
Ca, | v/n—1 1<i<n

Por lo tanto, el segundo término del lado derecho de la ecuacion (2.5.8) tiende

a cero cuando n — oo y por lo tanto obtenemos que para todo C' > /2,

1 )\méX(L) —_Cb n—2
Ca, \ vV/n—1 "Vn—1

converge en distribuciéon cuando n — oo a una variable aleatoria Gumbel.

n—1




Capitulo 3

Aplicaciones

En este capitulo presentamos tres aplicaciones sobre optimizacion convexa
donde el mayor eigenvalor de una matriz laplaciana aleatoria surge de mane-
ra natural. Estos ejemplos aparecen en un articulo de Bandeira [6] publicado en
2018. Nuestro enfoque permite extender las tres aplicaciones en diversos senti-
dos, para lo cual usamos los resultados de optimizacion convexa del Capitulo 1y
los correspondientes al mayor eigenvalor asintotico de matrices laplacianas alea-
torias desarrollado en el Capitulo 2. La Seccién 3.1 aborda el llamado problema
de Z sincronizacion con ruido general. La Seccion 3.2 considera el problema de
sincronizacion sobre Zs, también llamada: problema de sincronizacién corrupta.
Finalmente en la Seccion 3.3 se estudia el Modelo de bloques estocasticos con 2

comunidades.

3.1. Zy sincronizacion con ruido general

Dado un nivel de ruido ¢ y un vector z € {—1, 1}", supongamos que tenemos

las siguientes medidas de ruido

40
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Y;j = ZZ'ZJ‘ + O'VVij

donde W;; = W;; son variables aleatorias independientes con distribucién simé-
trica cumpliendo la Condiciéon 1 del Capitulo 2, con EW;; = 0y EVVE = 1. El
objetivo es recuperar 2 con alta probabilidad.

Para abordar este problema, usamos el estimador de minimos cuadrado{] el

cual es la solucién del siguiente problema de optimizacion

mix 'Yz
st xER" (3.1.1)

2 _
x; = 1.

Notemos que 2'Yz = Tr(2'Yz) = Tr(Yaa') = Tr(Y X) donde X = za’, de
esta manera el problema (3.1.1) se puede reescribir como

mMAax Tr(YX)
X =0

(3.1.2)
rango(X) = 1.

Debido a que el rango no es una funcidon convexa, el problema de optimiza-
cion anterior no pertenece a la clase de problemas de optimizacion semidefinda.
Motivados por [[6]] usamos el método de relajamiento (relaxation), que lo que bus-
ca es solucionar el problema sin las restricciones no convexas. De esta manera

obtenemos

'En algunos casos, como en el ruido gaussiano, este estimador coincide con el estimador de

maxima verosimilitud.
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max Tr(YX)
st Xu;=1 (3.1.3)
X>0
que si es un problema de programacién semidefinida.
Notemos que si X = zz’ esla inica solucion de , entonces x es solucidén
de , con lo que tenemos una manera eficiente de encontrar el estimador de

minimos cuadrados solucionando un problema de programacion semidefinida.

El problema dual esta dado por

min Tr(D)
s.t D diagonal (3.1.4)
D-Y =0.

Usando el Teorema [1.1| obtenemos que si X y D son soluciones factibles de

(3.1.3) y (3.1.4) respectivamente, entonces

Tr(YX) < Tr(D).

Por otra parte, al ser X y D — Y semidefinidas positivas, obtenemos

0<Tr((D—-Y)X)=Tr(DX)—-Tr(YX) =Tr(D) - Tr(YX).

De esta manera si existe una solucion factible D para (3.1.4) tal que Tr(D) =
Tr(Yxz'), entonces se tiene que X = za' es solucion 6ptima de (3.1.3). Por el
Lema sabemos que para garantizar unicidad de la solucién es necesario que

A2(D —Y) > 0y ademaés la solucién al problema (3.1.4) esta dada por

D = D\giag(a)Y diag()]
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Observemos que por simetria de la distribucion de W = (W;;), diag(z) W diag(z) ~
W (son iguales en distribucion) por lo que, sin perdida de generalidad, podemos

tomar z = 1. De esta manera tenemos que garantizar que
X (Liy)) = Ae(Dyyy = Y) = Xo(Dparsow) — (11 +0W)) > 0.
Notemos que D11t4ow] = nl, + oDy, por lo que
Dy)—Y = n[n—{—O'D[W}—]_]_t—UW = (n[n—llt)+0(—D[W]—i—W) = Liye+o L.
De esta manera, necesitamos que
Ao(Liy)) = Xa(Dyy) = Y) = Aa(Laat + oLwy) > 0,
pero usando la Proposicion [1.2|1o anterior es equivalente a
Amix (Liw]) < g

Por lo tanto, para solucionar el problema de sincronizacion es necesario detemi-
nar cuando el mayor eigenvalor de la matriz laplaciana asociada —/ es menor

que n/o con alta probabilidad, lo cual lo asegura el siguiente resultado.

Proposicion 3.1. Sea z € {—1,+1}" eY = 22" + oW con W una matriz
simétrica cuyas entradas fuera de la diagonal son independientes con distribucion

simétrica con media cero, varianza uno y cumpliendo la Condicion 1 del Capitulo

_ n
O— —_—_—m
(2+¢)logn’

entonces con alta probabilidad X = zz' es la tinica solucion de (3.1.3).

2. Si existe € > 0 tal que

Demostracion. Notemos que W es igual en distribucion a —W, y cumple las hi-

potesis del Corolario De esta manera para todo € > (, con alta probabilidad
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Amax(L-w)) < V(2 + e)nlog(n).

Tomando € > 0 como el de la hipdtesis, obtenemos

2 1
V(Q—Fe)nlogn:n\/( aald o8 _ o <
n [ __n o
(24¢) logn)

2+¢€) logn
De esta manera con alta probabilidad Aysx(Li—w]) < n/o con lo que garantiza-
mos que la tnica solucién del problema (3.1.3) es X = 22" con alta probabilidad.
]

Una manera de estimar el mayor eigenvalor de la matriz laplaciana es me-
diante el mayor elemento de su diagonal. En el caso en que las entradas de W
sean variables aleatorias normales independientes tenemos el siguiente resulta-

do, el cual se sigue del Teorema [2.6]y la Proposicién

Proposicion 3.2. Sea W una matriz simétrica aleatoria cuyas entradas son varia-
bles aleatorias normales independientes con EW;; = 0 y EW% = 1. Entonces con

alta probabilidad

V2

m?X(L[,W})ii < )\méX(L[,W]) <2 (1 + méX(L[,W])“'.

1
\/logn) i

n —

3.2. Sincronizacion sobre 7,

El problema de sincronizacion sobre Z; es el siguiente: dada una grafica sim-
ple G con n vértices, queremos reconstruir un vector binario z € {+1,—1}"
dado un vector de ruido Y sobre las aristas. De forma mas precisa, siguiendo [6]],
dada una grafica G € G(n,p) del modelo de Erdés-Rényi, tenemos para cada
arista (i,j) € E(G),
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2iz; ~ con probabilidad 1 —¢
Y = (3.2.1)
—2;%; con probabilidad e,
donde € < 1/2 representa el nivel de ruido y Y;; = 0 en caso que (,j) no sea
arista de G.

El objetivo es saber para qué valores de p y € es posible reconstruir z. Para
lograr esto, usaremos programacién semidefinida para entender cuando X = 2z
es la tnica solucion del problema de optimizacion que presentamos mas
adelante.

Consideremos H C (G'la grafica tal que la arista (¢, j) (que ya es arista de GG) es
arista de H con probabilidad e. Esta grafica la llamaremos grafica corrupta, pues

tiene aquellas aristas en los cuales no obtenemos sincronizacion (Y;; = —z;2;).

Se puede escribir a la matriz Y como
Y = diag(z)(Ag — 2Ay)diag(2).
Observacion. Notemos que con la representacion anterior, para (i, j) arista de G,
Yij = zi2j((Ac)ij — 2(An)ij) = 2i2;(1 — 2(An)y;)

donde Aq, Ay son las matrices de adyacencia de las graficas G y H respectiva-
mente. Notemos que con probabilidad 1 — €, (Ap);; = 0, de donde Y;; = z;z; y con
probabilidad €, (Ap);; = 1, de donde Y;; = —z,;z;, que coincide con la definicion

(3.2.1).

Por todo lo anterior podemos considerar el siguiente problema de programa-

cidén semidefinida

méax Tr[diag(z)(Ag — 2Ay)diag(z) X]
X = 0.
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Queremos usar el Lema [1.3[tomando Y = diag(z)(Ag — 24y )diag(z), por
lo que necesitamos que el segundo eigenvalor de Djs,_4,) — diag(z)(Aq —
2Ap)diag(z) sea positivo.

Notemos que

diag(z)(D[AG] — QD[AH])diag(Z) = D[Ag] — 2D[AH],

y por lo tanto

Ao(Diag—a,) — diag(z)(Ag—2Ag)diag(z2))
= A2(Dyag) — 2Djay,) — diag(2)(Ac — 2Ay)diag(2))
= Nuldiag(2)(Diag) — 2Dia,)diag(2)
— diag(z)(Ag — 2Ap)diag(z))
= \o(diag(2)(Diag) — 2Dja,) — Ac — 2Aw)diag(z))
= Mo(Djag) — 2Dja,) — Ac — 245)

= \o(Lg —2Lpg),

donde L y Ly son las matrices laplacianas asociadas a las graficas G y H. De-
notemos Lgynch = Le — 2L . Observemos que no es tan directa la forma en la
cual podamos relacionar el segundo eigenvalor de Lg,,., con el mayor eigenva-
lor de otra matriz laplaciana. Una manera de lograr esta relacion es sumando y

restando a Ly, su valor esperado E[Lg,.|. Con esto

E[Lsynen] = E[Dg — Ag — 2(Dy — An),

y dado que (Ag);; ~ Ber(p), (Dg)ii ~ Bin(n — 1,p) y condicional a que (¢, j)

es arista (Ap);; ~ Ber(e), (Dg)i ~ Bin(n — 1, ep), tenemos
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E(Lsyncn)ii = E(Dg)ii —2E(Dp )i = (n—1)p—2ep(n—1) = (n—1)p(1 —2e),
E(Lsyncn)ij = —E(Ag)ij + 2E(An)ij = —p + 2ep.
Asi, realizando manipulaciones algebraicas, obtenemos
E[Lsynen) = np(1 — 2€)I, — p(1 — 2€)11* = p(1 — 2€) Ly:.
De esta manera,

0< AQ(LSynch) = /\2(E[LSynch] - E[LSynch] + LSynch)

= Xa(p(1 — 2€) L — (E[Lsynen] — Lsynen)),
y por la Proposicién [1.2| tenemos que con alta probabilidad

3.2.1. Solucion del problema

Consideremos —L = —Lsynch + ELgyncn- El siguiente resultado nos indica

cuando el Problema (3.2.2) tiene como solucién tinica X = zz'.

Teorema 3.1. Sea < 1/2 yp(1 —20)? = cconc € (0,1). Si existe e > 0 tal que

(2+€)(1—c)logn

P> (=2

, entonces con alta probabilidad

o

Amax(—L) < n(1 —20),
y por lo tanto tiene por solucién tnica X = z2'.

Observacion. Si tomamos ¢ < 1/2, el resultado anterior implica el Teorema 3.9
de Bandeira [6]], lo que es interesante dado que nuestra demostracion usa una me-

todologia diferente, como se desarrollo en el Capitulo 2.



48 CAPITULO 3. APLICACIONES

3.2.2. Demostracion del teorema principal

Haremos primero algunas observaciones. Notemos primero que las entradas

por fuera de la diagonal de la matriz L estan dadas por

—Lij = (Ag)i; — 2(Am)i; — p(1 — 20),

asi E |:_-ilj:| =0 y

E L3 = El(Ae)y — 2(An)i))* = 20(1 = 20)((Ac); — 2(An)s) + p*(1 = 20)°]
= E(Ac);; — 4E[(Ag)ij (Ar)i] + 4E(AR)3;
— 2p(1 = 20)(E(Ag)i; — 2E(An)y) + p*(1 — 20)°
= p — 4E[(Ac)ij(An)ij] + 4p0 + 2p(1 — 20)(p — 2pIE(An) ) + p*(1 — 20)?]

Observemos también que

E[(Ac)ij(Am)i] = E[(Ac)ij(An)ij|(Ag)i; = 1]P(Aj; = 1)
+ E[(Ac)ij(An)ij|(Ag)i; = 0]P(A;; = 0)
= E[(An)i;]P((Ag)ij = 1)

y de esta manera,

r2 | _ 2 2
E [—Lij} =p—p(1l—20).
Consideremos ahora X = (¢;;) como la matriz simétrica cuyas entradas estan

dadas por
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- L, - 1
Vo —p*(1—-20)2  \/p—p*(1—20)

Estas variables aleatorias cumplen E¢;; = 0, Var¢;; = 1 y ademas {&;;,1 <

fij

=(—(Ac)ij +2(An)i; +p(1—20)).

i < j < n} son independientes, pues estan dadas por las aristas de la grafica del
modelo de Erdés-Renyi que son independientes. Usando el Corolario[2.1} tenemos

que para todo € > 0 con alta probabilidad

)\maac(LX) < (2 + e)nlogn.

Observemos que

1

Lv =
* VP —p*(1 —20)?

(_Z)7

asi,

Amaz(—L) < /(2 + e)nlogn(p — p?(1 — 20)?)
_ n\/@ + 9 —pA(1—20)%) logn.

(3.2.3)
n

De esta forma para asegurar que el problema de sincronizaciéon tenga como

solucién tinica a X = 22!, tenemos que garantizar que

\/(2 +¢)(p—p*(1 —260)?)logn < p(1—26)

Demostracion (Teorema(3.1). Notemos que p — p*(1 — 26)* = p(1 — ¢), asi

(2+¢€)logn - pP(1—20)  p*(1—20)

n ~ p(l—c¢) p—p3(1—26)%

y de esta manera

(2 4 €)log n(p — p*(1 — 26)?)

< p*(1—20)*.
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Luego, usando la ecuacidon (3.2.3), tenemos que con alta probabilidad

Amaz(—L) < n\/(2 )PP =20))losn _ 007 — np(1-20).

n

]

3.2.3. Estimacion del mayor eigenvalor

El siguiente teorema para la estimacion del mayor eigenvalor se sigue de usar
el Teorema|[2.6] La condicion (2.4.2) se sigue del trabajo de Bandeira (pagina 375
de [6]). Mas especificamente existe una constante c, < 1/4/2 tal que con alta

probabilidad

V(= 1)(p—p*(1 — 20)?) logn < c; méx — Ly, (3.2.4)

la cual es la condicion con
o= (p—p*(1—20)%. (3.2.5)

Ademas en este caso la constante C' del Teorema 2.6 es siempre igual a uno para

cualquier € > 0.

Teorema 3.2. Seaf) < 1/2 yp(1 —260)*> = cconc € (0,1). Si existe e > 0 tal que

p > %, entonces con alta probabilidad

méx — L. (3.2.6)

)

)\méx(_z)g <1+ (I1—c)v2+e >

(14 26)+/log(n)

Observacion. Pensamos también que se tiene la condicion (2.4.7) con o como en

(3.2.5), lo cual, por el Teorema nos daria una cota inferior para )\méx(_iii).
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3.3. Modelo de bloques estocasticos

Nuestra tercera aplicaciéon también fue estudiada por Bandeira en [6]. Para
npary 0 < g < p < 1, decimos que una grafica aleatoria GG es construida del
modelo de bloques estocasticos (MBE) con dos comunidades, G(n, p, ), si G tiene
n vértices divididos en dos grupos de tamafio n/2 y para cada par de vértices i, 7,
(1,7) es arista de G con probabilidad p si i y j pertenecen al mismo grupo y con
probabilidad g en otro caso independiente de cualquier otra arista. Consideramos

que p y g son de la forma

1 1
P="Pn ::aogn7 q = Gn ::Bogn cona > 3> 0. (3.3.1)
n

n

Figura 3.1: Modelo de bloques estocasticos con dos comunidades

Sea z € {—1,1}" el vector tal que es igual a 1 en uno de los gruposy —1 en
el otro. Esto es, z es el vector que nos da informacién sobre qué vértice pertenece

a cada grupo. El objetivo es recuperar z a partir de G.
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Sea B la matriz de adyacencia con signo de G, esto es, B;; = 1 si (,7) es
arista de G, B;; = —1 sinolo esy B;; = 0. Notemos que para cada vector
z € {—1,+1}", (¢'Bx);; = x;x;B;;. De esta manera si B;; = 1 entonces (4, j)
es arista y queremos determinar si esa arista esta en un grupo. Asi, su valor sera
maximo si 1 = z; es decir, los vértices 7, j pertenecen al mismo grupo. Por otra
parte, si (4, j) no es arista entonces B;; = —1, de manera que el valor maximo de
x;x;B;; sera cuando x; # x;, es decir cuando los vértices 7, j estan en distintos
grupo. Por lo tanto, méx z* Bz sera la configuraciéon que maximice la probabilidad

de obtener el vector z correcto.

Observacion. Otra punto de vista es que tenemos dos tipos de aristas (con vértices
en un mismo grupo y con vértices en grupos diferentes), la primera con probabilidad
p y la segunda con probabilidad g < p. Por tanto es mas probable que las aristas
estén formadas por vértices que pertenezcan a un mismo grupo por lo que x;;B;;
es maximo en estas condiciones. Por otro lado, dos vértices en el mismo grupo no
estan unidos con probabilidad 1 — p y si estan en distintos grupos no estan unidos
con probalidad 1 — q > 1 — p. Asi es mas probable que para dos vértices que no

forman una arista, éstos estan en grupos diferentes.

Se tiene entonces el siguiente problema de optimizaciéon

max x'Bx

s.t zeR"
(3.3.2)

r3=0

2 i i =0
Notemos que la matriz B la podemos escribir como B = 2A—(11*—1) donde
A es la matriz de adyacencia de la grafica G. Siguiendo el mismo enfoque que en
la seccion anterior, usaremos el método de relajamiento, con lo que obtenemos

el siguiente problema de programacion semidefinida
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max Tr((24 — (11" —1))X)
s.t X; =1 (3.3.3)
X » 0.
Usando el Lemal[1.3|obtenemos que X = 22! es la tinica solucién al problema

(3.3.3) siempre que el segundo eigenvalor de

Diding:(2A—(11¢~1))ding:] — (24 — (11" = 1))

sea estrictamente positivo.

Para resolver esto definimos la siguiente matriz

Iyvpe =Dy — D — A,

donde D, esla matriz diagonal de grados internos, es decir, es el nimero de veci-
nos que un vértice tiene dentro de un mismo grupo, D_ es la matriz diagonal de
grados externos, es decir, es el nimero de vecinos que un vértice tiene con vérti-
ces del otro grupo y A es la matriz de adyacencia de GG. Es importante observar
que ['y/pE no es una matriz laplaciana.

Sin perdida de generalidad, etiquetaremos los vértices de tal manera que los
primeros n/2 pertenezcan a un mismo grupo.

Notemos que
Didiagz(24— (11— 1))diagz] — (2A — (11" — I)) = 2l ypp + 11°

De esta manera, para garantizar que zz' sea la inica solucion al problema
(3.3.3) es necesario que \o(2I" g + 11%) > 0.

Como en el caso de la seccion anterior, no es tan facil relacionar el segundo
eigenvalor de 2I" ), 5z — 11" con el mayor eigenvalor de cierta matriz, por lo que

usaremos el mismo argumento de sumar y restar el valor esperado.
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Recordemos que (D ); ~ Bin(n/2 — 1,p), (D1); ~ Bin(n/2,q) y Ay ~
Ber(p) si i, j pertenence a un mismo grupo y A;; ~ Ber(q) en caso contrario.

Asi,

—p sii,j pertenencen a un mismo grupo
E(Tysw)ij = —EA;; =

—q en caso contrario.
De esta manera, luego de manipulaciones algebraicas y dado que el vector 2

tiene informacion sobre qué vértices pertencen a cada grupo, se obtiene que

n n + —
El'vige = (EP - §q> I, — (]%11'5 + ]%zzt) .

Para garantizar que 22" sea la inica solucién del problema (3.3.2) es necesario

que Amsx(—T'vBe +ElyBE) < 5(p — ) lo cual es el Lema 3.12 de [6]).

3.3.1. Solucion del problema

Sean o y 8 como en (3.3.1). El siguiente resultado da la solucién al proble-
ma (3.3.2). Este resultado lo establecié Bandeira en [[6], pero nuestra prueba es
diferente en dos sentidos. El primero es que usamos nuestro Corolario 2.1 conse-
cuencia del trabajo de Ding-Jiang [9]], asi mismo nuestro enfoque sugiere como se
podria generalizar el resultado a mas de dos comunidades. Igualmente pensamos
que nuestras pruebas son mas sencillas usando resultados conocidos sobre el ma-
yor eigenvalor de matrices laplacianas y de adyacencia, y otros como resultados

de desviaciones grandes.

Teorema 3.3. Sean > 4 par y sea G € G(n,p,q) con probabilidades

alogn logn
p=py = & , q:qnzzﬁ 8 cona > 3> 0.
n n
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Si

V2 <va—+/B (3.3.4)

y ademas existe 0 < € < 1 tal que

Va(y/2(1+¢€) —1) < /B, (3.3.5)

entonces con alta probabilidad

n
Amax(—Tyvpe + Elype) < 5(]? —q),

y por lo tanto tiene solucion unica X = zz' con alta probabilidad.

Cabe resaltar que en el trabajo de Bandeira [6] no se requiere la condicion

(3.3.5), pero en nuestra prueba es esencial.

3.3.2. Demostracion del teorema principal

Necesitamos encontrar cotas para el mayor eigenvalor de la matriz I"y/pp
con el fin de determinar como deben ser las probabilidades p y ¢ para que el
problema de sincronizacion tenga solucién tnica con alta probabilidad.
Una dificultad es que en este caso no tenemos la misma varianza para todas las
entradas por fuera de la diagonal de I'y;pg. Por esta razén, descompondremos
esta matriz como diferencia de dos matrices laplacianas en las cuales podremos
usar los resultados de la Seccion 2.

Recordemos que I'y;pp = Dy — D_ — A no es una matriz laplaciana. Para
solucionar esto, sea g el vector que es 1 en uno de los grupos y —1 en el otro, de
esta manera, la matriz I, 5, = diag(¢)T"y;prdiag(g) si es una matriz laplaciana.

Notemos que

Iupe = Dy — D — diag(g) Adiag(g),
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por lo que,

(Cyse)i = —9i9;44,  (Type)i = (D+)a — (D-)a.
Como g nos da informacioén sobre el grupo, si g;g; = 1 tenemos que los vér-
tices ¢, j pertenecen al mismo grupo, mientras que si g;g; = —1 entonces los
vértices estan en distintos grupos. Con esta observacion tenemos que la matriz
diag(g) Adiag(g) se puede descomponer como la suma de dos matrices —A,, A_,
donde A, esla matriz de adyacencia asociada a los vértices que estan en el mis-
mo grupo y A_ la matriz de adyacencia asociada a los vértices en grupo distintos.

De esta manera obtenemos que

‘i =D+ —A, —D_+A =L, —L_
es decir, I}, 5 es la diferencia de dos matrices laplacianas donde L, corresponde
a una grafica con dos componentes de tamafio /2 mientras que L_ corresponde
a una grafica bipartitaf]
La matriz L, es una matriz a dos bloques, los cuales estan asociadas a graficas
de Erd6s-Rényi de tamafio n /2. Consideremos las entradas por fuera de la diago-
nal de L. como ;; ~ Ber(p) y para L™ como 7;; ~ Ber(q) y sea L=L-EL.

Sea

—Tvipe = —Thuse + Elype
- —L+ + L, + E[L+ — L,]
— —LO+ + [JO_.
Notemos que en el evento C;; = {los vértices i, j pertenecen al mismo grupo}

obtenemos

(—TueE)ii = (_E+)ij]IC’ij + (LO—)ij]Iij = (=&j + p)ijley, + (mij — @)iles,-

2Una grafica bipartita es aquella cuyos vértices se pueden separar en dos grupos disjuntos de

forma que sélo se tengan aristas entre estos grupos (y no dentro del mismo).
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Ahora, usando desigualdad triangular (Lema[1.1) obtenemos que
M (=Tl ) = Amas(— L + L) < A (— L) + Anan(L2). (3.3.6)

En las siguientes dos subsecciones, presentamos estimaciones para los dos
términos del lado derecho de (3.3.6)). Para el primero de ellos usamos nuestro
Teorema|2.5] Para el segundo técnicas de desviaciones grandes asi como del com-

portamiento asintético del mayor eigenvalor de una matriz de adyacencia (Lema

2.1).

Estimacion de A4, (— L+)

Notemos que —Lo+ = —L, +EL, solo depende de los vértices que estan en
cada grupo (sin contar interacciones entre ellos). Podemos entonces usar nues-
tro Teorema [2.5/con £ = 2 bloques, obteniendo que para todo € > 0 con alta
probabilidad

Amix(—L1) < /(1 +)p(1 = p)nlogn. (3.3.7)

Estimacion de Ay (L_)

Notemos que en este caso la matriz s6lo depende de las aristas entre grupos,
por lo que se puede entender como matrices laplacianas de graficas bipartitas.

Observemos que
L. =L —-EL.=D_—-A_—-ED_+EA_=D_—ED_+EA_— A_

y que D_ — ED_ es una matriz diagonal cuyas entradas son variables aleatorias
Bin(n/2, q) centradas. Por otra parte EA_ — A_ es una matriz a bloques cuyas

entradas no nulas estan por fuera de la diagonal.
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De todo lo anterior, usando desigualdad tridngular (Lemal[1.1) obtenemos que

o

Amax(L-) < Amax(D_ — ED_) + Apax(BEA_ — A_). (33.8)

Procedamos ahora a estimar los términos del lado derecho de (3.3.8), lo cual

hacemos de la siguiente manera
Estimacion de \,5 (D_ —ED_)

Notemos que al ser D_ —[ED_ una matriz diagonal, el mayor eigenvalor sera

el maximo elemento de la diagonal, esto es

Amie(D— —ED_) = max ((D_ — ED_);) = méx ((D_)u - gq> .

1<i<n 1<i<n

Es importante notar que {(D_);; — nq/2}1<;<, no son independientes entre
si, pero las primeras n/2 de ellas si los son, ésto debido a la estructura de la
matriz L_. Si bien el siguiente resultado tiene una demostracion sencilla, no lo

encontramos en la literatura.

Proposicion 3.3. Sea Z = maxi<;<n/2{Xii — nq/2} donde {X;;}i—1, .n/2 son
variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas Bin(n/2,q), en-

tonces para todot > 0,

P(Z >t) <exp f(n,t),

donde

f(n,t):_(t+ﬁq>log<4(t+%Q) (1—q) >+”—210g< n(1— q) >

2 q(n2—4(t+gq)) 4 n2—4(t—|—gq)

Demostracion. Notemos que

Z = méx {X; —ng/2} = méx {Xi} —nq/2 =2 —nq/2,

1<i<n/2 1<i<n/2
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de esta manera obtenemos que para todot > 0y p > 0

P(Z>1)=P(Z>t+50) =P (p2>p(t+5])) =P (e > ),

donde y =t + ngq/2. Ahora, usando desigualdad de Markov, independencia y la

funcion generadora de momentos de una variable aleatoria binomial, obtenemos

P (epZ > epy> < e PVEeP?
=e PEexp <p max X“)
1<i<n/2

n/2

< e PEexp PZ Xii

=1
n/2

=e H Eexp (pXi)
i=1
n/2

= e‘pyH (efqg+1— q)"/2
i=1

=eM(ePqg+1— q)"2/4

n2
= exp (—py + o log(efg+1— Q)> :
Sea g(p) = —py + ”IZ log (e’q + 1 — @), notemos que

nlefq

/
=—y+——
g(p) = —y Mg t1-1)

luego, igualando a cero obtenemos
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n’efq B
Mergr1—q) 7
n’efq=4y(ePq+1—q)

e’ q(n® — 4y) = 4y(1 — q)
4y(1 - q)

el = .
q(n* — 4y)

Por lo tanto obtenemos que el punto critico de la funcion g(p) es
dy(1—q) >
0. = log (— . (3.3.9)
q(n* — 4y)

Ahora, notemos que la segunda derivada de g(p) esta dada por

(o) = n?(efq(e’q+1—q) —efgelq) _ n*(1—q) _
Alerq+1—q)? Aler+1—¢q)> = 7

por lo tanto (3.3.9) es un minimo, de donde

o) = —ulog <q4<i21—_ 42)) g (q;(izl—_ 4qy)> o q)
= —ylog (qﬁl(i;__fy))) + nzzlog <432(1__4Z> +1— q)
(B0 (0l )
() o (50)

Asi obtenemos

(20 < xp (ot () 4 g (HU=0))

Reemplazando y = ¢ + nq/2 se sigue el resultado. ]
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Corolario 3.1. Sea f(n,t) como en la Proposicién (3.3 Sit es del orden log(n)/n,

entonces f(n,t) < 0 cuandot — .

Corolario 3.2. Sea Z = maxi<i<y/2{ Xy — nq/2} donde {X;;}i—1, n/2 son va-
riables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas Bin(n/2,q). Sit es

del orden log(n)/n, entonces con alta probabilidad

1
Amin(D~ —ED™) < 227 (3.3.10)
n
Estimacion de A\, (EA_ — A_)
Notemos que EA_ — A_ es de la forma
0| F
EA — A = . (3.3.11)
E*|0
Ademas,
0 ‘ E 0 ‘ E EL* ‘ 0
= (3.3.12)
E*|0 E*|0 0 ‘ E*E

De esta manera, los eigenvalores de EA_ — A_ seran las raices cuadradas de
los eigenvalores de F'E*. Notemos que F es una matriz cuadrada de tamafio n/2

con

Eij = q—nij,

donde 7;; ~ Ber(q), asi EE;; = 0y EE}; = q(1 — ¢). Consideremos la matriz
U = (u;;) dada por
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asi, Eu;; = 0, Eufj =1lyLk = \/m U. Es importante notar que la distribu-
cién empirica espectral de 2UU* /n converge en distribucién a la distribucion de
Marcenko-Pastur con soporte en [0, 4] (Teorema 2.5 [5]]) ademas el mayor eigen-
valor de esta matriz converge casi seguramente a 4 (Teorema 2 de [3]). Luego,

para todo € > 0

Amax(U) < (24 e)\/g

y por lo tanto

n

Amax(EA- — A ) = M (B) < (24 €)4 /q(1 — q)§. (3.3.13)

Estimacion de la cota superior de )\méx(—ng;\/[ B)

Con lo anterior tenemos los elementos para concluir la demostracion del Teo-

rema 3.3} De las desigualdades (3.3.7)-(3.3.13) obtenemos que

o |
Mss (~Thiss) < VI p(L = pnlogn + == + 2+ )y [a1 - 9)5

V
=/ (1+€)p(1 — p)nlogn + 10% + L etrovad—gn

V2

) g (2\/(1+€)p<1 _p)%log“m;;# + %(He) @)

:g<2\/(1+6)p(1—p) logn + 2187 L 504 Q(l—Q)>.

n n? n

alogn _ Blogn

Recordando que p = = 5"y ¢ ~>=, obtenemos
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\/(1 FOpL=p) \/(1+6)alogn (1 - alogn) g n

n n

_ logn\/a(1+e) (1_ odogn)7
n n

V2(2 +€) a1 —q) :\/5(2+6)\/lﬁlogn (l_ﬁlogn)

n n o n n
1 1
=V2(2+¢) Ogn\/ P (1— g Ogn).
n logn n
Asi
° nlogn alogn 2
(T < = _ z
Amax (T pr) < 5 1 [2\/04(1 +€) (1 - ) + -
1
+\/§(2+e)\/ b (1—50g")].
logn n
Como
1
2\/a(1 te) (1 i Og") <2v/a(l+e), (3.3.14)
n

entonces, si garantizamos que con alta probabilidad

2\/a(1+e)+%+\/§(2+6)\/i (1— 5logn) <a-p#, (33.15)

logn n

obtenemos que

Amax (T pg) < 3

y por lo tanto, el problema (3.3.2) tiene solucién tnica.
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Demostracion (Teorema[3.3). De la estimacion de Aysx(— L), mas precisamente

las ecuaciones (3.3.7) y (3.3.14), tenemos que para todo ¢ > 0, existe n(, € N tal

que

nlogn

P (/\méx(—il) < 20(2 + e)) >1—e (3.3.16)

Por hipétesis tenemos que existe 0 < € < 1 tal que

Va(V2(1+¢ -1) < /5,

de esta manera
2a(1 +¢)

va+vB
cumpliendo (3.3.16) para algun nj, € N.
Asi, usando la hipétesis v/2 < /a — /B

2V (1 + €) = V2/2a(1 + €) < (Va—/B)r(va++/B) = k(a—B) (3.3.17)

k<1

Ahora, sea ny € N tal que paran > ng,

ogn n

%Jr (\/§+%> (2+e)\/1i (1 - mog”) <(1-k)(a—pB). (33.18)

De esta manera, para ny > max{ny, ng , de las ecuaciones (3.3.17) y (3.3.18)

se sigue (3.3.15).

Para finalizar realizaremos tres observaciones sobre el rango de valores fac-

tibles de a y 3.
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Observacion. Por hipétesis sabemos que /o — /B > /2, entonces /B < /o —
/2, asi reemplazando en la desigualdad

Va(V2(1+e) —1) < Va— V2
V2 < a2 =201+ €))

V2 < V. (3.3.19)

2—+4/2(1+¢)

Como € > 0, se tiene la desigualdad 2 — \/2(1 +¢€) < 2 — V2, asi obtenemos

1+V2= 2:/5\/5 < Va, (3.3.20)

que nos da una cota inferior para c.
Observacion. De la desigualdad (3.3.5) tenemos que

B B B
SV T (Vao1e

de donde encontramos una cota superior para «.. Recordemos que v y [3 nos determi-

(3+2V2)8, (3.3.21)

nan como son las probabilidades p,,, g, asi con la desigualdad anterior obtenemos
G < Dn < (342V2)gn.
Observacion. De la desigualdad (3.3.21) tenemos
a— B < amax — B = (2+2V2)8.

Por otra parte, de la cota (3.3.20) obtenemos

1+vV2 -8 <a—4,

como por hipétesis o« — 3 > 0, de todo lo anterior encontramos que

méx{l +v2— 3,0} <a— < (2+V2)8.



Apéndice A

Reporte de simulaciones

En este apéndice presentamos resultados de un estudio de simulacion sobre
la distribucion empirica espectral de matrices laplacianas con distintas distribu-
ciones y tamanos y sobre la distribucion del mayor eigenvalor de matrices la-
placianas con distribucién normal. Estos resultados nos llevaron a plantear las
conjeturas que presentamos en el Capitulo 2 sobre una aproximacién a la den-
sidad de la convolucion libre vy, = S H v de la distribucién semicircular S y la

distribucion normal estandar v mediante una mezcla de las distribuciones Sy 7.

Para el primer caso, simulamos matrices X = (.X;;) de cuatro diferentes ta-
marfios (n = 100, 500, 1000, 2000) y tres distribuciones simétricas (normal, Ber-
noulli, uniforme) con media cero y varianza uno. Definimos la matriz laplaciana
L = Lx para cada matriz X. Elegimos estas distribuciones para tener ejemplos
de variables continuas y discretas y con soporte acotado y no acotado. En todos

los ajustes usamos el parametro de mezcla o ~ V2 /2.

66
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A.1. Caso Normal

Para este caso las entradas de la matriz simétrica X son variables aleatorias

normales estandar con media cero y varianza 1.

DEE laplaciano 100x100 DEE laplaciano 500x500

0.40

0.35

0.30

0.25 A

0.20 A

0.15 A

0.10 A

0.05 A

0.00 -

(a) Ajuste matriz laplaciana 100 x 100. (b) Ajuste matriz laplaciana 500 x 500.

DEE laplaciano 1000x1000 DEE laplaciano 2000x2000

0.35

0.30 A

0.25 A

0.20 A

0.15 A

0.10 A

0.05 A

0.00 -

(c) Ajuste matriz laplaciana 1000 x 1000. (d) Ajuste matriz laplaciana 2000 x 2000.

Figura A.1: Histogramas de la distribucion empirica espectral DEE y el ajuste
dado por la conjetura para matrices laplacianas L[x] normalizadas por v/2n con

las entradas de X normal estandar.
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A.2. Caso uniforme

Necesitamos que las variables aleatorias tengan media cero y varianza uno,

de esta manera, para este caso consideramos que las entradas de la matriz X

estan

dadas por Uni f(—+/3,v/3).

DEE laplaciano 100x100

DEE laplaciano 500x500

0.40 -

0.35 -

0.30 -

0.25 A

0.20 -

0.15 -

0.10 A

0.05 -

0.00 -

(a) Ajuste matriz laplaciana 100 x 100.

DEE laplaciano 1000x1000

DEE laplaciano 2000x2000

(b) Ajuste matriz laplaciana 200 x 200.

0.35 A

0.30 -

0.25 -

0.20 -

0.05 -

0.00 -

(c) Ajuste matriz laplaciana 1000 x 1000.

—— Ajuste

0.35

0.30 -

0.25

0.20 -

0.15 A

0.10

0.05 -

0.00 -

—— Ajuste

(d) Ajuste matriz laplaciana 100 x 100.

Figura A.2: Histogramas de la distribucion empirica espectral DEE y el ajuste

dado por la conjetura para matrices laplacianas Ly] normalizadas por v/2n con

las entradas de X dadas por Unif(—+/3,v/3).
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A.3. Caso Bernoulli

En este caso consideramos esntradas fuera de la diagonal como variables alea-

torias Ber(1/2) tomando valores en {—1, 1}.

DEE laplaciano 100x100 DEE laplaciano 500x500

0.4

0.3

0.14

0.0 -

(a) Ajuste matriz laplaciana 100 x 100. (b) Ajuste matriz laplaciana 500 x 500.

DEE laplaciano 1000x1000 DEE laplaciano 2000x2000

0.35

0.30

0.25 A

0.20 A

0.15 A

0.05 A

0.00 -

(c) Ajuste matriz laplaciana 1000 x 1000. (d) Ajuste matriz laplaciana 2000 x 2000.

Figura A.3: Histogramas de la distribucion empirica espectral DEE y el ajuste
dado por la conjetura para matrices laplacianas Lx] normalizadas por v/2n con

las entradas de X dadas por Ber(1/2) tomando valores en {—1, 1}.
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