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Introducción

La teoŕıa de probabilidad libre fue fundada en la década de los 80 por Dan Virgil

Voiculescu. En palabras de Dimitri Shlyakhtenko: “Noncommutative probability theory

views elements of a noncommutative von Neumann algebra as analogs of classical ran-

dom variables. One of Voiculescu’s discoveries is that in this more general noncommu-

tative framework there is room for a new notion of independence, called freeness. [...]

Amazingly, as Voiculescu showed, many theorems and concepts in classical probability

have very nice free analogs; [...] Free probability theory has now grown into a rich field,

with connections and applications to many other areas of mathematics. For example,

Voiculescu’s discovery that certain random matrices are asymptotically free as their si-

zes go to infinity makes possible computations of expected asymptotic spectral density

of their eigenvalues. [...]”.

En otras palabras, la teoŕıa de probabilidad libre es un análogo a la teoŕıa de pro-

babilidad cuando las variables aleatorias son no conmutativas. En la década de los 90

Roland Speicher introdujó el concepto de cumulantes libres y relacionó a estos últimos

con la teoŕıa combinatoria de las particiones que no se cruzan. En esa misma época

Voiculescu demostró que ciertos ensambles de matrices aleatorias son libres asintótica-

mente, lo que permitió poner a las matrices aleatorias en el contexto de la probabilidad

libre. Espećıficamente, permitió calcular los espectros asintóticos de ciertos ensambles

de matrices aleatorias v́ıa las herramientas, tanto anaĺıticas como combinatorias, de la

probabilidad libre. Para más información acerca del contexto histórico de la probabili-

dad libre véase la introducción del libro de Vladislav Kargin [14] del 2008.
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En comunicación inalámbrica, particularmente al trabajar con sistemas multiantena,

ciertas cantidades de interés dependen del espectro de ciertas matrices aleatorias. Puesto

que es posible trabajar con el espectro asintótico de matrices aleatorias v́ıa probabilidad

libre, esta última es la base de diversas aplicaciones en comunicación inalámbrica. Por

ejemplo véanse los art́ıculos de Mestre, Fonollosa y Pagès-Zamora [18] del 2003; Far,

Oraby, Bryc y Speicher [11] del 2008; Speicher, Vargas y Mai [24] del 2011; y Debbah,

Fawaz, Gesbert y Zarifi [7] también del 2011.

Un sistema multiantena es un sistema de comunicaciones en el cual se transmite

y se recibe con varias antenas que operan simultaneamente. El sistema multiantena

ideal supone la ausencia de correlación entre las variables aleatorias que modelan a los

canales entre las antenas del sistema. Como consecuencia de la no correlación se puede

demostrar, a partir del teorema célebre de Marchenko-Pastur (Teorema 3.5), que dicho

sistema ideal es capaz de transmitir cualquier cantidad de información. Especif́ıcamente,

la cantidad de información crece indefinidamente al incrementar el número de antenas.

Sin embargo, cuando el número de antenas en un mismo dispositivo aumenta es muy

dif́ıcil evitar que estas se correlacionen [23]. Por lo tanto, surge la necesidad de modelar

la correlación de tal forma que seamos capaces de estimar la escalabilidad del sistema,

es decir, cuantificar la cantidad de información que pasará a través del sistema cuando

el número de antenas se vuelva arbitrariamente grande.

En la literatura existen diversos modelos para la correlación de sistemas multiantena.

Uno de los modelos más utilizados es el modelo de correlación separable o correlación

de Kronecker, véase por ejemplo el art́ıculo de Lozano, Tulino y Verdú [17] del 2005.

En dicho art́ıculo se calcula la capacidad de un sistema multiantena con este tipo de

correlación mediante una serie de teoremas derivados a partir de un teorema de matrices

aleatorias deducido por Girko.

En este contexto, una extensión reciente de la probabilidad libre, llamada proba-

bilidad libre valuada en operadores, nos permite calcular el espectro de dicho canales

multiantena correlacionados. Más aún, explotando el concepto de libertad, el análogo

en probabilidad libre al de independencia en probabilidad, es posible contruir nuevos
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modelos para la correlación de sistemas multiantena. En este sentido, la probabilidad

libre valuada en operadores nos proporciona una serie de herramientas de utilidad desde

el punto de vista de la modelación.

En esta tesis de maestŕıa proporcionamos un modelo para modelar la correlación

en un sistema multiantena el cual, hasta donde sabemos, no ha sido explorado en la

literatura. Este modelo surge de adaptar y extender el modelo a bloques utilizado por

Far, Oraby, Bryc y Speicher en el art́ıculo [11] del 2008 en el contexto de sistemas

monousuario con interferencia interśımbolos. Para calcular la cantidad de información

asintótica en el número de antenas transmitida bajo este modelo es necesario calcular

el espectro de la matriz de operadores que nos proporciona el modelo. En este trabajo

describimos a grandes rasgos una forma de resolver este problema en un caso particular.

Sin embargo, la solución del caso general es parte del trabajo futuro que surge de esta

tesis.

En el Caṕıtulo 1 discutimos la metodoloǵıa usual con la cual posteriormente pondre-

mos a las matrices aleatorias en el contexto de la probabilidad libre. Este caṕıtulo posee

un carácter introductorio por lo cual procuramos mantener los tecniśısmos al mı́nimo.

En el Caṕıtulo 2 presentamos algunos de los fundamentos de la teoŕıa de probabi-

lidad libre. En particular, definimos espacio de probabilidad no conmutativo, variable

aleatoria no conmutativa y objetos relacionados, como por ejemplo la relación de liber-

tad, los cumulantes libres y la transformada de Cauchy.

En el tercer caṕıtulo enunciamos los teoremas de la teoŕıa de matrices aleatorias

que nos permiten aplicar el procedimiento discutido en el Caṕıtulo 1.

En el Caṕıtulo 4 presentamos la probabilidad libre valuada en operadores. Después

de dar algunos elementos básicos de esta teoŕıa, trabajamos con dos espacios de pro-

babilidad valuados en operadores los cuales nos permitirán operar con matrices rectan-

gulares y matrices a bloque. Este tipo de espacios serán de utilidad en las aplicaciones

tratadas en el último caṕıtulo. En particular, las matrices rectangulares nos permiten

solucionar el problema ya resuelto en Debbah, Fawaz, Gesbert y Zarifi [7] mediante el

uso exclusivo de probabilidad libre (valuada en operadores); mientras que el modelo
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que proponemos está basado fuertemente en matrices a bloques.

Como ya se mencionó, en el Caṕıtulo 5 presentamos algunas aplicaciones de la

probabilidad libre valuada en operadores en comunicación inalámbrica. Después de

revisar algunas aplicaciones existentes, en la Sección 5.4 presentamos nuestra propuesta

para modelar la correlación en sistemas multiantena.

Al final de cada caṕıtulo se incluyen notas adicionales de carácter bibliográfico e

histórico relacionadas con el caṕıtulo al que pertenecen.

En el Apendice A damos algunos elementos de la Teoŕıa de Inverisón de Möbius, la

cual es una parte importante de la teoŕıa combinatoria de los cumulantes libres.
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Notación

R Campo de los números reales

C Campo de los números complejos

Matd (K) Conjunto de las matrices de d× d con coeficientes en el campo K

Matd×e (K) Conjunto de las matrices de d× e con coeficientes en K

tr Función traza

trd Función traza normalizada por la dimensión (d)

1A Identidad en el álgebra A

0A Elemento neutro en el álgebra A

C(X,K) Conjunto de las funciones continuas en X con valores en K

Bp (r) Bola centrada en p de radio r

K〈Xi | i ∈ I〉 Polinomios con coeficientes en K con indeterminadas (Xi)i∈I

Lp(Ω, P ) Conjunto de las funciones f : Ω→ C tales que
∫
|f |pdP <∞

L∞(Ω, P ) Conjunto de las funciones f : Ω→ C acotadas P c.s.

L∞−(Ω, P ) Conjunto de las f : Ω→ C tales que f ∈ Lp(Ω, P ) para toda p ≥ 1

S1 Subconjunto de los números complejos con norma unitaria

NC(n) Particiones que no se cruzan del conjunto {1, . . . , n}

NC2(n) Emparejamientos que no se cruzan del conjunto {1, . . . , n}

NC Conjunto de todas las particiones que no se cruzan

NC2 Conjunto de todos los emparejamientos que no se cruzan

B (X) σ-álgebra de Borel del espacio topológico X

[A]i,j Coeficiente i, j de la matriz A
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Caṕıtulo 1

Motivación general

Como se dijo en la introducción, el objetivo de este caṕıtulo es ilustrar la metodoloǵıa

usual para operar con el espectro de matrices aleatorias mediante probabilidad libre.

Para ello consideremos lo siguiente.

Sea (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad en el cual están definidas variables alea-

torias (Xn, Yn)n≥1 independientes, tales que las (Xn)n≥1 son idénticamente distribuidas

con media µx y las (Yn)n≥1 también son idénticamente distribuidas de media µy. Su-

pongamos además que las variables aleatorias en cuestión tienen soporte uniformemente

acotado, i.e. Xn, Yn ∈ L∞(Ω,P) para toda n ∈ N y existe K > 0 tal que |Xn|, |Yn| ≤ K

para toda n. Definamos para cada N ∈ N

SXN :=
1

N

N∑
n=1

Xn,

SYN :=
1

N

N∑
n=1

Yn,

EN := E,

donde E es el valor esperado asociado a P. Observemos que EN es un funcional lineal

EN : L∞(Ω,P)→ C.

Si por alguna razón únicamente operamos con las variables aleatorias SXN y SYN

1



a través del funcional EN , y además únicamente estamos interesados en el valor de

EN

(
(SXN + SYN)2

)
, entonces un cálculo directo nos muestra que

EN

((
SXN + SYN

)2)
=

E (X2
1 ) + E (Y 2

1 )

N
+
N − 1

N
(µ2

x + µ2
y) + 2µxµy.

El cálculo anterior es relativamente sencillo, sin emabargo, este tipo de expresiones

se puede complicar, e.g. EN

(
(SXNS

Y
N + SYN

2
)3 − SXNSYN

)
. Una observación importante

es que1 EN

(
(SXN + SYN)2

)
→ (µx + µy)

2 y

EN

(
(SXNS

Y
N + SYN

2
)3 − SXNSYN

)
→ (µxµy + µ2

y)
3 − µxµy

cuando N → ∞. Por lo tanto, para N suficientemente grande es posible utilizar la

cantidad (µxµy+µ2
y)

3−µxµy como una aproximación a EN

(
(SXNS

Y
N + SYN

2
)3 − SXNSYN

)
.

Observemos que para cada N ∈ N únicamente hemos trabajado con las variables

aleatorias SXN , S
Y
N y el funcional lineal EN . Puesto que las variables aleatorias SXN y SYN

son variables aleatorias de soporte compacto, la frase anterior es equivalente a decir

que para cada N ∈ N trabajamos con la pareja (AN ,EN), donde AN = L∞(Ω,P).

Si denotamos por id : C → C a la identidad en C, la aproximación propuesta en el

párrafo anterior es equivalente a aproximar a nuestro espacio (AN ,EN) por el espacio

(A := C, ϕ := id). En general, no es claro como aproximar a una variable aleatoria

cualquiera en AN por un elemento en A. Sin embargo, las variables aleatorias SXN y SYN

pueden ser aproximadas por µx y µy respectivamente.

Si bien es cierto que la simplificación propuesta nos evita una gran cantidad de

cálculos, en esta era en la que el ordenador nos permite realizar millones de operaciones

por segundo parece poco útil tal simplificación. Sin embargo, la razón de fondo es

que el espacio (A, ϕ) contiene la esencia del fenómeno en cuestión. En este sentido, si

las parejas (AN ,EN) provienen de cierto fenomeno f́ısico entonces podemos pensar a

(AN ,EN) como una versión imperfecta de (A, ϕ), aun que no sea de esta manera.

1Puesto que (Xn, Yn)n≥1 tienen soporte uniformemente acotado, los ĺımites siguientes son una
consecuencia directa del Teorema de Convergencia Dominada.
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De esta forma optamos por la simplificación de espacio para evitar distraernos con

detalles posiblemente irrelevantes. En este sentido, la probabilidad libre nos propor-

ciona un espacio esencial el cual nos permite operar y entender mejor a las matrices

aleatorias de dimensión grande. En caṕıtulos subsecuentes presentaremos la noción de

libertad asintótica, el concepto análogo a la independencia en el contexto de ensambles

de matrices aleatorias. Puesto que algunas aplicaciones suponen libertad asintótica en-

tre algunas matrices, es imperativo desde el punto de vista de modelación entender la

relación de libertad asintótica. En particular, este es un ejemplo de los beneficios de

entender la esencia detrás de las matrices de dimensión grande.

Para ilustrar la metodoloǵıa usual al trabajar con matrices aleatorias consideremos

lo siguiente. Supóngase que se tiene matrices autoadjuntas2 (An)n∈N cuyos coeficientes

son variables aleatorias con valores en los números complejos. Denotemos por FAn

a la distribución emṕırica espectral de An, es decir, la distribución uniforme en los

eigenvalores de An.

Puesto que los coeficientes de las An son aleatorios, también las distribuciones FAn

son aleatorias. Sin embargo, existen familias de matrices aleatorias (An)n∈N cuyas dis-

tribuciones emṕıricas espectrales FAn convergen en distribución casi seguramente a un

función de distribución FA no aleatoria. En el Caṕıtulo 3 damos ejemplos de este tipo

de familias de matrices aleatorias.

En el ánimo de las aproximaciones hechas en párrafos anteriores, en este contexto

utilizaremos a FA en lugar de FAn . Si además de la familia (An)n∈N se tuviera otra

familia (Bn)n∈N tal que sus distribuciones emṕıricas espectrales FBn convergen a una

función de distribución FB, ¿qué podŕıamos decir acerca de las aproximaciones corres-

pondientes para FAn+Bn o FAnBn?

Un enfoque para responder a esta pregunta, el cual extiende lo realizado para las

sumas normalizadas SXN y SYN al caso de matrices aleatorias, es el siguiente.

1) Puesto que estamos interesados en sumas y productos, necesitamos crear un álgebra

2En general las matrices no tienen porque ser autoadjuntas, sin embargo, aqúı hacemos esa supo-
sición por simplicidad en la exposición.
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A de ((variables aleatorias)) en la cual existan a, b ∈ A tales que la ((distribución)) de

a está intimamente relacionada con FA y la ((distribución)) de b lo está con FB.

2) Derivar reglas para el cálculo de la ((distribución)) de la suma y producto de variables

aleatorias ((independientes)).

3) Encontrar en que casos las variables inducidas por las familias de matrices aleatorias

resultan ser ((independientes)).

Las (()) son para denotar que los objetos que buscamos son análogos al caso clásico, pero

no necesariamente son los mismos.

Observemos que de crear un tal espacio y una forma de asignarle una ((variable

aleatoria)) a cada distribución de probabilidad, estaremos equipando a cada familia

de matrices aleatorias (cuyo espectro converge) una ((variable aleatoria)) en una cierta

álgebra A. Esto nos permite intepretar este procedimiento como dotar de una matriz

infinita a cada familia de matrices. Después veremos que las C∗-álgebras son de parti-

cular útilidad al trabajar con estos nuevos ((espacios de probabilidad)), y por lo tanto

estas matrices infinitas de hecho pueden ser pensadas como operadores.

Una forma de caracterizar a las variables aleatorias reales de soporte compacto es

mediante sus momentos. Por lo tanto, L∞(Ω,P) es un espacio conmutativo el cual es

un posible candidato a álgebra donde aplicar el procedimiento anterior. Especificamen-

te, la ((independencia)) es la independencia usual y la ((distribución)) es el conjunto de

momentos. Además, las reglas para calcular la ((distribución)) de la suma o producto de

variables aleatorias independientes tamb́ıen sigue la técnica usual (basada en momen-

tos). Por lo tanto, la ((distribución)) depende sólamente del funcional lineal esperanza

lo que nos permite trabajar únicamente con la pareja (L∞(Ω,P),E). Es importante

enfatisar que en este caso trabajamos con los momentos de las variable aleatoria y no

su distribución de probabilidad.

Si bien es cierto que (L∞(Ω,P),E) es un candidato para aplicar el procedimiento

de tres pasos descrito anteriormente, es intuitivamente claro que no es un buen can-
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didato ya que L∞(Ω,P) es un álgebra conmutativa mientras que las matrices son no

conmutativas.

Para el caso de matrices aleatorias, observemos que para toda m ∈ N se tiene que

E
(∫

xmFAn(dx)

)
= E (trn(Amn )) . (1.1)

En analoǵıa a los momentos del párrafo anterior, para matrices aleatorias de dimen-

sión finita podemos tomar el valor esperado de la traza normalizada para obtener la

((distribución)) de la distribución emṕırica espectral. Más aún, para encajar a una fami-

lia (An)n∈N en el espacio de matrices infinitas tomaremos un álgebra no conmutativa

A y un elemento a ∈ A de tal manera que la ((distribución)) (momentos) de a coincidan

con los ĺımites de los momentos de FAn . Especificamente, si ϕ : A → C es el funcional

lineal asociado a las ((distribuciones)) en A, requerimos que

ϕ (am) = ĺım
N→∞

E
(
trN(AMN )

)
para toda m ∈ N.

Las reglas para calcular los momentos de sumas o productos en el espacio de matrices

infinitas no son las usuales, donde la principal diferencia radica en que el álgebra de

((variables aleatorias)) en cuestión es no conmutativa. Por esta misma razón la noción de

((independencia)) también difiere a la del caso clásico, tal y como se verá en los siguientes

caṕıtulos.

Por lo tanto, en lo sucesivo trabajaremos con ((variables aleatorias independientes))

en un espacio (A, ϕ), donde A es un álgebra no conmutativas y ϕ : A → C es un

funcional lineal. La existencia de un álgebra A de las caracteŕısticas requeridas no es

clara a priori. Este es un hecho técnico que necesita demostración, análogo a demostrar

la existencia de un espacio de probabilidad clásico en el que viven familias de vari-

bles aleatorias independientes. Este aspecto de la teoŕıa no será tratado en esta tesis,

remitimos al lector interesado al libro de Nica y Speicher [19].

5



6



Caṕıtulo 2

Probabilidad libre escalar

En este caṕıtulo se dan algunos elementos básicos de la probabilidad libre escalar,

en particular, se da la definición de variables aleatorias (no conmutativas) libres y

se muestra la relación entre momentos, cumulantes y ciertas transformadas de dichas

variables aleatorias. Comenzamos dando las definiciones básicas de la probabilidad libre

escalar, a saber, las de espacio de probabilidad no conmutativo y variable aleatoria no

conmutativa. A manera de aplicación demostramos el Teorema del Ĺımite Central Libre

(TLCL), para lo cual es necesaria la noción de convergencia en distribución de variables

aleatorias no conmutativas.

2.1. Definiciones básicas

Antes de estudiar a nuestros principales objetos de estudio, recordemos las siguientes

definiciones.

Definición 2.1. Definimos un álgebra A sobre un campo K como un espacio vectorial

sobre K el cual tiene definida una operación · : A ×A → A tal que para cualesquiera

α ∈ K y x, y, z ∈ A se tiene que

(1) α(xy) = (αx)y = x(αy),

(2) x(y + z) = xy + xz,
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(3) (x+ y)z = xz + yz.

Si para todas x, y ∈ A se tiene que xy = yx, se dice que A es un álgebra conmutativa.

Definición 2.2. Definimos una ∗-álgebraA como un álgebra la cual tiene una operación

antilineal ∗ : A → A (a 7→ a∗) tal que (a∗)∗ = a y (ab)∗ = b∗a∗ para todas a, b ∈ A.

Definición 2.3. Decimos que una ∗-álgebra A es una C∗-álgebra si es un espacio de

Banach respecto a una norma || · ||: A → [0,∞) la cual satisface que ||x∗x|| = ||x∗|| ||x||

para toda x ∈ A.

En este contexto definimos los espacios de probabilidad no conmutativos.

Definición 2.4. Un espacio de probabilidad no conmutativo es un par (A, ϕ) donde

A es un álgebra unital compleja y ϕ : A → C es un funcional lineal con ϕ (1A) = 1,

donde 1A es la identidad en A. A los elementos de A se les llama variables aleatorias

no conmutativas.

Decimos que ϕ es tipo traza si ϕ (ab) = ϕ (ba) para cualesquiera a, b ∈ A. En este

caso decimos que el espacio de probabilidad no conmutativo es tracial.

Comentario 2.1. El término no conmutativo es para enfatizar que el álgebra en prin-

cipio no es conmutativa. Siempre que no cause confusión, en lo sucesivo omitiremos

el término no conmutativo cuando hablemos de espacios de probabilidad o variables

aleatorias no conmutativas. El adjetivo escalar en probabilidad libre escalar se debe a

que ϕ es C-valuada (o escalar valuada). En el Caṕıtulo 4 estudiaremos una clase de

espacios de probabilidad en los que el funcional lineal en cuestión no es C-valuado sino

B-valuado, donde B es una subálgebra unital de A.

Definición 2.5. Se define un ∗-espacio de probabilidad como un espacio de probabilidad

(A, ϕ) tal que A es una ∗-álgebra y ϕ es un funcional positivo, i.e. ϕ (a∗a) ≥ 0 para

toda a ∈ A.

Decimos que ϕ es fiel si ϕ (a∗a) = 0 si y sólo si a = 0A, donde 0A denota al elemento

neutro en A.

Ejemplo 2.1. Sea A = Matd (C) el álgebra de matrices d×d con coeficientes complejos

y ϕ = trd =
1

d
tr. Es claro que (A, ϕ) es un ∗-espacio de probabilidad, con ϕ tracial y

8



fiel.

Ejemplo 2.2. Observemos que el Ejemplo 2.1 puede ser extendido considerando las

matrices d × d cuyos coeficientes son variables aleatorias en L∞−(Ω,F ,P), el álgebra

de variables aleatorias sobre (Ω,F ,P) que tienen todos sus momentos. Especificamente,

si tomamos A = Matd (L∞−(Ω,F ,P)) y ϕ = E ◦ trd entonces (A, ϕ) forma un ∗-

espacio de probabilidad con ϕ tracial. Además, se tiene que ϕ es fiel si A se toma como

Matd (L∞−(Ω,F ,P)) módulo la relación de equivalencia definida por la igualdad casi

segura. En particular, para d = 1 se obtiene que (L∞−(Ω,F ,P),E) es un ∗-espacio de

probabilidad donde el álgebra es de hecho conmutativa.

Ejemplo 2.3. Sea A el álgebra de operadores lineales acotados en un espacio de Hilbert

H. Tomemos u ∈ H fijo con ||u||2 = 1, y definamos ϕu : A → C al mapeo dado

por a 7→ 〈au, u〉. Es claro que para cada u ∈ H la dupla (A, ϕu) es un ∗-espacio de

probabilidad no necesariamente tracial y no necesariamente fiel. Esto nos muestra que

dotar de diferentes funcionales lineales a una misma álgebra puede dar lugar a diferentes

espacios de probabilidad.

Ejemplo 2.4. Sea (A, ϕ) un ∗-espacio de probabilidad y Matd (A) el conjunto de matri-

ces d×d con entradas1 en A. Definimos las operaciones · : C×A → A, + : A×A → A,

× : A×A → A y ∗ : A → A mediante

(αA)i,j = αAi,j,

(A+B)i,j = Ai,j +Bi,j,

(AB)i,j =
d∑

k=1

Ai,kBk,j,

(A∗)i,j = A∗j,i,

para cualesquiera α ∈ C y A,B ∈ Matd (A). Es fácil demostrar que (Matd (A) , ϕ ◦ trd)

es un ∗-espacio de probabilidad tracial, y que además ϕ ◦ trd es fiel si y sólo si ϕ es

1En general, siempre que una matriz tenga variables aleatorias no conmutativas por coeficientes,
denominaremos a estos últimos ((entradas)).
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fiel. Este tipo de espacios serán retomados con más detalle en el Caṕıtulo 4, cuando

trabajemos con los llamados espacios de probabilidad valuados en operadores.

Para finalizar con los ejemplos de ∗-espacios de probabilidad, mostraremos uno de

los ejemplos clásicos que motivaron el desarrollo de la probabilidad libre.

Ejemplo 2.5. Sea G un grupo. El álgebra de grupo CG de G es un álgebra compleja

la cual tiene una base indexada por los elementos de G, i.e.

CG :=

{∑
g∈G

αgg : αg ∈ C, |{g ∈ G | αg 6= 0}| <∞

}
.

Más aún, CG tiene estructura de ∗-álgebra con las operaciones dadas por(∑
g∈G

αgg

)∗
=
∑
g∈G

αgg
−1,(∑

g∈G

αgg

)
·

(∑
g∈G

βgg

)
=
∑
g,h∈G

αgβh(gh),(∑
g∈G

αgg

)
+

(∑
g∈G

βgg

)
=
∑
g∈G

(αg + βg)g.

Si denotamos por ϕ : CG→ C al funcional lineal dado por

ϕ

(∑
g∈G

αgg

)
= αe

con e la identidad en G, entonces (CG,ϕ) es un ∗-espacio de probabilidad con ϕ tracial

y fiel.

El Teorema de Gelfand-Naimark afirma que toda C∗-álgebra es isométricamente

∗-isomorfa a una subálgebra cerrada de los operadores lineales acotados de un cierto

espacio de Hilbert [22]. En este sentido, cuando se trabaja con una C∗-álgebra en esencia

se está trabajando con un álgebra de operadores. En este tenor se definen los siguientes

tipos de variables aleatorias.
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Definición 2.6. Sea (A, ϕ) un ∗-espacio de probabilidad y a ∈ A, decimos que:

a es autoadjunta si a∗ = a.

a es unitaria si a∗a = aa∗ = 1A.

a es normal si a∗a = aa∗.

a es Haar unitaria si es unitaria, i.e. aa∗ = a∗a = 1A, y además para m ∈ Z se

tiene que

ϕ (am) = δ0(m).

Las siguientes son algunas propiedades básicas de los espacios de probabilidad.

Proposición 2.1. Sea (A, ϕ) un ∗-espacio de probabilidad. Entonces las siguientes

proposiciones se cumplen:

(1) Si a ∈ A es una variables aleatoria autoadjunta entonces ϕ (a) ∈ R.

(2) ϕ (x∗) = ϕ (x) para toda x ∈ A.

Demostración. Puesto que 1A = (1∗A)∗ = (1A1∗A)∗ = 1A1∗A = 1∗A, tenemos que u :=
a+ 1A

2
y v :=

a− 1A
2

satisfacen la ecuación a = u∗u − v∗v. De la positividad de ϕ

concluimos que

ϕ (a) = ϕ (u∗u− v∗v)

= ϕ (u∗u)− ϕ (v∗v) ∈ R.

Para demostrar (2), escribamos x = a+ ib con a =
x+ x∗

2
y b = i

x∗ − x
2

. Observemos

a y b son autoadjuntas. Por el primer inciso se tiene que ϕ (a) , ϕ (b) ∈ R, y por lo tanto

ϕ (x∗) = ϕ (a− ib)

= ϕ (a)− iϕ (b)

= ϕ (a) + iϕ (b)

= ϕ (x),

tal y como se queŕıa demostrar.
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Proposición 2.2. Sea (A, ϕ) un ∗-espacio de probabilidad y a, b ∈ A. Entonces se tiene

que

|ϕ (b∗a) |2 ≤ ϕ (a∗a)ϕ (b∗b) .

Demostración. Sea t ∈ R, la positividad de ϕ implica que

0 ≤ ϕ ((tb− a)∗(tb− a))

= ϕ ((tb∗ − a∗)(tb− a))

= t2ϕ (b∗b)− tϕ ((b∗a)∗)− tϕ (b∗a) + ϕ (a∗a)

= t2ϕ (b∗b)− 2t<{ϕ (b∗a)}+ ϕ (a∗a) .

Puesto que la forma cuadrática anterior es no negativa definida tenemos que

<{ϕ (b∗a)}2 ≤ ϕ (a∗a)ϕ (b∗b) .

Utilizando tb− ia en lugar de tb− a obtenemos la desigualdad análoga

={ϕ (b∗a)}2 ≤ ϕ (a∗a)ϕ (b∗b) .

Si ϕ (b∗b) = 0, las dos desigualdades anteriores implican que

<{ϕ (b∗a)} = 0 y ={ϕ (b∗a)} = 0,

dando lugar a la igualdad |ϕ (b∗a) |2 = ϕ (a∗a)ϕ (b∗b) = 0. Supongamos que ϕ (b∗b) > 0,

entonces

0 ≤ ϕ ((ϕ (b∗b) a− ϕ (b∗a) b)∗(ϕ (b∗b) a− ϕ (b∗a) b))

= ϕ
(

(ϕ (b∗b) a∗ − ϕ (b∗a)b∗)(ϕ (b∗b) a− ϕ (b∗a) b)
)

= ϕ (b∗b)2 ϕ (a∗a)− ϕ (b∗b)ϕ (b∗a)ϕ (b∗a)− ϕ (b∗b)ϕ (b∗a)ϕ (b∗a) + |ϕ (b∗a) |2ϕ (b∗b)

= ϕ (b∗b)
[
ϕ (b∗b)ϕ (a∗a)− |ϕ (b∗a) |2

]
.
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Puesto que ϕ (b∗b) > 0, la última desigualdad implica el resultado deseado.

Comentario 2.2. La desigualdad del teorema anterior es conocida como la desigualdad

de Cauchy-Schwarz. Si (A, ϕ) es un ∗-espacio de probabilidad tal que existe a ∈ A con

a 6= 0A y ϕ (a∗a) = 0, entonces la proposición anterior implica que ϕ (b∗a) = ϕ (ba) = 0

para toda b ∈ A. Observemos que estos casos degenerados no suceden en espacios de

probabilidad donde ϕ es fiel.

A continuación damos la definición de distribución de una variable aleatoria no

conmutativa. Dicha definición tiene dos versiones: la algebraica y la anaĺıtica. Como

veremos más adelante, estas dos versiones son compatibles para variables aleatorias

normales en C∗-espacios de probabilidad (véase la Definición 2.9).

Definición 2.7. Sea (A, ϕ) un ∗-espacio de probabilidad y a una variable aleatoria en

A. La ∗-distribución algebraica de a es el funcional lineal µ : C〈X,X∗〉 → C el cual

satisface que para cualesquiera k ∈ N y ε(1), . . . , ε(k) ∈ {1, ∗} se tiene que

µ
(
Xε(1) · · ·Xε(k)

)
= ϕ

(
aε(1) · · · aε(k)

)
.

A las expresiones de la forma ϕ
(
aε(1) · · · aε(k)

)
para k ∈ N y ε(j) ∈ {1, ∗} se les

denomina los ∗-momentos de a.

Comentario 2.3. Puesto que

C〈X,X∗〉 =
⊕
k∈N

ε(1),...,ε(k)∈{1,∗}

〈Xε(1) · · ·Xε(k)〉,

la ∗-distribución algebraica está bien definida.

Definición 2.8. Sea (A, ϕ) un ∗-espacio de probabilidad, a una variable aleatoria nor-

mal en A y µ una medida de probabilidad sobre C con soporte compacto. Llamaremos

a µ la ∗-distribución anaĺıtica de a si para toda j, k ∈ N se tiene que

∫
zjzkdµ(z) = ϕ

(
aj(a∗)k

)
.
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Comentario 2.4. Supongamos que µ y ν son ∗-distribuciones anaĺıticas de un elemento

normal a enA. Por definición µ y ν tienen soporte compacto, y por lo tanto existe K > 0

tal que

supp (µ) , supp (ν) ⊂ B0 (K) .

Definamos Φµ : C(B0 (K) ,C)→ C mediante

Φµ(f) =

∫
f(z)dµ(z).

Análogamente definamos Φν . Dado que |Φµ(f)| ≤
∫
Kdµ(z) = K, es claro que Φµ y Φν

son funcionales lineales acotados. Puesto que µ y ν son ∗-distribuciones anaĺıticas de a,

se tiene que Φµ(p) = Φν(p) para todo p ∈ C〈z, z〉. Dado que B0 (K) es un subconjunto

compacto de C y los polinomios son una ∗-álgebra que contiene a las constantes y

separa puntos (ya que la identidad z 7→ z lo hace), el Teorema de Stone-Weierstrass

[16] implica que C〈z, z〉 es denso en C(B0 (K) ,C). Por lo tanto, Φµ está determinada

por los valores que toma en C〈z, z〉, y al coincidir estos últimos con los de Φν se tiene

que Φµ = Φν . Observemos que Φµ = Φν implica que
∫
f(z)dµ(z) =

∫
f(z)dν(z) para

toda f ∈ C(B0 (K) ,C), sin embargo, la última igualdad se puede extender trivialmente

para toda f ∈ C(C,C) y por lo tanto µ = ν. Esto nos muestra que de existir una ∗-

distribución anaĺıtica esta es única, y por lo tanto la definición anterior es consistente.

Definición 2.9. Un C∗-espacio de probabilidad es un ∗-espacio de probabilidad (A, ϕ)

tal que A es una C∗-álgebra.

Definición 2.10. Sea A una C∗-álgebra unital y a una variable aleatoria en A, el

espectro Sp (a) de a está definido por

Sp (a) = {z ∈ C | z1A − a no es invertible}.

Los siguientes tres teoremas, provenientes de la teoŕıa de C∗-álgebras, constituyen la

herramienta necesaria para mostrar la conexión entre ciertos espacios de probabilidad

no conmutativos y ciertos espacios de probabilidad clásicos. Los detalles acerca de dicha
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conexión se encuentran en el Comentario 2.5. Una exposición más detallada de estos

tres teoremas puede ser encontrada en [19].

Teorema 2.1. Sea A una C∗-álgebra unital, entonces las siguientes proposiciones se

cumplen:

Si a ∈ A entonces el conjunto Sp (a) es un subconjunto compacto no vaćıo de C.

Además, se tiene que Sp (a) ⊂ B0 (||a||).

Si a ∈ A es una variable aleatoria normal entonces ||a|| = ||a∗||.

a ∈ A es una variable aleatoria autoadjunta si y sólo si Sp (a) ⊂ R.

a ∈ A es una variable aleatoria unitaria si y sólo si Sp (a) ⊂ S1 ⊂ C, donde S1

representa a los números complejos de norma unitaria.

Teorema 2.2. Sea A una C∗-álgebra unital y a ∈ A una variable aleatoria normal.

Entonces existe un mapeo Φ : C(Sp (a) ,C)→ A el cual satisface las siguientes propie-

dades:

Φ es un homomorfismo de ∗-álgebras unitales.

||Φ(f)|| = ||f ||∞ para toda f ∈ C(Sp (a) ,C), donde ||f ||∞ = supz∈Sp(a) |f(z)|.

Φ(z 7→ z) = a.

Además, Φ también satisface las siguientes propiedades:

Φ es inyectivo.

Φ es continuo.

Φ es único.

Para f ∈ C(Sp (a) ,C) se define f(a) := Φ(f). A Φ se le conoce como el cálculo

funcional para funciones continuas de a.

Teorema 2.3. Sea (A, ϕ) un C∗-espacio de probabilidad y a ∈ A una variable aleatoria

normal. Entonces a tiene una ∗-distribución anaĺıtica µ la cual satisface que:

(1) Para toda f ∈ C(Sp (a) ,C) se tiene que

∫
f(z)dµ(z) = ϕ (f(a)) .
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(2) supp (µ) ⊆ Sp (a), con igualdad si ϕ es fiel.

Teorema 2.4. Sea µ una medida de probabilidad en R. Si µ tiene soporte compacto en-

tonces está determinada por sus momentos, es decir, si ν es otra medida de probabilidad

en R tal que
∫
xm dµ =

∫
xm dν para toda m ∈ N entonces ν = µ.

La demostración del teorema anterior es un ejercicio de rutina. Basta observar que

existe K > 0 tal que para toda m ∈ N se tiene que∣∣∣∣ ∫
R
xmdµ(x)

∣∣∣∣ ≤ Km,

y después escribir la transformada de Fourier como una serie de potencias utilizando

los momentos de µ (que coinciden con los de ν).

Comentario 2.5. Sea (A, ϕ) un C∗-espacio de probabilidad y a ∈ A una variable

aleatoria autoadjunta. El Teorema 2.1 implica que Sp (a) es un subconjunto compacto

de R, mientras que el Teorema 2.3 asegura la existencia de la distribución anaĺıtica,

digamos µ, tal que supp (µ) ⊂ Sp (a). Por lo tanto, el teorema anterior nos muestra que

la distribución anaĺıtica y la distribución algebraica contienen la misma información, i.e.

una determina a la otra y viceversa. En resumen, en el contexto de variables aleatorias

normales en una C∗-álgebra, es suficiente trabajar con las distribuciones algebraicas

ya que estas contienen impĺıcitamente toda la información acerca de las medidas de

probabilidad correspondientes. En esta tesis, generalmente trabajaremos con variables

aleatorias autoadjuntas en C∗-espacios de probabilidad.

2.2. Variables aleatorias libres

El objetivo de esta sección es presentar una noción de ((independencia)) entre varia-

bles aleatorias en un espacio de probabilidad no conmutativo. En particular, daremos

la definición de variables aleatorias libres y calcularemos algunos ejemplos relacionados.

Estos ejemplos nos ayudarán a mostrar las similitudes y diferencias entre las expresiones
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para los momentos mixtos de variables aleatorias independientes en el sentido clásico y

en el sentido libre.

Comentario 2.6. Sean X, Y variables aleatorias independientes en un espacio de pro-

babilidad (Ω,F ,P). Entonces la siguiente igualdad se cumple para cualesquiera j, k ∈ N

E
(
XjY k

)
= E

(
Xj
)

E
(
Y k
)
.

En particular, tenemos que los momentos mixtos, i.e. el valor esperado de productos

que contienen a X y Y , se pueden calcular via los momentos individules de X y Y .

En esta sección mostraremos que si x, y son variables aleatorias libres en un espacio de

probabilidad (A, ϕ) entonces la distribución algebraica mixta está determinada por las

distribuciones algebraicas individuales.

Definición 2.11. Sea I un conjunto arbitrario, (A, ϕ) un ∗-espacio de probabilidad y

(ai)i∈I variable aleatorias en A. La ∗-distribución algebraica de las variables aleatorias

(ai)i∈I es el funcional lineal µ : C〈{Xi, X
∗
i | i ∈ I}〉 → C el cual satisface que para

cualesquiera k ∈ N, i(1), . . . , i(k) ∈ I y ε(1), . . . , ε(k) ∈ {1, ∗} se tiene que

µ
(
X
ε(1)
i(1) · · ·X

ε(k)
i(k)

)
= ϕ

(
a
ε(1)
i(1) · · · a

ε(k)
i(k)

)
.

A las expresiones de la forma ϕ
(
a
ε(1)
i(1) · · · a

ε(k)
i(k)

)
para k ∈ N, i(j) ∈ I y ε(j) ∈ {1, ∗}

se les denomina los ∗-momentos mixtos de (ai)i∈I .

Definición 2.12. Sea (A, ϕ) un ∗-espacio de probabilidad, I un conjunto arbitrario y

Ai una subálgebra unital de A para cada i ∈ I. Decimos que las álgebras {Ai|i ∈ I}

son libres si: para todo n ∈ N y variables aleatorias aj ∈ Ker (ϕ) ∩ Ai(j) (i(j) ∈ I, j ∈

{1, . . . , n}) tales que2 i(1) 6= i(2), i(2) 6= i(3), . . . , i(n− 1) 6= i(n), se tiene que

ϕ (a1 . . . an) = 0.

2Observemos que está permitido que i(1) = i(3) y que i(1) = i(n).
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Decimos que las familias de variables aleatorias {a(i)
1 , . . . , a

(i)
ni } para i ∈ I son libres

si las álgebras 〈C1A, a
(i)
1 , . . . , a

(i)
ni 〉 para i ∈ I son libres.

Ejemplo 2.6. Sean {a}, {b} ⊂ A libres. Puesto que ϕ (a− ϕ (a) 1) = 0, de la definición

de libertad se tiene que

0 = ϕ ((a− ϕ (a) 1)(b− ϕ (b) 1))

= ϕ (ab− ϕ (b) a− ϕ (a) b+ ϕ (a)ϕ (b) 1)

= ϕ (ab)− ϕ (a)ϕ (b) .

Por lo tanto, para {a}, {b} libres se tiene que ϕ (ab) = ϕ (a)ϕ (b).

Comentario 2.7. Sean X, Y variables aleatorias independientes en un espacio de pro-

babilidad (Ω,F ,P), entonces E (XY ) = E (X) E (Y ). Por lo tanto, la expresión encon-

trada en el inciso anterior coincide con la fórmula del caso clásico.

Notación 2.1. En lo sucesivo, si z es un número complejo denotaremos a z1A única-

mente por z. Notemos que este abuso de notación es consistente con la identificación

natural ι : C→ A dada por ι(z) = z1A. Además, para a, b ∈ A utilizaremos la expresión

“a, b ∈ A libres” en lugar de “{a}, {b} ⊂ A libres”.

Ejemplo 2.7. Sean {b} y {a1, a2} libres, entonces

0 = ϕ ((a1 − ϕ (a1))(b− ϕ (b))(a2 − ϕ (a2)))

= ϕ (a1(b− ϕ (b))(a2 − ϕ (a2)))− ϕ (a1)ϕ ((b− ϕ (b))(a2 − ϕ (a2))) . (2.1)

De la definición de libertad, el segundo término de la última expresión se anula. Por lo

tanto, la ecuación (2.1) implica que

0 = ϕ (a1(b− ϕ (b))(a2 − ϕ (a2)))

= ϕ (a1ba2)− ϕ (a2)ϕ (a1b)− ϕ (b)ϕ (a1a2) + ϕ (b)ϕ (a1)ϕ (a2)

= ϕ (a1ba2)− ϕ (b)ϕ (a1a2) ,
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o equivalentemente ϕ (a1ba2) = ϕ (b)ϕ (a1a2).

Comentario 2.8. Observemos que la expresión encontrada en el ejemplo anterior coin-

cide nuevamente con la del caso clásico, i.e. E (Y1XY2) = E (X) E (Y1Y2) siempre que

X sea independiente de {Y1, Y2}.

Ejemplo 2.8. Sean a, b elementos en A libres. Procediendo como en el ejemplo anterior

se obtiene que ϕ (abab) = ϕ (a2)ϕ (b)2 +ϕ (a)2 ϕ (b2)−ϕ (a)2 ϕ (b)2. Esta fórmula ya no

es igual a la del caso clásico: E (abab) = E (a2b2) = E (a2) E (b2).

Comentario 2.9. Los ejemplos anteriores nos muestran que la libertad imita a la

independencia en el sentido que los momentos mixtos de variables aleatorias libres

pueden ser calculados a partir de los momentos marginales.

Al menos en el caso en el que ϕ es tracial, es natural que la primer expresión cuyo

((valor esperado)) difiera del caso clásico sea abab. Esto debido a que no hay manera de

llevar ϕ (abab) a ϕ (a2b2), no aśı para aba donde se tiene que ϕ (aba) = ϕ (a2b).

2.3. Teorema del ĺımite central libre

Definición 2.13. Sean (A, ϕ) y (AN , ϕN) para N ∈ N espacios de probabilidad. Con-

sideremos variables aleatorias a ∈ A y aN ∈ AN para cada N ∈ N. Decimos que aN

converge en distribución a a cuando N →∞ si

ĺım
N→∞

ϕN (amN) = ϕ (am)

para toda m ∈ N. Denotamos a esta convergencia por aN
distr−→ a.

Similarmente, decimos que aN converge en ∗-distribución a a (denotado por aN
∗-dist−→

a) si en lugar de la convergencia de momentos se tiene la convergencia de los ∗-

momentos.

Comentario 2.10. Esta convergencia lo único que implica es la convergencia de mo-

mentos, sin embargo, si la distribución ĺımite esta determinada por sus momentos en-

tonces esta convergencia en distribución algebraica implica la convergencia de las dis-
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tribuciones anaĺıticas.

Para dar una aplicación a la teoŕıa expuesta hasta el momento, a continuación

bosquejamos la demostración del Teorema del Ĺımite Central en el caso libre.

Definición 2.14. Sea (A, ϕ) un espacio de probabilidad. Decimos que s ∈ A es un

elemento semicircular estandar si sus momentos impares son cero y sus momentos pares

están dados por los números de Catalan, i.e. para toda m ∈ N se tiene que

ϕ (sm) =

0 si m es impar,

1
k+1

(
2k
k

)
si m = 2k con k ∈ N.

Decimos que c ∈ A es un elemento circular estandar si

c =
s+ it√

2
,

donde s y t son elementos semicirculares estandar libres.

Una forma de obtener los números de Catalan es mediante el número de empareja-

mientos que no se cruzan del conjunto {1, . . . ,m}. Este resultado se utiliza al demostrar

el Teorema del Ĺımite Central Libre.

Teorema 2.5 (Teorema del Ĺımite Central Libre). Sea (A, ϕ) un ∗-espacio de proba-

bilidad y (an)n∈N ⊂ A una sucesión de variables aleatorias autoadjuntas libres idéntica-

mente distribuidas. Más aún, supongamos que todas las variables son centrandas y con

varianza unitaria, i.e. ϕ (an) = 0 y ϕ (a2
n) = 1 para toda n ∈ N. Entonces

a1 + . . .+ aN√
N

distr−→ s,

donde s es una variable aleatoria semicircular estandar.

Definición 2.15. Sea π = {V1, . . . , Vl} una partición del conjunto {1, . . . , n}, i.e.
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V1, . . . , Vl son subconjuntos no vaćıos de {1, . . . , n} tales que

{1, . . . , n} =
l⋃

k=1

Vk

y Vi ∩ Vj = ∅ siempre que i 6= j. Decimos que π es una particion que no se cruza si

siempre que a1, b1 ∈ Vi1 y a2, b2 ∈ Vi2 con a1 < a2 < b1 < b2 se tiene que i1 = i2.

Decimos que una partición π = {V1, . . . , Vl} es un emparejamiento si cada bloque

Vk contiene exactamente dos elementos.

Bosquejo de la Demostración del Teorema 2.5. Para cada N ∈ N sea

SN = N−1/2

N∑
k=1

ak,

entonces para m ∈ N se tiene que

ϕ (SmN ) = N−m/2
∑

i(k)=1,...,N
k∈{1,...,m}

ϕ
(
ai(1) · · · ai(m)

)
. (2.2)

Si para algún término ai(1) · · · ai(m) de la suma anterior existe un ı́ndice único, i.e. existe

j ∈ {1, . . . ,m} tal que i(j) 6= i(k) para toda k 6= j, entonces por el Ejemplo 2.7 y el

hecho que ai(j) ∈ Ker (ϕ) tenemos que dicho término se anula. Por lo tanto, en la suma

anterior solo aparecen los términos cuyos ı́ndices están dos o mas veces.

Puesto que las variables (an)n∈N tienen la misma distribución, para una partición

π = {V1, . . . , Vl} de {1, . . . ,m} hay

N(N − 1) · · · (N − |π|+ 1) ≤ N |π|

términos en la suma de la ecuación (2.2) con valor ϕ (aπ) := ϕ (ap1 · · · apm) donde pk = j

si k ∈ Vj. De las observaciones anteriores, en particular de la última desigualdad, se
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obtiene que

ĺım
N→∞

ϕ (SmN ) =
∑
π∈P

ϕ (aπ) (2.3)

donde P son todos los emparejamientos del conjunto {1, . . . ,m}. Para finalizar, del

Ejemplo 2.8 concluimos que las únicas ϕ (aπ) que no se anulan son aquellas que provie-

nen de los emparejamientos que no se cruzan. Más aún, los términos que no se anulan

satisfacen que ϕ (aπ) = 1. Por lo tanto, concluimos que

ĺım
N→∞

ϕ (SmN ) =

0 si m es impar,

1
k+1

(
2k
k

)
si m = 2k con k ∈ N,

tal y como queŕıamos demostrar.

Comentario 2.11. Es posible dar una prueba alternativa para el Teorema del Ĺımite

Central clásico siguiendo las ideas de la demostración anterior. Espećıficamente, es

posible imitar la demostración hasta la ecuación (2.3). En este punto, la conmutatividad

del caso clásico implicaŕıa que ϕ (aπ) = 1 para todo emparejamiento π ∈ P , y por lo

tanto

ĺım
N→∞

ϕ (SmN ) =

0 si m es impar,

(2k)!
2kk!

si m = 2k con k ∈ N.

Puesto que las cantidades anteriores son los momentos de la variable aleatoria gaussiana

estandar, y esta está determinada por sus momentos, el resultado se sigue. Es impor-

tante señalar que para demostrar el TLCL utilizamos los emparejamientos que no se

cruzan, mientras que en el caso del TLC clásico utilizamos todos los emparejamientos

(tanto los que se cruzan como los que no).

Es posible extender el teorema anterior al caso multidimensional.

Definición 2.16. Sea I un conjunto arbitrario y (cij)i,j∈I ⊂ C. Una familia (si)i∈I de

variables aleatorias autoadjuntas en un ∗-espacio de probabilidad es llamada una familia

semicircular de covarianza (cij)i,j∈I si para toda n ∈ N y para todas i(1), . . . , i(n) ∈ I
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se tiene que

ϕ

(
n∏
j=1

si(j)

)
=

∑
π∈NC2(n)

∏
(p,q)∈π

ci(p),i(q),

donde NC2(n) denota a los emparejamientos que no se cruzan del conjunto {1, . . . , n}.

Definición 2.17. Sean (A, ϕ) y (AN , ϕN) para N ∈ N espacios de probabilidad. Para

I un conjunto arbitrario, consideremos familias de variables aleatorias (a(i))i∈I ⊂ A

y (a
(i)
N )i∈I ⊂ AN para cada N ∈ N. Decimos que a

(i)
N converge en distribución a a(i)

cuando N → ∞ si los momentos mixtos de (a
(i)
N )i∈I convergen a los correspondientes

de (a(i))i∈I .

Teorema 2.6. Sea (A, ϕ) un ∗-espacio de probabilidad, I un conjunto arbitrario y

(a
(i)
N )i∈I ⊂ A para cada N ∈ N. Supongamos que las familias (a

(i)
N )i∈I son familias libres

de variables aleatorias autoadjuntas con distribuciones conjuntas idénticas. Si además

las varibles aleatorias de cada familia son centradas con covarianza cij := ϕ
(
a

(i)
N a

(j)
N

)
entonces (

a
(i)
1 + · · ·+ a

(i)
N√

N

)
i∈I

dist−→ (si)i∈I ,

donde (si)i∈I es una familia semicircular con covarianza (cij)i,j∈I .

2.4. Cumulantes y transformadas

Análogamente al caso clásico, en probabilidad libre se tiene la noción de cumulantes.

Dichos cumulantes son de particular interés al trabajar con las trasformadas que a

continuación se definen.

Notación 2.2. Denotemos por NC(n) al conjunto de particiones que no se cruzan del

conjunto {1, . . . , n}, y por NC :=
⋃
n≥1 NC(n).

Ejemplo 2.9. Supongamos que buscamos funcionales multilineales κπ : An → C para
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cada π ∈ NC tales que

ϕ (a1 · · · an) =
∑

π∈NC(n)

κπ(a1, . . . , an).

Por simplicidad denotaremos por κn a κ{1,...,n}. De existir dichos funcionales, a los cuales

llamaremos cumulantes, de la fórmula recursiva anterior se debe tener que

ϕ (a) = κ1(a),

y por lo tanto κ1(a) = ϕ (a). Procediendo de manera similar

ϕ (a1a2) =
∑

π∈NC(2)

κπ(a1, a2)

= κ2(a1, a2) + κ{1}{2}(a1, a2).

Una propiedad que es deseable es que κ sea multiplicativo respecto a π, i.e. que

κπ(a1, . . . , an) =
∏
V ∈π

V={i1,...,i|V |}

κ|V |(ai1 , . . . , aimV
).

En tal caso, se tiene que κ{1},{2}(a1, a2) = κ1(a1)κ2(a2) y por lo tanto κ2(a1, a2) =

ϕ (a1a2)− ϕ (a1)ϕ (a2). Procediendo de manera análoga obtenemos que

κ3(a1, a2, a3) =ϕ (a1a2a3)− ϕ (a1a2)ϕ (a3)− ϕ (a1a3)ϕ (a2)

− ϕ (a2a3)ϕ (a1) + 2ϕ (a1)ϕ (a2)ϕ (a3) .

Comentario 2.12. En el ejemplo anterior pudimos construir hasta κ3 bajo la condición

de que los funcionales κπ sean multiplicativos respecto a π. Sin embargo, no tenemos la

certeza de poder continuar ad infinitum. La existencia de tal familia de funcionless se

demuestra v́ıa la teoŕıa general de la inversión de Möbius. En el Apéndice A se exponen

brevemente algunas de las nociones principales de dicha teoŕıa, la cual nos permite
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demostrar el siguiente teorema.

Teorema 2.7. Sea (A, ϕ) un espacio de probabilidad. Entonces existen funcionales mul-

tilineales (κπ)π∈NC los cuales son multiplicativos en π y satisfacen la siguiente ecuación

ϕ (a1 . . . an) =
∑

π∈NC(n)

κπ(a1, . . . , an). (2.4)

para toda a1, . . . , an ∈ A.

Ejemplo 2.10. Si π = {{1, 8}, {2, 6}, {3, 4, 5}, {7}} entonces

κπ(a1, . . . , a8) = κ2(a1, a8)κ2(a2, a6)κ3(a3, a4, a5)κ1(a7).

Notación 2.3. Denotamos por κan a κn(a, . . . , a).

Observación 2.1. De la multiplicatividad de la familia (κπ)π∈NC es claro que dicha

familia está determinada por (κn)n≥1 y viceversa.

A partir de la fórmula de momentos-cumulantes y las fórmulas de inversión de

Möbius (ecuaciones (2.4), (A.1) y (A.2) respectivamente) se pueden derivar algunos

resultados acerca de los cumulantes. De particular importancia son lo siguientes dos

teoremas.

Teorema 2.8. Sea (A, ϕ) un espacio de probabilidad y (κn)n∈N los cumulantes respec-

tivos. Si (Ai)i∈I son subálgebras unitales de A con I un conjunto arbitrario, entonces

las familias (Ai)i∈I son libres si y sólo si para toda n ≥ 2 y para cualesquiera aj ∈ Ai(j)
con j = 1, . . . , n se tiene que κn(a1, . . . , an) = 0 siempre que exista k ∈ {1, . . . , n} tal

que i(k) 6= i(j) para algún j 6= k.

Comentario 2.13. El teorema anterior caracteriza la libertad de variables aleatorias

mediante la cancelación de los cumulantes mixtos. El siguiente corolario es una conse-

cuencia directa de este teorema.
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Corolario 2.1. Si a, b ∈ A son variables aleatorias libres entonces para toda n ∈ N se

tiene que

κa+bn = κan + κbn. (2.5)

Definición 2.18. Sea (A, ϕ) un espacio de probabilidad y a una variable aleatoria con

distribución anaĺıtica µ sobre R. Se define la transformada de Cauchy Ga : C\R → C

de a como

Ga(z) =

∫
R

µ(dt)

z − t
.

Puesto que Ga depende completamente de µ es usual denotar a Ga por Gµ.

Teorema 2.9. Sean (ma
n)n≥0 y (κan)n≥1 los momentos y cumulantes de una variable

aleatoria a ∈ A respectivamente. Definamos las series de potencias formales

Ma(z) :=
∑
n≥0

ma
nz

n,

Ca(z) := 1 +
∑
n≥1

κanz
n.

Entonces

Ca(zMa(z)) = Ma(z)

y además

Ga(z) =
1

z
Ma

(
1

z

)
.

Comentario 2.14. Más precisamente, la igualdad entre la transformada de Cauchy Ga

y la función generadora de momentos Ma se da en una vecindad de infinito para z, o

bien una vecindad de cero para 1/z. Esto no representa ningún problema al trabajar

con series de potencias formales. Sin embargo, no es posible recuperar la distribución

anaĺıtica de a a partir de dicha serie de potencias per se, ya que para ello es usual

evaluar a la transformada de Cauchy fuera de tal vecindad de infinito.
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Definición 2.19. Sea (A, ϕ) un espacio de probabilidad y a ∈ A una variable aleatoria

con distribución anaĺıtica µ. Se define su transformada R por

Ra(z) =
∑
n≥0

κan+1z
n.

Al igual que antes, es usual denotar a Ra mediante Rµ.

De la definición anterior y la ecuación (2.5) se tiene la siguiente proposición.

Proposición 2.3. Sea (A, ϕ) un espacio de probabilidad y a, b ∈ A dos variables alea-

torias. Si a, b son libres entonces

Ra+b = Ra +Rb.

La proposición anterior afirma que la tranformada R linealiza la suma de variables

aleatorias libres. Esto muestra que los cumulantes libres son análogos a los cumulantes

clásicos en el sentido que la transformada R, o función generadora de cumulantes,

linealiza la suma de variables aleatorias libres o independientes según sea el caso. Para

finalizar este caṕıtulo presentamos la transformada S, el análogo a la transformada R

para la multiplicación de variables aleatorias libres.

Definición 2.20. Sea (A, ϕ) un espacio de probabilidad y a una variable aleatoria con

distribución anaĺıtica µ. Definimos la función generadora de momentos Ψa : C\R→ C

de a por

Ψa(z) =

∫
R

zx

1− zx
µ(dx).

Al igual que antes, es usual denotar a Ψa por Ψµ.

Comentario 2.15. La función generadora de momentos recibe su nombre del hecho

que para una medida µ de soporte compacto tiene lugar la igualdad

Ψµ(z) =
∑
n≥1

mn(µ)zn
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para z en una vecindad del cero. De hecho, en dicha vecindad del cero se tiene que Ψµ

está bien definida y tiene una única inversa siempre que m1(µ) 6= 0.

Definición 2.21. Sea (A, ϕ) un espacio de probabilidad. Para una variable aletoria a

con media no nula y distribución anaĺıtica µ se define su transformada S, denotada por

Sa, mediante

Sa(z) = Ψ−1
a (z)

1 + z

z
,

para z en una vecindad del cero.

Proposición 2.4. Sea (A, ϕ) un espacio de probabilidad y a, b ∈ A variables aleatorias

libres, entonces

Sab(z) = Sa(z)Sb(z)

para z en una vecindad del cero.

2.5. Notas adicionales

Este caṕıtulo esta basado principalmente en el libro de Nica y Speicher [19], salvo

lo que concierne a la transformada S lo cual está basado en el libro de Arizmendi,

Barndorff-Nielsen, Franz, Perez-Abreu, Thorbjensen y Vargas [1].

La demostración de que la cantidad de emparejamientos que no se cruzan del con-

junto {1, . . . , 2n} es el n-ésimo término de los números de Catalan puede ser encontrada,

junto con muchos resultados más acerca de estos números, en el libro de Koshy [15].
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Caṕıtulo 3

Probabilidad libre y matrices

aleatorias

En el caṕıtulo anterior expusimos algunos elementos básicos de la probabilidad li-

bre, una teoŕıa donde las variables aleatorias no conmutativas son fundamentales. En

particular, a partir del concepto de variables aleatorias libres se obtuvieron reglas para

calcular la distribución de la suma y producto de variables aleatorias no conmutativas.

En el presente caṕıtulo se mostrará brevemente como las matrices aleatorias pueden po-

nerse en el contexto de la probabilidad libre. Debido al caracter general de este caṕıtulo,

omitimos las demostraciones de los teoremas. Las referencias pertinentes se encuentran

al final del caṕıtulo.

3.1. Matrices aleatorias

Como veremos en la siguiente sección, una herramienta bastante utilizada en la

literatura es la transformada de Cauchy1.

Notación 3.1. Denotamos por C+ al conjunto de números complejos con parte imagi-

1Otra transformada ampliamente utilizada en la literatura es la transformada de Stieltjes, la cual
es el negativo de la transformada de Cauchy.

29



naria positiva, i.e.

C+ := {z ∈ C | =(z) > 0}.

Definición 3.1. Sea µ una medida de probabilidad en R. Definimos su transformada

de Cauchy Gµ : C+ → C+ ∪ R mediante

z 7→
∫

R

1

z − x
µ(dx).

Teorema 3.1. Sea µ una medida de probabilidad en R. Para cualesquiera a < b puntos

de continuidad de µ tenemos que

µ[a, b] = ĺım
ε↓0

1

π

∫ b

a

=Gµ(x+ iε)dx.

Teorema 3.2. Sean (µn)n≥1 y µ medidas de probabilidad en R. Entonces µn
d→ µ si y

sólo si Gµn(z)→ Gµ(z) para toda z ∈ C+.

El siguiente teorema es particularmente útil para obtener la densidad de una fun-

ción de distribución de la cual únicamente se conoce su transformada de Cauchy. Esta

fórmula es utilizada en las Secciónes 5.2 y 5.4 para obtener la densidad de la distribución

del espectro asintótico de ciertos canales de comunicación inalámbrica.

Teorema 3.3. Sea µ una medida de probabilidad en R y x0 ∈ R. Si el ĺımite

ĺım
z∈C+

z→x0

=Gµ(z)

existe, entonces la función de distribución F µ de µ es diferenciable en x0 y además

F µ(dx0) = − 1

π
ĺım
z∈C+

z→x0

=Gµ(z).

A continuación definimos los principales objetos de estudio en la teoŕıa de matrices

aleatorias: matrices aleatorias y distribución emṕırica espectral.
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Definición 3.2. Sea (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad, d, e ∈ N y M = Matd×e (C).

Decimos que X : (Ω,F) → (M,B (M)) es una matriz aleatoria si es una función

medible.

Definición 3.3. Sea X una matriz aleatoria en (Ω,F ,P) con valores en Matd (C).

Definimos su medida emṕırica espectral µX mediante

µX =
1

d

d∑
k=1

δλk
,

donde δx es la medida de Dirac en x y λ1, . . . , λd son los eigenvalores de X. Denotaremos

por FX a la función de distribución asociada, la cual llamaremos función de distribución

emṕırica espectral de X.

En general los eigenvalores λ1, . . . , λd pueden ser números complejos. Sin embar-

go, usualmente trabajaremos con matrices Hermitianas por lo que los eigenvalores

λ1 ≤ · · · ≤ λd son reales y más aún, son continuos respecto a las entradas de X [25].

Puesto que la definición de matriz aleatoria implica la medibilidad de los coeficientes

(aleatorios) de X tenemos que λ1 ≤ · · · ≤ λn son variables aleatorias. En particular,

µX es un proceso puntual.

Ejemplo 3.1. Para cada n ∈ N sea Xn una matriz de n× n tal que:

1) Xn es Hermitiana.

2) Los coeficientes en la diagonal son variables aletorias reales independientes idénti-

camente distribuidas con media cero y varianza unitaria con media cero y varianza

unitaria.

3) Los coeficientes arriba de la diagonal son variables aleatorias complejas independien-

tes idénticamente distribuidas con media cero y varianza unitaria.

A la familia (Xn)n≥1 se le conoce como ensamble de Wigner.

Ejemplo 3.2. Para cada n ∈ N sea Xn una matriz p × n donde p = p(n) es tal

que p/n→ y ∈ (0,∞). Supongamos que los coeficientes de Xn son variables aleatorias
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complejas independientes idénticamente distribuidas con media cero y varianza unitaria.

Definamos la matriz Hn mediante

Hn =
1

n
XnX

∗
n.

A la familia (Hn)n≥1 se le conoce como ensamble de Wishart.

Comentario 3.1. Si x1, . . . ,xn son n vectores observados procedentes de un vector

aleatorio x, entonces la matriz de covarianza muestral está dada por

1

n

n∑
k=1

xkx
∗
k =

1

n
XX∗,

donde X = (x1 · · ·xn). Por este motivo a las matrices de la forma XX∗ se les suele

denominar matrices de covarianza emṕırica.

Ejemplo 3.3. Para cada n ∈ N sea Un una matriz aleatoria Haar unitaria de n × n,

i.e. una matriz aleatoria unitaria cuya distribución es la medida de Haar en las matrices

unitarias. A la familia (Un)n≥1 se le conoce como el ensamble de Haar unitario.

Generalmente se llama ensamble a una colección de matrices aleatorias cuya di-

mensión crece. Vale la pena mencionar que salvo los supuestos distribucionales no se

especifica ninguna relación entre las matrices que componen el ensamble. Dos de los

supuestos más usuales son que las matrices de un mismo ensamble sean independientes

o bien que la matriz de dimensión (n + 1) × (n + 1) se obtenga agregando una fila y

una columna a la matriz de dimensión n× n.

Proposición 3.1. Sea X una matriz aleatoria de d × d con distribución emṕırica es-

pectral FX, entonces para toda m ∈ N se tiene que

∫
C
xmFX(dx) = trd (Xm).
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Demostración. Puesto que λi(X
m) = λi(X)m tenemos que

∫
C
xmFX(dx) =

1

d

d∑
k=1

λk(X)m

=
1

d

d∑
k=1

λk(X
m)

= trd (Xm) ,

tal y como se queŕıa demostrar.

En particular se tiene la siguiente fórmula.

Corolario 3.1. Sea X una matriz aleatoria de d×d con distribución emṕırica espectral

FX, entonces para toda m ∈ N se tiene que

E
(∫

C
xmFX(dx)

)
= E (trd (Xm)) .

3.2. Convergencia de matrices aleatorias clásicas

En esta sección enunciamos algunos de los teoremas clásicos acerca de la convergen-

cia débil de la distribución emṕırica espectral de ciertos ensambles.

Definición 3.4. Llamamos ley del semićırculo a la medida de probabilidad µs deter-

minada por

µs(dx) =

√
4− x2

2π
1[−2,2](x)dx.

Proposición 3.2. La transformada de Cauchy Gµs de la ley del semićırculo está dada

por

Gµs(z) =
z −
√
z2 − 4

2

para z ∈ C+.
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Teorema 3.4 (Teorema de Wigner). Supóngase que (Xn)n≥1 es un ensamble de Wig-

ner. Entonces, con probabilidad uno, la distribución emṕırica espectral de
1√
n

Xn con-

verge débilmente a la ley del semićırculo.

Comentario 3.2 (Método de los momentos). Una posible demostración para el teorema

anterior es v́ıa el método de los momentos. Este método se puede describir a grandes

rasgos como sigue:

Paso 0. Denotemos por F s a la función de distribución asociada a la ley del semicirculo.

Puesto que µs tiene soporte compacto, está determinada por sus momentos. Dichos

momentos están dados por

∫
xmF s(dx) =

0 si m es impar,

1
k+1

(
2k
k

)
si m = 2k con k ∈ N.

Paso 1. Para toda k ≥ 0 se tiene que

E
(∫

xkF n−1/2Xn(dx)

)
n→∞−→

∫
xkF s(dx).

Paso 2. Var
(∫

xkF n−1/2Xn(dx)
)
≤ C

n2 para alguna C ∈ R.

Paso 3. Extender la convergencia en media (Paso 1) a convergencia c.s. v́ıa la cota

para las varianzas (Paso 2) y el Lema de Borel-Cantelli.

Paso 4. De la convergencia casi segura del paso anterior y la caracterización de µs por

sus momentos (Paso 0) concluir el resultado.

La demostración del Paso 1 utiliza algunos argumentos de teoŕıa de gráficas. Espe-

cificamente, del Corolario 3.1 tenemos que

E
(∫

R
xmF n−1/2Xn(dx)

)
=

1

nm/2
E (trn(Xm))

=
1

nm/2+1

∑
ik=1,...,n
k∈{1,...,m}

E (Xi1,i2Xi2,i3 · · ·Xim,i1) .
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Para cada término E (Xi1,i2Xi2,i3 · · ·Xim,i1) podemos construir una gráfica cuyos vertices

sean V = {i1, . . . , im} y cuyas aristas sean E = {(i1, i2), . . . , (im, i1)}. Haciendo un

conteo adecuado de las gráficas formadas de esta manera, el cual sigue hasta cierto

punto las ideas de la demostración del Teorema de Ĺımite Central Libre, se obtiene la

convergencia buscada. El Paso 2 sigue ideas combinatorias similares, mientras que el

resto de los pasos siguen argumentos usuales de teoŕıa de probabilidad.

Como corolario del teorema anterior se tiene que para un ensamble de Wigner

(Xn)n≥1 existe un espacio de probabilidad (A, ϕ) y un elemento semicircular s ∈ A

tal que Xn
dist→ s casi seguramente.

Similarmente, existen resultados acerca de la convergencia de la distribución emṕıri-

ca espectral de matrices de Wishart, i.e. matrices de la forma H = XX∗.

Definición 3.5. Sea y ∈ (0,∞), a = (1 − √y)2 y b = (1 +
√
y)2. Llamamos ley de

Marchenko-Pastur de parámetro y a la medida de probabilidad ρy determinada por

ρy(dx) =

(
1− 1

y

)
1(1,∞)(y)δ0(dx) +

1

2πxy

√
(b− x)(x− a)1[a,b](x)dx.

Proposición 3.3. La transformada de Cauchy Gρy de la ley de Marchenko-Pastur de

parámetro y está dada por

Gρy(z) =
z + y − 1−

√
(z − 1− y)2 − 4y

2yz

para z ∈ C+.

Teorema 3.5 (Teorema de Marchenko-Pastur). Sea (Hn)n≥1 un ensamble de Wishart

tal que Hn es de dimensión p × n donde p = p(n) con p/n → y ∈ (0,∞). Entonces,

con probabilidad uno, la distribución empirical espectral de Hn converge débilmente a

la distribución de Marchenko-Pastur de parámentro y.

Es posible demostrar el teorema anterior siguiendo el método de los momentos,

al igual que con el Teorema de Wigner. En este caso los pasos 1 y 2 también siguen

argumentos combinatorios, sin embargo las gráficas a estudiar resultan ser diferentes.
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En particular, en el caso del Teorema de Wigner las gráficas de interés son arboles

mientras que en el caso del Teorema de Marchenko-Pastur son gráficas bipartitas. Por

lo tanto las pruebas son similares mas no idénticas.

Teorema 3.6. Sea (Un)n≥1 un ensamble Haar unitario. Entonces existe un espacio

espacio de probabilidad (A, ϕ) tal que Un
dist−→ u casi seguramente, donde u ∈ A es una

variable aletoria Haar unitaria.

3.3. Libertad asintótica

Supongamos que (Xn)n≥1 es un ensamble cuya distribución emṕırica espectral con-

verge débilmente casi seguramente. Los teoremas de la sección anterior nos permiten

asociar a tal ensamble una variable aleatoria x en un cierto espacio de probabilidad

(A, ϕ). La distribución algebraica de x debe estar dada por los momentos de la distri-

bución espectral ĺımite, esto es

ϕ (xm) =

∫
xmF (dx)

= ĺım
n→∞

E (trd (Xm
n ))

para toda m ∈ N y F tal que FXn
d→ F c.s.

Si tuvieramos un par de ensambles (Xn)n≥1 y (Yn)n≥1, el procedimiento anterior2

nos proporcionaŕıa un espacio de probabilidad (A, ϕ) en el cual existen variables aleato-

rias x y y las cuales están asociadas a los ensambles correspondientes. Para utilizar los

resultados del caṕıtulo anterior es necesario agregar un ingrediente más: la libertad entre

x y y. Sin la libertad, al menos a primera vista, el procedimiento de cambiar ensambles

de matrices aleatorias por elementos en un espacio de probabilidad no conmutativo es

poco útil.

2Además del procedimiento anterior es necesario garantizar la existencia del producto libre de
espacios de probabilidad. Para la demostración de este hecho véase [19].
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Definición 3.6. Sean (A, ϕ) y (An, ϕn) para n ∈ N espacios de probabilidad. Si S es

un conjunto arbitrario y para cada n ∈ N (a(s, n))s∈S son variables aleatorias tales que

{a(s, n) | s ∈ S} ⊂ An y (a(s, n))s∈S
dist.−→ (a(s))s∈S con {a(s) | s ∈ S} ⊂ A, decimos

que ({a(s, n)})s∈S son asintóticamente libres cuando n→∞ si ({a(s)})s∈S son libres.

En notación de la definición anterior, el comentario del párrafo anterior a la De-

finicion 3.6 resalta la importancia de la libertad asintótica entre matrices aleatorias.

Los siguientes teoremas muestran que algunos ensambles clásicos son asintóticamente

libres.

Teorema 3.7. Para cada n ∈ N sea (U(s, n))s∈S una familia de matrices aleatorias

unitarias estandar de n×n independientes, y sea (D(t, n))t∈T una familia de matrices no

aleatorias de n×n tales que supn ||D(t, n)|| <∞ para cada t ∈ T y (D(t, n),D(t, n)∗)t∈T

tiene una distribución ĺımite conjunta. Entonces las familias

({U(s, n),U(s, n)∗})s∈S, {D(t, n),D(t, n)∗ | t ∈ T}

son asintóticamente libres cuando n→∞ casi seguramente.

Definición 3.7. Decimos que una matriz aleatoria T autoadjunta de n × n es unita-

riamente invariante si

T
d
= VTV∗

para cualquier matriz unitaria V de n× n.

Teorema 3.8. Para cada n ∈ N sea (H(s, n))s∈S una familia de matrices aleatorias

autoadjuntas unitariamente invariantes de n×n independientes, y sea (D(t, n))t∈T como

en el Teorema 3.7. Si cuando n→∞ se tiene que H(s, n) converge en distribución casi

seguramente a una medida de soporte compacto para cada s ∈ S, entonces la familia

(({H(s, n)})s∈S, {D(t, n),D(t, n)∗ | t ∈ T})

es asintóticamente libre cuando n→∞ casi seguramente.
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Supóngase que se tienen dos ensambles de matrices constantes (An)n≥1 y (Bn)n≥1

tales que An
dist−→ a y Bn

dist−→ b, con a y b variables aleatorias en un cierto espacio

(A, ϕ). En tal situación no es necesariamente cierto que (An,Bn)
dist−→ (a, b), de hecho,

podŕıa ser que (An,Bn) no converja. El siguiente corolario3 nos proporciona un par

de ensambles asintóticamente libres los cuales convergen en distribución a los mismos

elementos. Este recurso será particularmente útil en el Caṕıtulo 5, cuando necesite-

mos de la relación de libertad para calcular el espectro asintótico de ciertos canales

multiantena.

Corolario 3.2. Sean (An)n≥1 y (Bn)n≥1 dos ensambles de matrices Hermitianas cons-

tantes, los cuales satisfacen las mismas condiciones que el ensamble (D(n))n≥1 del Teo-

rema 3.7. Si (Un)n≥1 es un ensamble de matrices Haar unitarias, entonces las familias

{UnAnU
∗
n}, {Bn}

son asintóticamente libres cuando n→∞ casi seguramente.

Como consecuencia del teorema anterior tenemos la siguiente generalización del

Teorema de Wigner (Teorema 3.4) la cual es conocida como Teorema de Voiculescu.

Teorema 3.9 (Teorema de Voiculescu). Para cada n ∈ N sea (X(s, n))s∈S una familia

de matrices gaussianas autoadjuntas estandar independientes de n×n, y sea (D(t, n))t∈T

como en el Teorema 3.7. Entonces existe un espacio de probabilidad (A, ϕ) tal que

(({X(s, n)})s∈S, (D(t, n))t∈T )
∗-dist−→ ((x(s))s∈S, (d(t))t∈T ),

(({X(s, n)})s∈S, {D(t, n) | t ∈ T}) es asintóticamente libre y x(s) es una variable alea-

toria semicircular para toda s ∈ S.

Observemos que la parte medular del teorema anterior radica en la libertad asintóti-

ca de las matrices aleatorias en cuestión. Por lo tanto, podemos construir un teorema

3Es una consecuencia directal del hecho que UnAnU∗n es unitariamente invariante.
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análogo al teorema anterior para matrices Haar unitarias, el cual se sigue de los Teore-

mas 3.6 y 3.7. Terminamos esta sección enunciando el teorema análogo al Teorema 3.7

en el caso de matrices de covarianza.

Teorema 3.10. Para s ∈ S y n ∈ N sea p(s, n) ∈ N tal que p(s, n)/n → λs ∈ (0,∞)

cuando n → ∞. Sea Z(s, n) una matriz aleatoria de p(s, n) × n tal que <Zi,j(s, n)

y =Zi,j(s, n) son independientes con distribución común N(0, 1/2n). Sea B(s, n) una

matrix autoadjunta de p(s, n)×p(s, n). Supongamos que ((Z(s, n))s∈S, (B(s, n))s∈S) son

independientes para cada n ∈ N. Supongamos además que para cada s ∈ S se tiene que

B(s, n) converge en distribución casi seguramente a una medida de soporte compacto.

Si (D(t, n))t∈T es como en el Teorema 3.7 entonces

(({Z(s, n)∗B(s, n)Z(s, n)})s∈S, {D(t, n),D(t, n)∗ | t ∈ T})

es asintóticamente libre cuando n→∞ casi seguramente.

3.4. Notas adicionales

Salvo el Teorema 3.6, las pruebas de las proposiciones y teoremas de las secciones

3.1 y 3.2 pueden ser encontradas en libro de Bai y Silverstein [2]. En particular, las

demostraciones detalladas de los teoremas 3.4 y 3.5 se encuentra en los caṕıtulos 2 y 3

respectivamente. El Teorema 3.6, aśı como la sección anterior, se encuentra en el libro

de Hiai y Petz [13].

El Teorema de Voiculescu (Teorema 3.9) se puede extender a matrices aleatorias no

autoadjuntas, en cuyo caso las matrices gaussianas convergen a una familia de variables

aleatorias circulares libres (véase [10]).
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Caṕıtulo 4

Probabilidad libre valuada en

operadores

En este caṕıtulo daremos una breve introducción a la probabilidad libre valuada en

operadores, poniendo especial énfasis en los espacios de probabilidad utilizados para

estudiar las matrices aleatorias a bloques y rectangulares. Estos espacios son la base de

las aplicaciones discutidas en el siguiente caṕıtulo.

4.1. Definiciones básicas

Comencemos poniendo en contexto algunos elementos que utilizaremos después.

Definición 4.1. Sea A una C∗-álgebra unital. Definimos el conjunto de elementos po-

sitivos de A como

A+ := {p ∈ A | p = p∗, Sp (p) ⊂ [0,∞)} .

Escribimos p ≥ 0 para denotar que p ∈ A+.

Teorema 4.1. Sea A una C∗-álgebra y a una variable aleatoria normal. Si f ∈ C(Sp (a) ,C)

entonces

Sp (f(a)) = f(Sp (a)).
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Demostración. Primero demostremos lo siguiente: “f(a) es invertible si y sólo si f(λ) 6=

0 para toda λ ∈ Sp (a)”. Si f(λ) 6= 0 para toda λ ∈ Sp (a) entonces h =
1

f
es continua

en Sp (a). De las propiedades del cálculo funcional definido en el Caṕıtulo 2 tenemos

que

1A = Φ(1)

= Φ(fh)

= Φ(f)Φ(h),

y por lo tanto Φ(f) es invertible. Para demostrar el rećıproco tomemos f(a) invertible

pero supongamos que f(λ0) = 0 para algún λ0 ∈ Sp (a). Tomemos α > ||Φ(f)−1||, en-

tonces por continuidad existe r ∈ R+ tal que para toda λ ∈ Bλ0 (r) se tiene que |f(λ)| <

1/α. Construyamos una función continua1 h : Sp (a) → [0, α] tal que supp (h) ⊂

Bλ0 (r/2) y h(λ0) = α. De la construcción de h se tiene que supp (fh) ⊂ Bλ0 (r/2)

y además ||fh||∞ ≤ 1. Claramente α = ||h||∞, y por lo tanto

α = ||Φ(h)||

=
∣∣∣∣Φ(f)−1Φ(f)Φ(h)

∣∣∣∣
=
∣∣∣∣Φ(f)−1

∣∣∣∣ ||Φ(fh)||

< α,

lo cual es una contradicción al hecho que f(λ0) = 0 para algún λ0 ∈ Sp (a). Con esto

queda demostrada la afirmación.

Por último, observemos que λ ∈ Sp (f(a)) si y sólo si Φ(λ− f) es no invertible. Más

aún, del párrafo anterior tenemos que Φ(λ−f) es no invertible (en C(Sp (a) ,C)) si y sólo

si λ− f(λ0) = 0 para algún λ0 ∈ Sp (a), lo cual implica trivialmente el resultado.

Comentario 4.1. En la demostración anterior usamos impĺıcitamente que Φ(C(Sp (a) ,C))

1Podemos construir una función de prueba (bump function) por ejemplo.
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es una ∗-álgebra conmutativa, i.e. si f, g ∈ C(Sp (a) ,C) entonces Φ(f)Φ(g) = Φ(fg) =

Φ(g)Φ(f).

Definición 4.2. Sean A y B dos C∗-álgebras unitales. Un mapeo lineal f : A → B se

dice positivo si f(a) ≥ 0 para toda a ≥ 0.

Definimos el mapeo lineal Id ⊗ f : Matd (A) → Matd (B) de tal forma que para

M ∈ Matd (C) y a ∈ A se tiene que (Id ⊗ f)(M ⊗ a) = M ⊗ f(a). Decimos que

f : A → B es completamente positivo si Id ⊗ f es positivo para toda d ∈ N.

Definición 4.3. Sea A una C∗-álgebra unital y B una C∗-subálgebra unital de A. Un

mapeo E : A → B es una esperanza condicional si

a) E es un mapeo lineal completamente positivo,

b) E (b) = b para toda b ∈ B,

c) E (b1ab2) = b1E (a) b2 para toda a ∈ A y cualesquiera b1, b2 ∈ B.

Un espacio de probabilidad valuado en operadores consiste de una terna (E,A,B) donde

B ⊂ A son C∗-álgebras unitales y E : A → B es una esperanza condicional.

Definición 4.4. Un W ∗-espacio de probabilidad es un C∗-espacio de probabilidad en

el que el álgebra correspondiente es una W ∗-álgebra, i.e. una C∗-álgebra la cual es el

espacio de Banach dual de un cierto espacio de Banach.

Comentario 4.2. Si (A, ϕ) es un W ∗-espacio de probabilidad tracial, entonces para

cada W ∗-subálgebra B existe una única esperanza condicional E : A → B tal que

ϕ◦E = ϕ. Por lo tanto, en el contexto de los W ∗-espacios de probabilidad, la esperanza

condicional E posee la propiedad de anidamiento de la esperanza condicional probabi-

lista (véase [24], [3] y referencias alĺı). En este sentido, el término esperanza condicional

es un abuso de notación ya que la esperanza condicional de la definición anterior no es

lo misma que la esperanza condicional probabilista.

La siguiente proposición ilustra una consecuencia de la positividad de E.

Proposición 4.1. Sea (A,B, E) es un espacio de probabilidad valuado en operadores,

entonces las siguientes afirmaciones se cumplen:
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1) Si p ∈ A+ entonces E (p) ∈ A+.

2) Si a ∈ A es autoadjunto entonces E (a) = E (a)∗.

3) Si x ∈ A entonces E (x∗) = E (x)∗.

Demostración.

1) Puesto que E es completamente positivo, en particular es positivo. Por lo tanto

E (p) ∈ A+ para todo p ∈ A+.

2) Definamos u =
a+ 1A

2
y v =

a− 1A
2

. Puesto que u es autoadjunto existe un cálculo

funcional Φu asociado a u. Si f(z) = zz entonces del Teorema 4.1 se tiene que

Sp (u∗u) = Sp (f(u))

= f(Sp (u))

= {|λ|2 | λ ∈ Sp (u)} ⊂ [0,∞),

es decir, u∗u ∈ A+. Similarmente v∗v ∈ A+ y por el inciso anterior se tiene que

E (a)∗ = E (u∗u− v∗v)∗

= E (u∗u)∗ − E (v∗v)∗

= E (u∗u)− E (v∗v)

= E (a) .

3) La demostración de este inciso es directa del inciso anterior y la técnica de la de-

mostración de la Proposición 2.1.

Comentario 4.3. Observemos que la positividad de la esperanza condicional es de

utilidad al trabajar con la involusión y el espectro. Sin embargo, generalmente traba-
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jaremos en un nivel más algebraico por lo que omitiremos la propiedad a) al demostrar

que un funcional lineal es esperanza condicional.

Definición 4.5. Sea (E,A,B) un espacio de probabilidad valuado en operadores. La

distribución valuada en operadores de una variable aleatoria a ∈ A es el funcional lineal

µ : B〈X,X∗〉 → C el cual está determinado por

µ(Xε1b1X
ε2 . . . Xεn−1bn−1X

εn) = E (aε1b1a
ε2 . . . aεn−1bn−1a

εn)

para n ∈ N, ε1, . . . , εn ∈ {1, ∗} y b1, . . . , bn−1 ∈ B.

A las expresiones de la forma E (aε1b1a
ε2 . . . aεn−1bn−1a

εn) se les llama momentos

valuados en operadores.

Comentario 4.4. Observemos que la definición anterior es prácticamente la misma

que en el caso escalar, salvo que ϕ fue remplazado por E y C1A por B. De hecho,

puesto que C1A es un subgrupo del centro de A, en la definición del caso escalar no

es necesario escribir el análogo a los b1, . . . , bn−1 de la definición anterior. La definición

de distribución valuada en operadores de varias variables se establece mediante esta

misma analoǵıa, al igual que la siguiente definición.

Definición 4.6. Sean Ai subálgebras unitales de A para i ∈ I, con I un conjunto

arbitrario. Las álgebras (Ai)i∈I son libres respecto a E si

E (a1 · · · an) = 0

siempre que aj ∈ Ker (E) ∩ Ai(j) para j ∈ {1, . . . , n} y además2 i(1) 6= i(2), i(2) 6=

i(3), . . . , i(n− 1) 6= i(n).

Decimos que las familias de variables aleatorias {a(i)
1 , . . . , a

(i)
ni } para i ∈ I son libres

respecto a E si las álgebras 〈B, a(i)
1 , . . . , a

(i)
ni 〉 para i ∈ I son libres respecto a E.

Comentario 4.5. Al igual que en el caso escalar, la distribucion valuada en operadores

de una familia libre respecto a E depende únicamente de las distribuciones valuadas

2Como antes, es permitido que i(1) = i(3) y que i(1) = i(n).
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en operadores individuales. Por lo tanto, en este contexto tendremos herramientas muy

similares a las del caso escalar, i.e. cumulantes, transformada de Cauchy, transformada

R, transformada S, etc.

Ejemplo 4.1. Supongamos que x, y ∈ A son libres respecto a E : A → B. Entonces3

0 = E ((x− E (x))(y − E (y)))

= E (xy − xE (y)− E (x) y + E (x)E (y))

= E (xy)− E (xE (y))− E (E (x) y) + E (E (x)E (y))

= E (xy)− E (x)E (y) ,

donde la última igualdad se sigue de la propiedad c) en la Definición 4.3. Por lo tanto

E (xy) = E (x)E (y), similar al caso escalar.

Ejemplo 4.2. Sean x y {y1, y2} libres respecto a E. Entonces

0 = E ((y1 − E (y1))(x− E (x))(y2 − E (y2)))

= E (y1(x− E (x))(y2 − E (y2)))− E (E (y1) (x− E (x))(y2 − E (y2)))

= E (y1(x− E (x))(y2 − E (y2)))− E (y1)E ((x− E (x))(y2 − E (y2))) .

Puesto que x y y2 son libres se tiene que E (y1)E (x− E (x))E (y2 − E (y2)) = 0, y

procediendo como en el ejemplo anterior se tiene que

0 = E (y1(x− E (x))(y2 − E (y2)))

= E (y1(x− E (x))(y2 − E (y2)))

= E (y1xy2)− E (y1)E (x)E (y2)− E (y1E (x) y2) + E (y1)E (x)E (y2)

= E (y1xy2)− E (y1E (x) y2) .

Por lo tanto E (y1xy2) = E (y1E (x) y2).

3Puesto que E (x) ∈ B, en este caso no hay abuso de notación al escribir x−E (x), a diferencia del
caso escalar donde x− ϕ (x) significaba x− ϕ (x) 1A.
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Comentario 4.6. Observemos que la fórmula del ejemplo anterior es idéntica a la del

caso escalar, salvo que en este contexto el término E (x) no conmuta con el resto de

la expresión. Especificamente, si B = C y E = ϕ entonces E (x) = ϕ (x) ∈ C y por lo

tanto

E (y1xy2) = E (y1E (x) y2)

= E (x)E (y1y2) .

En particular, observamos que en el caso general B ⊂ A se tiene que los términos

en las expresiones para los momentos mixtos de variables aleatorias libres mantienen

el orden inicial de las variables en cuestión, e.g. E (xy) = E (x)E (y) y E (y1xy2) =

E (y1E (x) y2).

Ejemplo 4.3. Siguiendo la metodoloǵıa anterior, para {x1, x2}, {y1, y2} libres se tiene

que

E (x1y1x2y2) = E (x1E (y1)x2)E (y2)+E (x1)E (y1E (x2) y2)−E (x1)E (y1)E (x2)E (y2) .

En analoǵıa al caso escalar se definen a continuación los cumulantes valuados en

operadores.

Definición 4.7. Sea B un álgebra y M un espacio vectorial sobre C. Decimos que M

es un B-bimódulo si el álgebra B actua en él por derecha e izquierda.

Ejemplo 4.4. De la definición de álgebra es claro que B es un B-bimódulo.

Definición 4.8. El producto tensorial M ⊗B N de dos B-bimódulos M y N se define

como el producto tensorial M ⊗ N módulo la identificación (m · b) ⊗ n ∼ m ⊗ (b · n)

para todo (m, b, n) ∈ ×M × B ×N .

Comentario 4.7. Obsérvese que M ⊗B N se puede dotar de una estructura de B-

bimódulo definiendo b1 · (m⊗ n) · b2 = (b1 ·m)⊗ (n · b2) para todos b1, b2 ∈ B, m ∈M
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y n ∈ N . Esto nos permite definir el B-bimódulo

A⊗Bn = A⊗B · · · ⊗B A︸ ︷︷ ︸
n

para n ∈ N.

Definición 4.9. Sean M y N dos B-bimódulos. Se dice que f : M → N es un morfismo

entre B-bimódulos si

f(b1mb2 + b′1m
′b′2) = b1f(m)b2 + b′1f(m′)b′2

para todos b1, b
′
1, b2, b

′
2 ∈ B y m,m′ ∈M .

Definición 4.10. Sea (E,A,B) un espacio de probabilidad valuado en operadores.

Definimos los cumulantes valuados en operadores como la familia de morfismos entre

B-bimódulos

(κBπ : A⊗Bn → B)π∈NC(n),n∈N

la cual satisface que:

i) Es multiplicativa respecto al argumento π.

ii) Satisface la relación

E (a1 . . . an) =
∑

π∈NC(n)

κBπ (a1 ⊗ . . .⊗ an).

Al igual que en el caso escalar, a la ecuación anterior se le conoce como la fórmula

momentos-cumulantes.

Comentario 4.8. Observemos que B en κBπ denota que el cumulante en cuestión es

B-valuado. Cuando no cause confunsión escribiremos únicamente κπ en lugar de κBπ .

Comentario 4.9. La definición anterior necesita justificación puesto que la existencia

de tales morfismos no es clara a priori. Sin embargo, podemos imitar la teoŕıa desarrolla-

da en el caso escalar para el caso valuado en operadores. Para ello, es necesario extender
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la teoŕıa para trabajar con funciones B-valuadas en lugar de funciones C-valuadas4, y a

partir de E crear una familia de morfimos entre B-bimódulos la cual sea multiplicativa.

Puesto que B en principio no es conmutativa, para que una familia sea multipli-

cativa requiere que se respete el orden de los bloques de π. Para aclarar este punto

desarrollemos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.5. Si π = {{1, 8}, {2, 6}, {3, 4, 5}, {7}} entonces

κπ(a1 ⊗ . . .⊗ a8) = κ2(a1κ2(a2κ3(a3 ⊗ a4 ⊗ a5)⊗ a6)κ1(a7)⊗ a8).

Comentario 4.10. Observemos que las expresiones para los cumulantes valuados en

operadores son muy similares a las del caso escalar. Las diferencias, al igual que con el

mapeo E, provienen de la no conmutatividad de B. Si B = C y E = ϕ entonces para π

como en el ejemplo anterior se tiene que

κπ(a1, . . . , a8) = κ2(a1 ⊗ a8)κ2(a2 ⊗ a6)κ3(a3 ⊗ a4 ⊗ a5)κ1(a7),

lo cual coincide con el caso escalar.

El siguiente teorema es la versión valuada en operadores del Teorema 2.8.

Teorema 4.2. Sean (E,A,B) un espacio de probabilidad valuado en operadores e I

un conjunto arbitrario. Las familias de variables aleatorias (a
(i)
1 , . . . , a

(i)
ni )i∈I son libres

respecto a E si y sólo si los cumulantes mixtos se anulan.

4.2. Variables aleatorias semicirculares y el teorema

del ĺımite central

Definición 4.11. Sea (E,A,B) un espacio de probabilidad valuado en operadores y s

una variable aleatoria. Se dice que s es un elemento semicircular valuado en operadores

4En particular, es necesario extender la formula de inversión de Möbius bajo la consideración de
una función zeta dada por ζ(σ, π) = 1B para toda σ ≤ π.
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si para toda n ≥ 1 se tiene que

E (sb1 · · · sbn−1s) =
∑

π∈NC2(n)

κπ(sb1 ⊗ . . .⊗ sbn−1 ⊗ s), (4.1)

para b1, . . . , bn−1 ∈ B.

Ejemplo 4.6. Sea s es un elemento semicircular en (E,A,B). Puesto que NC2(2n+1) =

∅ para toda n ∈ N entonces

E
(
s2n+1

)
=

∑
π∈NC2(2n+1)

κπ(s) = 0A,

y en particular, de la fórmula momentos-cumulantes concluimos que κ1(s) = 0A.

Además, de la ecuación (4.1) se tiene que para b ∈ B

E (sbs) = κ2(sb⊗ s).

Definición 4.12. Sea x un elemento en (E,A,B). Definimos la función de covarianza

de x, η : B → B, mediante la aplicación b 7→ E (xbx).

Comentario 4.11. Si π ∈ NC2(n) entonces κπ(s⊗· · ·⊗ s) se puede calcular utilizando

únicamente la función de covarianza de s. Por ejemplo, para π = {{1, 4}, {2, 3}, {5, 6}} ∈

NC2(6) se tiene que

κπ(s⊗ . . .⊗ s) = κ2(sκ2(s⊗ s)⊗ s)κ2(s⊗ s)

= κ2(sη(1A)⊗ s)η(1A)

= η(η(1A))η(1A).

Más aún, la representación de π ∈ NC2(n) mediante paréntesis muestra claramente la
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forma de κπ(s⊗ · · · ⊗ s), e.g.

π = (())() =⇒ κπ(s⊗ · · · ⊗ s) = η(η(1A))η(1A)

π = ((())()) =⇒ κπ(s⊗ · · · ⊗ s) = η(η(η(1A))η(1A)).

Lema 4.1. Si s es una variable aleatoria semicircular en (E,A,B) entonces

κ2n+1(sb1 ⊗ · · · ⊗ sb2n ⊗ s) = 0

para n ∈ N y b1, . . . , b2n ∈ B.

Demostración. Procedamos por inducción. El caso n = 0 se calculó en el Ejemplo 4.6.

Supongamos el resultado para n. También del Ejemplo 4.6 sabemos que E
(
s2(n+1)+1

)
=

0A, y de la fórmula momentos-cumulantes tenemos que

0A =
∑

π∈NC(2(n+1)+1)

κπ(sb1 ⊗ · · · ⊗ sb2(n+1) ⊗ s),

o equivalentemente

κ2(n+1)+1(sb1 ⊗ · · · ⊗ sb2(n+1) ⊗ s) = −
∑

π<1NC(2(n+1)+1)

κπ(sb1 ⊗ · · · ⊗ sb2(n+1) ⊗ s).

Demostraremos que cada término de la suma anterior se anula. Sea π < 1NC(2(n+1)+1),

entonces π tiene al menos un bloque, digamos V , el cual tiene cardinalidad impar.

Puesto que π tiene más de un bloque concluimos que |V | ≤ 2n+ 1. Observemos que V

aparecera en κπ de la siguiente manera

κ|V |(sk1 ⊗ · · · ⊗ sk|V |−1 ⊗ s),

donde k1, . . . , k|V |−1 ∈ B son obtenidos mediante los bloques anidados en V . De la

hipótesis de inducción tal término se anula. Puesto que π < 1NC(2(n+1)+1) es arbitrario

concluimos el resultado deseado.
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Proposición 4.2. Si s es una variable aleatoria semicircular en (E,A,B) entonces

κn(sb1 ⊗ · · · ⊗ sbn−1 ⊗ s) = 0

para n ≥ 3 y b1, . . . , bn−1 ∈ B.

Demostración. Puesto que el lema anterior demostró el caso impar, bastará demostrar

el caso par. De la fórmula de momentos-cumulantes y la ecuación (4.1) se tiene que

κ4(sb1 ⊗ · · · ⊗ s) = E (sb1 · · · s)−
∑

π∈NC2(4)

κπ(sb1 ⊗ · · · ⊗ s)−
∑

π/∈NC2(4)
π<1NC(4)

κπ(sb1 ⊗ · · · ⊗ s)

= −
∑

π/∈NC2(4)
π<1NC(4)

κπ(sb1 ⊗ · · · ⊗ s).

Por el Lema 4.1 es claro que todos los términos de la última suma son cero. Esto último

es el paso base de una inducción sobre 2(n+1) con n ∈ N. Procediendo como en el caso

base, el paso inductivo se sigue trivialmente de la base de inducción.

Definición 4.13. Sean (E,An,B) para n ∈ N espacios de probabilidad valuados en

operadores, I un conjunto arbitrario y (ai(n))i∈I familias de elementos en An para cada

n ∈ N. Si (E,A,B) es un espacio de probabilidad valuado en operadores el cual contiene

a la familia de variables aleatorias (ai)i∈I , decimos que las familias (ai(n))i∈I convergen

en B-distribución a (ai)i∈I cuando n→∞ si las distribuciones valuadas en operadores

convergen.

Definición 4.14. Sean Is conjuntos arbitrarios para cada s ∈ S con S un conjunto

arbitrario. Además, sean (E,An,B) espacios de probabilidad valuados en operadores

para cada n ∈ N. Si (ai(n))i∈Is ⊂ An son familias de variables aleatorias para cualesquier

s ∈ S y n ∈ N, decimos que son asintóticamente libres respecto a E si convergen en

B-distribución a familias de variables aleatorias libres respecto a E.

A continuación enunciamos el Teorema del Ĺımite Central en su versión valuada en

operadores.
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Teorema 4.3. Sea (E,A,B) un espacio de probabilidad valuado en operadores. Sea

(Xn)n≥1 una familia de variables aleatorias autoadjuntas tales que

i) X1, X2, . . . son libres respecto a E.

ii) Para cualesquiera n ≥ 1 y b ∈ B se tiene que E (Xn) = 0 y E (XnbXn) = η(b).

iii) Para toda k ∈ N y cualesquiera b1, . . . , bk ∈ B se tiene que

sup
n≥1
||E (Xnb1 · · ·Xnbk)|| <∞.

Entonces
1√
N

N∑
n=1

Xn converge en B-distribución a un elemento semicircular con

covarianza η.

Bosquejo de la demostración. La demostración sigue esencialmente los mismos argu-

mentos que en el caso escalar, con la salvedad que ahora hay que considerar las B-

distribuciones. Especificamente, definamos a

sN :=
1√
N

N∑
n=1

Xn.

Entonces para m ∈ N y b1, . . . , bm−1 ∈ B se tiene que

E (sNb1 · · · bm−1sN) = N−m/2
∑

i(j)=1,...,N
j∈{1,...,m}

E (Xi1b1 · · · bm−1Xim) .

De la condición III) y un análisis similar al del caso escalar, utilizando el Ejemplo 4.2

concluimos que únicamente las particiones que no se cruza aportan a la suma anterior

asintóticamente, i.e.

ĺım
N→∞

E (sNb1 · · · bm−1sN) =
∑

π∈NC2(m)

E
(
Xj1(π)b1 · · · bm−1Xjm(π)

)
donde j1(π), . . . , jm(π) son ı́ndices compatibles con la partición π. Por último, basta
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probar la igualdad

E
(
Xj1(π)b1 · · · bm−1Xjm(π)

)
= κπ(sb1 ⊗ · · · ⊗ sbm−1 ⊗ s)

donde s es un elemento semicircular cualquiera. Esta igualdad se sigue de la condición

II) y un procedimiento iterativo de cancelación de pares basado en el Ejemplo 4.3.

4.3. Transformadas y ecuaciones de subordinación

En esta sección se dan las versiones valuadas en operadores para las transformadas

definidas en la Sección 2.4. Además, se enuncian las llamadas ((ecuaciones de subordi-

nación)), las cuales utilizaremos en el siguiente caṕıtulo.

Definición 4.15. Sea (E,A,B) un espacio de probabilidad valuado en operadores. Para

a ∈ A se define su transformada de Cauchy valuada en operadores Ga : B → B por

Ga(b) = E
(
(b− a)−1

)
,

siempre que b− a sea invertible.

Comentario 4.12. Si tomamos E de tal forma que sea compatible con ϕ, i.e. ϕ◦E = ϕ,

entonces para z ∈ C se tiene que

ga(z) = ϕ (Ga(z1A)) ,

donde ga es la transformada de Cauchy escalar de a. Puesto que la transformada de

Cauchy escalar determina de manera única la distribución anaĺıtica µa de a, es claro que

la transformada de Cauchy valuada en operadores también determina dicha distribución

de manera única. En otras palabras, si a, â ∈ A son tales que Ga(b) = Gâ(b) para toda

b con b− a o b− â invertible, entonces µa = µâ.

La siguiente proposición ilustra una representación alternativa de la transformada
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de Cauchy valuada en operadores. Al igual que en el caso escalar, las representaciones

por medio de series de potencias permiten utilizar herramientas combinatorias, enri-

queciendo a la contraparte anaĺıtica.

Proposición 4.3. Sea (E,A,B) un espacio de probabilidad valuado en operadores. Si

a ∈ A es una variable aleatoria y b ∈ B es invertible tal que ||b−1|| < ||a||−1, entonces

Ga(b) =
∑
n≥0

E
(
b−1(ab−1)n

)
.

Demostración. Dado que b es invertible tenemos que

(b− a)−1 = ((1A − ab−1)b)−1

= b−1(1A − ab−1)−1,

y puesto que ||b|| > ||a|| entonces

(b− a)−1 = b−1
∑
n≥0

(ab−1)n

=
∑
n≥0

b−1(ab−1)n.

Puesto que E es completamente positivo, en particular es continuo5. Por lo tanto

Ga(b) = E

(∑
n≥0

b−1(ab−1)n

)

=
∑
n≥0

E
(
b−1(ab−1)n

)
,

tal y como queriamos demostrar.

Definición 4.16. Sea a ∈ A una variable aleatoria en (E,A,B). Se define la transfor-

5Este hecho es un resultado conocido de la teoŕıa de C∗-álgebras. Véase [21] y referencias alĺı.

55



mada R valuada en operadores de a para b ∈ B mediante

Ra(b) =
∑
n≥0

κn+1(ab⊗ · · · ⊗ ab⊗ a).

Comentario 4.13. Se puede demostrar que la serie de la definición anterior converge en

un vecindad de cero. De hecho, existe toda una teoŕıa acerca de los aspectos anaĺıticos

relacionados. En este trabajo no abordaremos el tema, remitimos al lector interesado

al art́ıculo de Belinschi, Mai y Speicher [3].

Ejemplo 4.7. Si s es un elemento semicircular con covarianza η, de la Proposición 4.2

tenemos que

Rs(b) =
∑
n≥0

κn+1(sb⊗ · · · ⊗ sb⊗ s)

= κ2(sb⊗ s)

= η(b).

Teorema 4.4. Sea a una variable aleatoria en (E,A,B), entonces las siguientes afir-

maciones se cumplen:

a) La transformada de Cauchy y la transformada R de a satisfacen que

bGa(b) = 1 +Ra(Ga(b)) ·Ga(b). (4.2)

b) Si x, y son libre sobre B, entonces los cumulantes mixtos B-valuadas en x y y se

anulan, lo cual implica la aditividad de la transformada R

Rx+y(b) = Rx(b) +Ry(b).

c) Si x, y son libres respecto a E entonces

Gx+y(b) = Gx (b−Ry(Gx+y(b))) . (4.3)
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Comentario 4.14. La afirmación a) de la proposición anterior nos permite encontrar

la transformada R a partir de la transformada de Cauchy, especificamente se tiene que

Ra(b) = G−1
a (b)− b−1.

Por lo tanto, si se tienen las transformadas de CauchyGx yGy de dos variables aleatorias

x y y entonces se tienen las transformadas Rx y Ry. De b) y c) se tiene entonces que la

transforma de Cauchy de la suma de dos variables aleatorias libres es la solución a la

ecuación de punto fijo (4.3). Sin embargo, calcularemos la transformada de Cauchy de la

suma de variables aleatorias libres respecto a E mediante la ecuación de subordinación

aditiva del siguiente teorema.

Definición 4.17. Sea (E,A,B) un espacio de probabilidad valuado en operadores con

A y B W ∗-álgebras. Para una variable aleatoria x ∈ A definimos su parte real <x y su

parte imaginaria =x por

<x =
x+ x∗

2
,

=x =
x− x∗

2i
.

Decimos que x > 0 si x es invertible y x ≥ 0. Definimos el semiplano superior de B,

denotado por H+(B), mediante

H+(B) := {b ∈ B | =b > 0}.

Para x = x∗ en A definimos, para toda b ∈ H+(B), su transformada r y su transformada

h mediante

rx(b) = Gx(b)
−1 − b,

hx(b) = b−1 −Gx(b
−1)−1.
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Teorema 4.5. Sean x, y ∈ A variables aleatorias autoadjuntas libres respecto a E.

Entonces para toda b ∈ H+(B) se tiene que

Gx+yb = Gx(ω1(b)),

con ω1(b) = ĺımn→∞ f
n
b (ω) para cualquier ω ∈ H+(B) y

fb(ω) = ry(rx(ω) + b) + b.

Para finalizar, a continuación damos los elementos necesarios para calcular la trans-

formada de Cauchy del producto de variables aleatorias libres. Remitimos al lector

interesado en los detalles de la teoŕıa anaĺıtica involucrada al art́ıculo de Belinschi,

Speicher, Treilhard y Vargas [4] del 2013.

Teorema 4.6. Sean x > 0 y y = y∗ variables aleatorias en A libres respecto a E : A →

B con esperanzas condicionales invertibles. Para toda b ∈ B con =(bx) > 0 definamos

la función gb(ω) = bhx(hy(ω)b) para toda ω ∈ H+(B). Entonces existe una función ω2

tal que

ω2(b) = ĺım
n→∞

gnb (ω)

para toda ω ∈ H+(B), y además

Gxy(z1B) = (z1B − hxy(z−11B))−1,

zhxy(z1B) = ω2(z1B)hy(ω2(z1B))).

Comentario 4.15. De las fórmulas anteriores es claro que únicamente son necesarias

las transfomadas de Cauchy valuadas en operadores de variables aleatorias libres para

calcular la transformada de Cauchy de su producto.
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4.4. Espacios de probabilidad rectangulares

Esta sección está dedicada a la exposición de una clase muy particular de espacios

valuados en operadores, los llamados espacios rectangulares. Estos espacios de proba-

bilidad nos permitirán trabajar de manera sistemática con matrices no cuadradas.

Definición 4.18. Para d ∈ N fijo, decimos que (A, ϕ) es un (p1, . . . , pd)-espacio de pro-

babilidad si (A, ϕ) es un ∗-espacio de probabilidad tracial y p1, . . . , pd son proyecciones

autoadjuntas no cero, ortogonales a pares y tales que p1 + . . .+ pd = 1A.

Ejemplo 4.8. Sean P1, . . . , Pd ∈ N fijos y N := P1 + · · · + Pd. Denotemos por A a las

matrices aleatorias de N × N y por ϕ := E ⊗ trN : A → C. Para cada k ∈ {1, . . . , d},

denotemos por pk al elemento dado por

(pk)a,b =

1 si a = b y a ∈ (P1 + · · ·+ Pk−1, P1 + · · ·+ Pk]

0 en otro caso

para toda a, b ∈ {1, . . . , N}. En este contexto (A, ϕ) es un (p1, . . . , pd)-espacio de pro-

babilidad.

Más aún, si A es una matriz aleatoria de Pi × Pk para algunos i, k ∈ {1, . . . , d}

entonces existe un encajamiento canónico A de A en A el cual está determinado por

Aa,b =


Aa−(P1+···+Pi−1),b−(P1+···+Pk−1) si a ∈ (P1 + · · ·+ Pi−1, P1 + · · ·+ Pi]

y b ∈ (P1 + · · ·+ Pk−1, P1 + · · ·+ Pk],

0 en otro caso.

para a, b ∈ {1, . . . , N}.

De esta manera podemos trabajar con matrices aleatorias rectangulares v́ıa matrices

aleatorias a bloques. Más especificamente, podemos pensar que cada A ∈ A es de la
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forma

A =


A(1,1) · · · A(1,d)

...
. . .

...

A(d,1) · · · A(d,d)


con A(i,k) una matrices aleatoria de dimensión Pi × Pk.

Abusando de la notación, denotaremos por A tanto al encajamiento como a la matriz

original.

La siguiente definición nos proporciona una representación, que como veremos más

adelante, nos permite llevar la intuición de las matrices a bloques a los espacios rectan-

gulares.

Definición 4.19. Sea (A, ϕ) un (p1, . . . , pd)-espacio de probabilidad. Para x ∈ A de-

notamos por x̃ a la representación de x en Matd (A) dada por

x̃ =


x̃11 · · · x̃1d

...
. . .

...

x̃d1 · · · x̃dd

 ,

donde x̃ij = pixpj para i, j ∈ {1, . . . , d}.

Observación 4.1. El mapeo ·̃ : A → Matd (A) de la definición anterior es inyectivo.

Más aún, es biyectivo si nos restringimos al subconjunto de Matd (A) que contiene a las

matrices tales que el elemento en la posición i, j es de la forma piapj para algún a ∈ A.

La siguiente proposición es una consecuencia directa de la definición anterior.
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Proposición 4.4. Sean x, y ∈ A, entonces

x =
d∑

i,j=1

x̃ij,

x̃y = x̃ỹ,

x̃+ y = x̃+ ỹ

x̃∗ = x̃∗.

Observación 4.2. La proposición anterior y la Observación 4.1 implican que podemos

trabajar con la representación o con el elemento del álgebra indistintamente. Abusando

de la notación, en lo sucesivo utilizaremos a x para representar a x y x̃ indistintamente.

Definición 4.20. Definamos Ai,j := piApj para i, j ∈ {1, . . . , d}. Llamaremos elemen-

tos simples a los elementos en

d⋃
i,j=1

Ai,j\{0A}.

Además, para i ∈ {1, . . . , d} definamos ϕi : Ai,i → C mediante

ϕi =
1

ρi
ϕ|Ai,i

,

donde ρi = ϕ (pi).

Corolario 4.1. Para cada i ∈ {1, . . . , d} se tiene que (Ai,i, ϕi) es un ∗-espacio de

probabilidad tracial.

Proposición 4.5. Sea a ∈ Ai,j y b ∈ Aj,i, entonces

ρiϕi(ab) = ρjϕj(ba). (4.4)
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Demostración. Un cálculo muestra que

ρiϕi(ab) = ρi
1

ρi
ϕ|Aii

(ab)

= ϕ (ab)

= ϕ (ba)

= ρjϕj(ba),

tal y como queŕıamos demostrar.

Comentario 4.16. La proposición anterior aunque sencilla, refleja una de las carac-

teŕısticas principales de los espacios rectangulares, a saber, es posible pasar de un subes-

pacioAi,i a otro mediante una ecuación de balance6. Encontraremos ecuaciones similares

para esperanzas condicionales y cumulantes.

Definición 4.21. Definamos D := 〈p1, . . . , pd〉 y E : A → D por

E (x) = diag (ϕ1(x11), . . . , ϕd(xdd)) .

Corolario 4.2. El espacio (E,A,D) es un espacio de probabilidad valuado en opera-

dores.

Comentario 4.17. Es claro que D es una ∗-subálgebra de A, ya que la biyección dada

por

d∑
i=1

λipi 7→ diag (λ1, . . . , λd)

6Si X es una matriz gaussiana de N ×M entonces

trN (XX∗) =
1
N

tr (XX∗)

=
M

N
trM (X∗X).

Observemos pues que los momentos de XX∗ y X∗X son prácticamente los mismos salvo un coeficiente,
este tipo de coeficientes se maneja sistemáticamente con este tipo de ecuaciones de balance.
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identifica a D con las matrices diagonales, las cuales son una ∗-subálgebra de Matd (A).

Demostración del Corolario 4.2. Para demostrar este corolario basta demostrar que7

E (1A) = 1A,

E (d1ad2) = d1E (a) d2 para cualesquieras a ∈ A y d1, d2 ∈ D.

La primer propiedad se cumple trivialmente de las definiciones de ϕi y xii. Puesto que

la representación en Matd (A) de cualquier elemento de D es una matriz diagonal con

entradas complejas, un cálculo directo demuestra la segunda propiedad.

De la linealidad de los cumulantes, un cálculo directo nos muestra el siguiente co-

rolario.

Corolario 4.3. Sean a, b ∈ A, entonces

κ2(a⊗ b) =
d∑

i,k,j,l=1

κ2(aik ⊗ bjl).

Por inducción podemos extender el corolario anterior para cualquier cantidad finita

de variables aleatorias. De dicha extensión concluimos que basta trabajar con elementos

simples.

Corolario 4.4. Sean a ∈ Ai,k y b ∈ Aj,l. Si k 6= j entonces κ2(a⊗ b) = 0.

Demostración. Observemos que

κ2(a⊗ b) = κ2(piapk ⊗ pjbpl)

= κ2(piapkpj ⊗ bpl).

De la ortogonalidad de las proyecciones el resultado se sigue.

7Como se mencionó anteriormente, puesto que estamos trabajando desde un punto de vista alge-
braico omitimos la demostración de que E es completamente positivo. Para la demostración de este
hecho véase [21].
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Por lo tanto, al trabajar con κn nos restringiremos a trabajar con elementos en

Ai0,i1 ⊗D Ai1,i2 ⊗D · · · ⊗D Ain−1,in

para algunos i0, . . . , in ∈ {1, . . . , d}.

Corolario 4.5. Sea n ∈ N, π ∈ NC(n), i0, . . . , in ∈ {1, . . . , d} y a ∈ Ai0,i1 ⊗D · · · ⊗D
Ain−1,in. Entonces

κπ(a) = κ̂πpin

con κ̂π ∈ C dada por

κ̂π =


∏
V ∈π

V={k1<···<km}

κ̂m(ak1 ⊗ · · · ⊗ akm) i0 = in

0 i0 6= in.

(4.5)

Observación 4.3. Si π = 1NC(n) entonces la fórmula (4.5) únicamente afirma que

κn(a) ∈ 〈pin〉, y que κ̂n queda determinado por el coeficiente que acompaña a pin en

κn(a).

Comentario 4.18. La esencia de los espacios rectangulares reside principalmente en

las ecuaciones de balance y el corolario anterior. Las ecuaciones de balance nos propor-

cionan una especie de tracialidad, mientras que el corolario anterior nos muestra que los

cumulantes rectangulares obedecen prácticamente las mismas reglas que los escalares.

Demostración del Corolario 4.5. La demostración se realizará por inducción en n. Si

n = 1, entonces a ∈ Ai0,i1 y

κ1(a) = E1(a)

= E (a)

= diag (ϕ1(a11), . . . , ϕd(add)) .
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Esto implica que si i0 6= i1 entonces κ1(a) = 0pi1 = 0A, mientras que κ1(a) =

ϕi1(ai1i1)pi1 si i0 = i1. Supongamos que se cumple para n ∈ N. Si a = pi0a1pi1 ⊗

· · · ⊗ pinan+1pin+1 con ai ∈ A para i = 1, . . . , n + 1, entonces de la fórmula momentos-

cumulantes se tiene que para σ = 1NC(n+1)

κn+1(a) =
∑

π∈NC(n+1)

Eπ(a)µ(π,1NC(n+1))

= En(a) +
∑

π<1NC(n+1)

Eπ(a)µ(π,1NC(n+1)).

Observemos que

En(a) = En(pi0a1pi1 ⊗ · · · ⊗ pinan+1pin+1)

= E
(
pi0a1pi1 · · · pinan+1pin+1

)
= κ1(pi0a1pi1 · · · pinan+1pin+1),

y por el paso base tenemos que En(a) ∈ 〈pin+1〉. Para π < 1n+1, entonces existe un

bloque V ∈ π con |V | ≤ n tal que V = {ij, ij + 1, . . . , ij + |V | − 1} para algún

j ∈ {1, . . . , n}. De la estructura multiplicativa de E y la hipótesis de inducción se tiene

que

Eπ(a) =Eπ\V (pi0a1pi1 ⊗ · · · ⊗ E|V |(pij−1
ajpij ⊗ · · · ⊗ pij+|V |−2

aj+|V |−1pij+|V |−1
) (4.6)

pij+|V |−1
aj+|V |pij+|V | ⊗ · · · ⊗ pinain+1pin+1) ∈ 〈pin+1〉,

donde π\V representa a la partición π cuando se le quita el bloque V . Observemos

que aqúı supusimos que V es un bloque interno de π, si no es aśı, entonces Eπ(a) se

factoriza como el producto de esperanzas de orden menor, y la conclusión sigue siendo

válida. Por lo tanto, κn+1(a) ∈ 〈pin+1〉.

Si σ < 1NC(n+1), entonces la ecuación (4.6) sigue siendo válida para κ en lugar E y
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σ en lugar de π. Por la hipótesis de inducción tenemos que

κπ(a) =κπ\V ′(pi0a1pi1 ⊗ · · · ⊗ κ|V |(pij−1
ajpij ⊗ · · · ⊗ pij+|V |−2

aj+|V |−1pij+|V |−1
)

pij+|V |−1
aj+|V |pij+|V | ⊗ · · · ⊗ pinain+1pin+1).

Puesto queAi0,i1⊗DAi1,i2⊗D· · ·⊗DAin−1,in para algunos i0, . . . , in ∈ {1, . . . , d}, entonces

κπ(a) =κ̂|V |(pij−1
ajpij ⊗ · · · ⊗ pij+|V |−2

aj+|V |−1pij+|V |−1
)

κπ\V (pi0a1pi1 ⊗ · · · ⊗ pij+|V |−1
aj+|V |pij+|V | ⊗ · · · ⊗ pinain+1pin+1).

Aplicando el procedimiento anterior de manera iterativa con los bloques de σ obtenemos

la fórmula (4.5), tal y como queŕıamos demostrar.

Finalizaremos esta sección con un teorema que enunciamos sin demostración, sin em-

bargo, la prueba sigue la técnica del corolario anterior, i.e. utilizar la relación momentos-

cumulantes y analizar partición por partición. Los detalles técnicos completos pueden

ser vistos en [5].

Teorema 4.7. Sea a = a1 ⊗ · · · ⊗ an con aj ∈ Aij−1,ij y i0 = in. Entonces

ρi0κ̂n(a1 ⊗ · · · ⊗ an) = ρi1κ̂n(a2 ⊗ · · · ⊗ a1) (4.7)

y

ρi0Ên(a1 ⊗ · · · ⊗ an) = ρi1Ên(a2 ⊗ · · · ⊗ a1). (4.8)

Corolario 4.6. Sea a = a1 ⊗ · · · ⊗ an con aj ∈ Aij−1,ij y i0 = in. Entonces

4.5. Matrices a bloques

En esta sección estudiamos una clase de espacios de probabilidad valuados en ope-

radores los cuales nos permitirán trabajar con matrices a bloques en las que todos sus

bloques son cuadrados.
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Proposición 4.6. Sea (C, ϕ) un ∗-espacio de probabilidad. Definamos las álgebras A :=

Matd (C) y B := Matd (C). Denotemos por E : A → B a la función 1⊗ϕ, la cual actua

en A mediante

(ai,j)
d
i,j=1 7→ (ϕ (ai,j))

d
i,j=1.

Entonces (E,A,B) es un espacios de probabilidad valuado en operadores.

La demostración de esta proposición es un ejercicio de rutina. En este contexto

hay varios problemas de interés, como el de encontrar a los elementos semicirculares

de A. Al final de este caṕıtulo enunciaremos un teorema derivado del estudio de estos

elementos semicirculares el cual nos permite calcular el espectro asintótico de matrices

aleatorias gaussianas a bloques con una cierta correlación.

Ejemplo 4.9. Sea s ∈ A una variable aleatoria autoadjunta tal que {si,j | i, j ∈

{1, . . . , d}} es una familia semicircular con función de covarianza σ, i.e. ϕ (si,ksj,l) =

σ(i, k; j, l). Para i, j ∈ {1, . . . , d} se tiene que

[E(sm)]i,j = ϕ ([sm]i,j)

=
∑

i(k)=1,...,d
k∈{2,...,m}

ϕ
(
si,i(2) · · · si(m),j

)

=
∑

i(k)=1,...,d
k∈{2,...,m}

∑
π∈NC2(m)

∏
(p,q)∈π

σ(i(p), i(p+ 1); i(q), i(q + 1))

=
∑

π∈NC2(m)

[cπ(s⊗ · · · ⊗ s)]i,j,

donde

[cπ(s⊗ · · · ⊗ s)]i,j =
∑

i(k)=1,...,d
k∈{2,...,m}

∏
(p,q)∈π

σ(i(p), i(p+ 1); i(q), i(q + 1)).

Si demostramos que la matriz cπ(s⊗· · ·⊗s) = ([cπ]i,j)
d
i,j=1 es igual al cumulante κπ(s⊗
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· · · ⊗ s) para toda π ∈ NC, habremos demostrado que s es un elemento semicircular en

(E,A,B).

En el ejemplo anterior cπ(s⊗ · · · ⊗ s) es la notación utilizada para la matriz alĺı de-

finida y no hace referencia, en principio, a una función. Sin embargo, como veremos en

los siguientes ejemplos, es posible dotar a (cπ(s⊗· · ·⊗ s))π∈NC de una estructura de tal

manera que cπ defina una función de A⊗Bn a B. Omitiremos el argumento (s⊗ · · · ⊗ s)

cuando esto no cause confusión.

Notación 4.1. Denotemos por η a la función de covarianza de s, i.e.

η(b) := E (sbs)

para toda b ∈ B.

Observación 4.4. En términos de σ la función de covarianza está dada por

[η(b)]i,j = ϕ ([sbs]i,j)

= ϕ

(
d∑

k,l=1

si,kbk,lsl,j

)

=
d∑

k,l=1

bk,lσ(i, k; l, j).

Corolario 4.7. El función de covarianza es lineal.

Demostración. Sean a, b ∈ Matd (C) y α ∈ C, entonces

η(αa+ b) = E (s(αa+ b)s)

= αE (sas) + E (sbs)

= αη(a) + η(b),

es decir, η es lineal.
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El siguiente teorema lo enunciamos sin demostración. En su lugar damos dos ejem-

plos para ilustrar la metodoloǵıa de la prueba, a saber, la cancelación sucesiva de los

pares de una partición que no se cruza.

Teorema 4.8. Podemos construir una familia de funciones (cπ)π∈NC multiplicativa8

respecto a π la cual extiende la notación dada anteriormente para cπ(s⊗ · · · ⊗ s).

Comentario 4.19. Puesto que c1(s) = E (s) y ϕ (si,j) = 0 para toda i, j, tenemos que

c1(s) = 0B. Más aún, se tiene que

[c2(s⊗ s)]i,j =
∑

i(2)=1,...,d

σ(i, i(2); i(2), j)

= η(1B).

Por lo tanto, el teorema anterior se puede reinterpretar de la siguiente manera: ((cπ(s⊗

· · · ⊗ s) puede ser calculado recursivamente a partir de η y la estructura de π ∈ NC2.))

Ejemplo 4.10. Sea π = {(1, 2), (3, 4)} ∈ NC2(4). Observemos que para i, j ∈ {1, . . . , d}

se tiene que

[cπ]i,j =
∑

i(k)=1,...,d
k∈{2,3,4}

∏
(p,q)∈π

σ(i(p), i(p+ 1); i(q), i(q + 1))

=
∑

i(2),i(3),i(4)=1,...,d

σ(i, i(2); i(2), i(3))σ(i(3), i(4); i(4), j).

Puesto que la expresión σ(i, i(2); i(2), i(3))σ(i(3), i(4); i(4), j) sólo depende de i(4) a

través del segundo factor, podemos reescribir a [cπ]i,j como

[cπ]i,j =
∑

i(2),i(3)=1,...,d

σ(i, i(2); i(2), i(3))
∑

i(4)=1,...,d

σ(i(3), i(4); i(4), j). (4.9)

8Por supuesto hablamos de multiplicatividad en el sentido no conmutativo, tal y como se ha tra-
bajado a través de este caṕıtulo.
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Del comentario anterior es claro que

[cπ]i,j =
∑

i(2),i(3)=1,...,d

σ(i, i(2); i(2), i(3))[η(1B)]i(3),j.

Aplicando este mismo argumento para i(2) en lugar de i(4) se tiene que

[cπ]i,j =
∑

i(3)=1,...,d

[η(1B)]i,i(3)[η(1B)]i(3),j

= [η(1B)η(1B)]i,j.

Puesto que la última expresión se cumple para toda i, j ∈ {1, . . . , d} se tiene que

cπ = η(1B)η(1B).

Este ejemplo nos permite concluir que a la partición9 π = ()() le corresponde el

valor de cπ = η(1B)η(1B). En lo sucesivo omitiremos el ı́ndice B en 1B.

Ejemplo 4.11. Sea π = {(1, 2), (3, 6), (4, 5)} ∈ NC2(6). Aplicando la misma metodo-

loǵıa del ejemplo anterior, para i, j ∈ {1, . . . , d} se tiene que

[cπ]i,j =
∑

i(k)=1,...,d
k∈{2,...,6}

σ(i, i(2); i(2), i(3))σ(i(3), i(4); i(6), j)σ(i(4), i(5); i(5), i(6))

=
∑

i(k)=1,...,d
k∈{3,...,6}

[η(1)]i,i(3)σ(i(3), i(4); i(6), j)σ(i(4), i(5); i(5), i(6))

=
∑

i(k)=1,...,d
k∈{3,...,6}\{5}

[η(1)]i,i(3)σ(i(3), i(4); i(6), j)[η(1)]i(4),i(6)

=
∑

i(3)=1,...,d

[η(1)]i,i(3)

∑
i(4),i(6)=1,...,d

[η(1)]i(4),i(6)σ(i(3), i(4); i(6), j)

=
∑

i(3)=1,...,d

[η(1)]i,i(3)[η(η(1))]i(3),j

= [η(1)η(η(1))]i,j.

9Escribimos a π como ()() en lugar de {(1, 2), (3, 4)} puesto que en la primer expresión es más fácil
observar lo que queremos mostrar.
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Por lo tanto se tiene que cπ = η(1)η(η(1)).

De los ejemplos anteriores y su metodoloǵıa podemos concluir que

π = ()() → cπ = η(1)η(1)

π = ()(())→ cπ = η(1)η(η(1))

π = ((()))→ cπ = η(η(η(1)))

π = ()()()→ cπ = η(1)η(1)η(1).

Esto muestra que cπ puede ser calculado a través de η y la estructura de π, mientras

que el siguiente ejemplo muestra la multiplicatividad de cπ respecto a π.

Ejemplo 4.12. Sea π = (()())(). De los ejemplos anteriores se puede concluir que

cπ = η(η(1)η(1))η(1).

Si escribimos a π como π = {(1, 6)}∪π1∪π2 donde π1 = {(2, 3), (4, 5)} y π2 = {(7, 8)}.

Definamos π̂1 = ()() ∈ NC2(4) y π̂2 = () ∈ NC2(2) a las identificaciones naturales de π1

y π2 como elementos de NC2(4) y NC2(2) respectivamente. Puesto que ccπ1 = η(1)η(1)

y ccπ2 = η(1) concluimos que

cπ = η(ccπ1)ccπ2 .

Esto muestra la estructura multiplicatividad de cπ respecto a π.

Comentario 4.20. De esto es claro que (cπ)π∈NC2 es de hecho (κπ)π∈NC2 y por lo tanto

s es un elemento semicircular en (E,A,B).

Por compleción, a continuación demostraremos la afirmación a) del Teorema 4.4 en

el caso de la variable semicircular s.

Corolario 4.8. Los momentos valuados en operadores (E(sm))m≥0 satisfacen la si-

guiente recurrencia

E(sm) =
m−2∑
k=0

η(E(sk)) · E(sm−2−k).
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Demostración. Aplicando las ideas del Ejemplo 4.12 tenemos que

E(sm) =
∑

π∈NC2(m)

κπ

=
m∑
r=2

∑
π1∈NC2(r−2)

∑
π2∈NC2(m−r)

η(κπ1) · κπ2

=
m∑
r=2

∑
π1∈NC2(r−2)

η(κπ1) · E(sm−r)

=
m∑
r=2

η

 ∑
π1∈NC2(r−2)

κπ1

E(sm−r)

=
m∑
r=2

η
(
E(sr−2)

)
E(sm−r)

=
m−2∑
r=0

η(E(sr))E(sm−2−r),

tal y como se queŕıa demostrar.

Definición 4.22. Sea a ∈ A una variable aleatoria en (E,A,B). Se define la función

generadora de momentos de a mediante la serie de potencias formal

Ma(b) =
∑
n≥0

E ((ab)n) .

Corolario 4.9. La función generadora de momentos de s satisface la ecuación

M(z1) = 1 + z2η(M(z1)) ·M(z1)

para toda z ∈ C+.

Demostración. De la definición de M(z) y el Corolario 4.8 se tiene que

M(z) = 1 + E(s)z +
∑
m≥2

m−2∑
k=0

η(E(sk)) · E(sm−2−k)zm
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M(z) = 1 +
∑
n≥0

n∑
k=0

η(E(sk)) · E(sn−k)znz2

= 1 + z2
∑
k≥0

∑
n≥k

η(E(sk)) · E(sn−k)zn−kzk

= 1 + z2
∑
k≥0

∑
m≥0

(η(E(sk))zk) · (E(sm)zm)

= 1 + z2

(∑
k≥0

η(E(sk)zk)

)
·

(∑
m≥0

E(sm)zm

)

= 1 + z2η

(∑
k≥0

E(sk)zk

)
·M(z1)

= 1 + z2η(M(z1)) ·M(z1),

donde utilizamos fuertemente el hecho que la función de covarianza es lineal.

Similarmente al caso escalar se tiene que G(z1) =
1

z
M

(
1

z
1

)
. Por lo tanto, el

corolario anterior implica trivialmente la afirmación a) del Teorema 4.4 para el caso de

la variable semicircular s.

Corolario 4.10. La transformada de Cauchy valuada en operadores de s satisface la

siguiente ecuación

zG(z1) = 1 + η(G(z1)) ·G(z1)

para toda z ∈ C+.

El siguiente teorema, el cual puede ser consultado en [11] y referencias alĺı, nos

permite calcular el espectro asintótico de ciertas matrices aleatorias a bloques.

Teorema 4.9. Sea d ∈ N fija y σ una función de covarianza tal que σ(i, j; k, l) =

σ(k, l; i, j) para toda i, j, k, l = 1, . . . , d. Suponga, para N ∈ N, que {a(i,j)
r.p | i, j =

1, . . . , d; r, p = 1, . . . , N} son variables aleatorias gaussianas con a
(i,j)
r,p = a

(j,i)
p,r , media

cero y covarianza

E
(
a(i,j)
r,p a

(k,l)
q,s

)
=

1

dN
δrsδpqσ(i, j; k, l).
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Considere las matrices a bloques XN = (A(i,j))di,j=1, donde los bloques están dados por

A(i,j) = (a(i,j)
r,p )Nr,p=1.

Entonces casi seguramente, cuando N → ∞, la matriz XN tiene una distribución es-

pectral asintótica la cual tiene una transformada de Cauchy determinada por

G(z) = trd (G(z))

donde G(z) es una función anaĺıtica en el semiplano complejo superior con valores en

Matd (C) la cual está determinada únicamente por

ĺım
|z|→∞
=z>0

zG(z) = Id

y que satisface, para toda z en el semiplano superior complejo, la ecuación matricial

zG(z) = Id + η(G(z))G(z)

donde η : Matd (C)→ Matd (C) es la función de covarianza

[
η(D)di,j=1

]
i,j

=
1

d

d∑
k,l=1

Dk,lσ(i, k; l.j).

Para finalizar, damos un teorema el cual nos permite construir un criterio bastante

útil para probar la libertad respecto a E.

Teorema 4.10. Sea (C, ϕ) un espacio de probabilidad, d ∈ N fijo, A = Matd (C),

B = Matd (C) y E = 1 ⊗ ϕ. Denotemos a los cumulantes escalares respecto a ϕ por

κ y a los cumulantes valuados en operadores por κB. Sea J un conjunto arbitrario y

A(r) = (a
(r)
i,j )di,j=1 ∈ A para cada r ∈ J . Entonces los cumulantes valuados en operadores
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de A(r) están dados por

[
κEn
(
A(r1) ⊗ · · · ⊗ A(rn)

)]
i,j

=
d∑

i2,...,in=1

κn

(
a

(r1)
i,i2
⊗ · · · ⊗ a(rn)

in,j

)
.

Corolario 4.11. En notación del teorema anterior, si las entradas de dos variables

aleatorias en A son dos familias libres en (C, ϕ) entonces las dos matrices son libres

respecto a E.

Demostración del Teorema 4.10. Sean r1, . . . , rn ∈ {1, 2} como en el Teorema 4.10. Si

r(α) 6= r(β) para algunos α, β ∈ {1, . . . , n}, de la libertad entre las entradas de A(1) y

A(2) se tiene que los cumulantes mixtos de dichas entradas se anulan, por tanto

[
κEn
(
A(r1) ⊗ · · · ⊗ A(rn)

)]
i,j

=
d∑

i2,...,in=1

κn

(
a

(r1)
i,i2
⊗ · · · ⊗ a(rn)

in,j

)
=

d∑
i2,...,in=1

0

= 0

para todo i, j ∈ {1, . . . , d}. De esto concluimos que κEn
(
A(r1) ⊗ · · · ⊗ A(rn)

)
= 0B y por

lo tanto A(1) y A(2) son libres sobre B.

Comentario 4.21. El corolario anterior es de interés en términos de modelación ya que

nos garantiza que la libertad asintótica entre los bloques de dos matrices a bloques es

suficiente para tener la libertad sobre B = Matd (C) de las variables aleatorias en A =

Matd (C) correspondientes a dichas matrices a bloques. Sin este hecho seŕıa necesario

probar o suponer la libertad respecto a E : A → B de las matrices en A, lo cual

aparenta ser dif́ıcil de justificar intuitivamente10.

Comentario 4.22. Sea C = L∞(Ω,F) el conjunto de todas las variables aleatorias

X : Ω → C tales que su soporte es acotado, y denotemos por ϕ al valor esperado

10Puesto que estamos hablando de modelación, en general, los supuestos se deben justificar desde el
punto de vista de la aplicación.
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asociado. Es claro que (C, ϕ) es una ∗-álgebra (con f ∗ = f). El corolario anterior nos

garantiza que es suficiente con tener libertad entre las entradas de dos matrices en

A := Matd (C) para que estas sean libres sobre B := Matd (C). Es un ejercicio de rutina

demostrar que si dos variables aleatorias son libres y conmutan entonces una debe

ser un múltiplo escalar de 1C, y puesto que C es un álgebra conmutativa la condición

del corolario anterior implicaŕıa que una de las matrices debe ser constante. Esto nos

muestra una complicación al tratar de llevar la probabilidad libre valuada en operadores

al caso de matrices de dimensión finita.

4.6. Notas adicionales

Para una exposición detallada de la teoŕıa general de probabilidad libre valuada en

operadores sugerimos el art́ıculo de Helton, Far y Speicher [12] del 2007 y referencias

alĺı. La sección 4.4 se basa fuertemente en las primeras dos secciones del art́ıculo [5] de

Benaych-Georges del 2005.
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Caṕıtulo 5

Análisis del espectro asintótico de

canales multiantena

En este caṕıtulo mostramos algunas aplicaciones de la teoŕıa de probabilidad libre

al análisis de los espectros asintóticos de ciertos canales multiantena. En particular,

en la Sección 5.1 mostramos una aplicación de los espacios rectangulares a los canales

multiacceso la cual se debe a Speicher, Vargas y Mai [24]. En la Sección 5.2 utilizamos

los espacios rectangulares y las ecuaciones de subordinación para el análisis de ciertos

enlaces en redes multisalto. Este problema fue resuelto por Fawaz, Zarifi, Debbah y Ges-

bert en 2011 [7] utilizando una gran variedad de herramientas, incluida la probabilidad

libre. Nuestro principal aporte en este problema es que todos los cálculos se mantienen

dentro del contexto de la probabilidad libre. En la Sección 5.3 mostramos, a manera

de preambulo, una aplicación de la probabilidad libre valuada en operadores al cálculo

de la capacidad en un sistema de comunicaciones en el que se considera la interferencia

interśımbolo. Esta aplicación se debe a Far, Oraby, Bryc y Speicher [11]. Por último,

en la Sección 5.4 adaptamos el modelo a bloques de la Sección 5.3 en el contexto de

canales monousuario correlacionados. Tras una breve discusión acerca de porque dicha

adaptación es poco realista, proponemos un nuevo modelo en el cual cambiamos la dis-

tribución (estad́ıstica) de los bloques. Este modelo se basa en introducir correlación en
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los ángulos de arribo de las señales recibidas. Además, mostramos que los casos ĺımite

respecto al ángulo de arribo corresponden a una variación del modelo de correlación de

Kronecker y al modelo canónico de los sistemas MIMO. Concluimos el caṕıtulo dando

un breve resumen del modelo propuesto, mostrando brevemente una metodoloǵıa útil

en ciertos casos particulares y proponiendo algunas ĺıneas de investigación futuras.

5.1. Canal multiacceso

Un canal multiacceso es un canal de comunicación en el cual varios usuarios trans-

miten a un usuario común al mismo tiempo. Por lo tanto, en el contexto de dispositivos

multiantena un canal multiacceso es aquel en el que hay K ∈ N transmisores y un único

receptor. Supongamos que para cada k ∈ {1, . . . , K} se tiene que el k-ésimo transmisor

cuenta con Nk antenas transmisoras mientras que el receptor recibe con N antenas.

Además, supongamos que el canal entre el k-ésimo transmisor y el receptor está dado

por RkXkTk, donde R2
k y T 2

k son matrices cuadradas de correlación (no aleatorias) y

Xk es una matriz rectangular gaussiana, esto es, cada canal transmisor-receptor expe-

rimenta correlación de Kronecker1.

En esta situación es de interés determinar la capacidad del sistema, lo cual se puede

obtener a partir del espectro de la matriz

G =
K∑
k=1

RkXkT
2
kX

∗
kRk.

Este problema fue resuelto por Couillet, Debbah y Silverstein en [6]. Su método de

resolución utiliza aproximaciones de ciertas transformadas de Stieltjes y de Shannon.

A la técnica utilizada por ellos se le denomina equivalentes deterministas. Speicher,

Vargas y Mai introdujeron una técnica llamada equivalentes deterministas libres para

resolver alternativamente este problema [24]. Esta técnica a grandes rasgos consiste

1La notación usual es tomar Rk y Tk a las matrices de correlación, por lo que el canal está dado
por R1/2

k XkT
1/2
k . Aqúı hacemos el cambio de notación por claridad.
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en remplazar las matrices en cuestión por operadores (en espacios rectangulares) que

tengan las distribuciones de los elementos en cuestión y que además satisfagan ciertas

relaciones de libertad. A continuación discutimos brevemente las ideas clave de este

enfoque.

Una modificación realizada en [24] al problema original es que se analizó el espectro

de la siguiente matriz aleatoria

G =
K∑
k=1

RkUkT
2
kU
∗
kRk,

donde Rk y Tk son como antes pero las matrices Uk son matrices Haar unitarias. Al final

comentaremos como es posible resolver el problema original utilizando este enfoque de

equivalentes deterministas libres.

En el Ejemplo 4.8 del caṕıtulo anterior encajamos matrices aleatorias rectangulares

en espacios de matrices aleatorias de dimensión más grande, de tal forma que el espacio

resultante teńıa la estructura de un espacio de probabilidad rectangular. Puesto que

las matrices Xk son rectangulares, trabajaremos con espacios rectangulares. Una de las

aportaciones principales de [24] es el siguiente teorema, el cual extiende el Teorema 3.2

al caso rectangular.

Teorema 5.1. Sea K ∈ N fijo y para cada N ∈ N sea (AN , τN := E◦trN) un espacio de

matrices aleatorias de N×N con estructura de (P
(N)
1 , . . . , P

(N)
K )-espacio de probabilidad

con elementos simples U
(N)
i ∈ (AN)i,i tales que

ĺımN→∞
1

N
tr(P

(N)
i )→ ci > 0.

U
(N)
1 , . . . , U

(N)
K son independientes con distribución Haar unitaria en el espacio

((AN)i,i, (τN)i).

Sea UN = U
(N)
1 + · · ·+U

(N)
K y D(N)

1 ,D(N)
2 colecciones de matrices simples deterministas

con D-distribución asintótica donde D = 〈p1, . . . , pd〉 ⊂ A. Entonces D(N)
1 y UND(N)

2 U∗N

son asintóticamente libres (respecto a E : A → D).

El teorema anterior nos permite aproximar nuestro problema original por el siguien-
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te. Sea rk un operador cuya distribución coincide con la distribución ĺımite de Rk y tk el

respectivo para Tk. Por el teorema anterior podemos tomar a (rk)k≤K y t1, . . . , tk libres

sobre D. Por lo tanto, necesitamos calcular el espectro del operador

g :=
K∑
k=1

rktkrk. (5.1)

De las relaciones de libertad supuestas es posible demostrar que los elementos rktkrk

con k ≤ K son libres sobre C = 〈D, r1r∗1, . . . , rKr∗K〉, donde D = 〈p0, . . . , pK〉 y rk ∈ A0,k

para toda k ≤ K. Por lo tanto, basta obtener la transformada R con valores en C de

los elementos rktkrk para obtener la transformada R con valores en C de g, esto es

RCg (b) =
K∑
k=1

RCrktkrk(b). (5.2)

A partir de la ecuación anterior es posible llegar a un sistema de ecuaciones para las

funciones escalares

fj(b) :=
N

Nj

τ0

( K∑
k=1

rkr
∗
kR

(k)
tk

(fk(b))− b

)−1

rjr
∗
j

 ,
donde τ0 es la restricción normalizada de τ a C0 := p0Cp0. Con estas funciones es posible

calcular la transformada de Cauchy Gg con valores en C0, la cual está dada por

GC0g (b) =

(
K∑
k=1

rkr
∗
kR

(k)
tk

(fk(b))− b

)−1

.

Por último, basta remplazar a rk de la expresión anterior por Rk, respectivamente

para tk y Tk, para obtener una expresión que dependa de las matrices dadas. El nombre

equivalentes deterministas libres proviene del hecho que nuestras matrices deterministas

fueron remplazadas por operadores libres.

Alternativamente al desarrollo de Speicher, Vargas y Mai, es importante observar

que si se tienen las transformadas de Cauchy para las rktkrk entonces la ecuación (4.2)
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nos proporciona las transformadas R correspondientes2, especificamente, se tiene la

relación

R(b) = G−1(b)− b−1.

De esta forma obtenemos las transformadas R de los elementos rktkrk para cada k ≤ K

y por ende la transformada R de g. Por último, tenemos que resolver la ecuación de

punto fijo dada por (4.2) para obtener la transformada de Cauchy de g. En esta situación

el único problema restante es calcular la transformada de Cauchy de rktkrk a partir de

Grk y Gtk , sin embargo, este tipo de problema será tratado con detalle en la siguiente

sección.

Observemos que es posible resolver el problema con matrices aleatorias gaussianas

en lugar de matrices unitarias si extendemos el Teorema 5.1 para el caso de matrices

gaussiana, esto es, la extensión del Teorema 3.10 al caso de espacios rectangulares. En

tal situación estaremos interesados en el espectro de operadores de la forma rkhktkh
∗
krk.

Como ya se mencionó, en la siguiente sección mostraremos como calcular la transfor-

mada de Cauchy del producto de operadores libres en un espacio rectangular.

5.2. Redes retransmisoras con multisalto

Para mejorar la calidad de los enlaces algunas redes implementan relevos cuya fun-

ción es recibir una señal, precodificarla y retransmitirla. En particular, las redes conoci-

das como retransmisoras multisalto implementan relevos sucesivos desde el transmisor

hasta el receptor.

En el esquema de precodificación lineal, en el cual la señal recibida (vector) es

multiplicada por una matriz para despues ser retransmitida, la matriz equivalente del

canal es una matriz compuesta del producto de otras matrices. Especificamente, si hay

N relevos entre transmisor y receptor entonces la matriz equivalente del canal tiene la

2La expresión para la transformada R en términos de la trasnformada de Cauchy requiere la inversa
de esta última, lo cual conlleva ciertos problemas numéricos.
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forma

GN = HNPN−1HN−1 · · ·H1P0,

donde las Pi son las matrices cuadradas de procodificación de los relevos (la matriz P0

corresponde a la matriz de precodificación del transmisor) y las Hi son las matrices

rectangulares asociadas a los canales entre relevos. Es importante notar que las Pi son

constantes mientras que las Hi son aleatorias.

En este contexto, la información mutua asintótica por antena receptora está dada

por

I∞ = ĺım
N→∞

1

k0

log det (IkN
+ ηGNG

∗
N)

donde η es una constante asociada al ruido del sistema, k0 es el número de antenas

transmisoras y kN el número de antenas receptoras. De la ecuación anterior vemos

que la información mutua asintótica depende únicamente de la distribución emṕırica

espectral asintótica de GNG
∗
N , por lo que nos concentraremos en calcular esta última.

Por simplicidad, calcularemos el espectro de GNG
∗
N cuando GN tiene dos elementos los

cuales son matrices aleatorias gaussianas rectangulares, i.e. cuando N = 2 y Pk es la

identidad para k = 0, 1. Al final de esta sección discutiremos como extender la solución

de este caso particular al caso general.

Sean, para cada N ∈ N, XN y YN matrices aleatorias gaussianas complejas indepen-

dientes de dimensión a(n)× b(n) y b(n)× a(n) respectivamente. Sea c(n) = a(n) + b(n)

y supongamos que c(n) → ∞ cuando n → ∞. Supongamos además que a(n)/c(n) →

ρa > 0 y b(n)/c(n)→ ρb > 0 cuando n→∞.

Procediendo como en la sección anterior, por el Teorema 3.5 es claro que debemos

encajar a XN/
√
a(N) en un espacio de probabilidad de tal forma que si x es dicho

encajamiento entonces x∗x es una variable aleatoria Marchenko-Pastur de parámetro

β =
ρb
ρa

. Similarmente podemos encajar a YN/
√
a(N) a una variable aleatoria y de tal
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forma que yy∗ sea una variable aleatoria Marchenko-Pastur del mismo parámetro. Más

aún, por el Teorema 3.10 las variables aleatorias x∗x y yy∗ son libres.

Puesto que estamos en un contexto no cuadrado, es claro que el encajamiento de

x y y debe ser realizado en un espacio de probabilidad rectangular de constantes ρa

y ρb. Especificamente, sea (A, ϕ) un (pa, pb)-espacio de probabilidad con esperanza

condicional asociada E, y tal que ϕ (pa) = ρa y ϕ (pb) = ρb. Tomemos x como una

variable aleatoria tal que x ∈ Aa,b y satisface que x∗x es una variable Marchenko-Pastur

de parámetro ρb/ρa en el espacio restringido (Ab,b, ϕb). Denotaremos esto diciendo que

x∗x es una ϕbMP(ρb/ρa) . Similarmente encajaremos a y ∈ A de tal forma que y ∈ Ab,a
y yy∗ es una ϕbMP(ρb/ρa).

Puesto que la normalización usual es dividir a la matriz gaussiana por la ráız cua-

drada de sus columnas, tenemos que observar entonces que estamos interesados en

GNG
∗
N =

XNYNY
∗
NX

∗
N

a(N)b(N)

=
a(N)

b(N)

XNYNY
∗
NX

∗
N

a(N)a(N)

dist→ ρa
ρb
xyy∗x∗.

Definamos pues al operador g dado por

g =
ρa
ρb
xyy∗x∗.

Obsevemos que la transformada de Cauchy valuada en operadores de g está dada por

Gg(rpa + spb) = G(ρa/ρb)xyy∗x∗(rpa + spb)

=
∑
n≥0

E

(
(r−1pa + s−1pb)

(
ρa
ρb
xyy∗x∗(r−1pa + s−1pb)

)n)

=
ρb
ρa

∑
n≥0

(
ρa
ρbr

)n+1

E ((xyy∗x∗)n) .
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Utilizando la fórmula de balance para E (ecuación 4.8) tenemos que

Gg(rpa + spb) =
ρb
ρa

∑
n≥0

(
ρa
ρbr

)n+1

Ê ((xyy∗x∗)n) pa

=
ρ2
b

ρ2
a

∑
n≥0

(
ρa
ρbr

)n+1

Ê ((yy∗x∗x)n) pa

=
ρ2
b

ρ2
a

pa

(∑
n≥0

(
ρa
ρbr

)n+1

Ê ((yy∗x∗x)n)

)

= Ĝyy∗x∗x

(
rρb
ρa
pb

)
ρ2
b

ρ2
a

pa,

o de manera más compacta

Gg(r1A) = Ĝyy∗x∗x

(
rρb
ρa

1A

)
ρ2
b

ρ2
a

pa. (5.3)

Por lo tanto, para obtenerGg es necesario calcularGx∗x yGyy∗ . Para ello, observemos

que

Gx∗x(rpa + spb) =
∑
n≥0

E
(
(r−1pa + s−1pb)(x

∗x(r−1pa + s−1pb))
n
)

=
∑
n≥0

1

sn+1
diag (0, ϕb((x

∗x)n))

= Gρb/ρa(s)pb,

donde Gy(s) denota a la transformada de Cauchy escalar de una v.a. Marchenko-Pastur

de parámetro y evaluada en s ∈ C+. Observemos que Gx∗x(rpa+spb) no es invertible, sin

embargo, si es invertible en el álgebra 〈pb〉. En lo sucesivo trabajaremos con la inversa en

el álgebra restringida, ya que siempre es posible trabajar con el elemento x∗x+εpa con ε

arbitrariamente pequeño y mediante ciertos argumentos de continuidad demostrar que

en términos de trabajo numérico es suficiente con trabajar con las inversas restringidas3.

3En este caso es particularmente importante que el álgebra D es el conjunto de matrices diagonales
complejas, lo cual implica que la inversa es la suma de las inversas restringidas.
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Por la digresión del párrafo anterior, trabajaremos con la transformada h de x∗x

dada por

hx∗x(rpa + spb) = r−1pa + s−1pb −Gx∗x(r
−1pa + s−1pb)

−1

= r−1pa + (s−1 −Gρb/ρa(s−1)−1)pb.

Puesto que yy∗ también es una ϕbMP(ρb/ρa) tenemos que

Gyy∗(rpa + spb) = Gρb/ρa(s)pb,

hyy∗(rpa + spb) = r−1pa + (s−1 −Gρb/ρa(s−1)−1)pb.

Además, recordemos que se tiene que ω2(d) = ĺımn→∞ g
n
d (ω) para cualquier ω ∈

H+(D), donde gd(ω) = dhyy∗(hx∗x(ω)d) y

Gyy∗x∗x(z1A) = (z1A − zω2(z
−11A)hx∗x(ω2(z

−11A)))−1.

Despejando la última ecuación en la ecuación (5.3) obtenemos la transformada de Cau-

chy de g, tal y como estabamos buscando.

Para mostrar la concordancia entre las densidades estimadas a partir de las fórmulas

recién deduciadas y el espectro de las matrices aleatorias correspondientes, a continua-

ción se muestra el histograma de los eigenvalores de GNG
∗
N junto a la densidad asociada

a la distribución de g para algunos valores de a(N) y b(N). En negro se muestra el histo-

grama de los eigenvalores y en rojo la densidad estimada. Para mejorar la visualización,

en el caso a(N) > b(N) descartamos los eigenvalores nulos de la gráfica.
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5.3. Sistema monousuario con interferencia entre

śımbolos

Para hacer una modelación más realista del fenomeno de la transmisión de señales,

es usual tomar en cuenta las versiones de una señal que llegan retrasadas en el tiempo.

Esencialmente, la salida yn al tiempo n ∈ Z depende de las señales transmitidas hasta

ese tiempo. Especificamente, se suele suponer que la salida tienen la forma

yn =
∑
k≥0

akxn−k,

donde ak es el coeficiente que acompaña a la señal transmitida k periodos antes. F́ısica-

mente es sensato suponer que an → 0 cuando n→∞, por lo que es usual tomar ak = 0

para k ≥ L, donde L ∈ N es una constante.

En el contexto multiantena las ak son matrices y las xk son vectores. En tal situación

la matriz equivalente del canal tiene la forma

H =



A1 A2 · · · AL 0 0 0 · · · 0

0 A1 A2 · · · AL 0 0 · · · 0

0 0 A1 A2 · · · AL 0 · · · 0
...

...
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

...

0 0 · · · · · · 0 A1 A2 · · · AL


,

donde las A1, . . . , AL son matrices de nR × nT , y en cada fila hay K − 1 matrices cero

con K ∈ N fija. En el caso en el que las matrices A1, . . . , AL son matrices gaussianas

cuadradas independientes, la intuición nos dice que H se comporta asintóticamente de

manera similar a un elemento h ∈ MatK×L+K−1 (A), para A un álgebra de operadores

apropiada, el cual tiene la misma estructura que H salvo que los elementos A1, . . . , AL

son reemplazados por una familia circular libre.

Observemos que en esta situación estamos en el contexto de la Sección 4.5, y por lo
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tanto podemos aplicar el tipo de cálculos alĺı realizados. Este enfoque fue tomado por

Far, Oraby, Bryc y Speicher en [11] de 2008. Hasta donde sabemos, esta fue una de las

primeras aplicaciones de la probabilidad libre valuada en operadores en comunicación

inalámbrica. Remitimos al lector interesado en los detalles de esta aplicación a dicho

art́ıculo.

5.4. Sistema monousuario con correlación angular

En esta sección adaptaremos el modelo de la sección anterior para modelar la co-

rrelación en sistemas multiantena monousuario. Además, propondremos una extensión

basada en la dispersión del ángulo de arrivo. Esta extensión nos ayudará a describir de

una forma más realista el comportamiento asintótico del espectro de un canal multi-

antena, y por ende el de su capacidad. Finalizaremos este caṕıtulo planteando posibles

ĺıneas de investigación futuras acerca de este modelo que, hasta donde sabemos, no ha

sido explorado en la literatura.

5.4.1. Modelos de correlación a bloques

Supóngase que un canal de comunicación inalámbrica se comporta como una matriz

aleatoria

H = (hi,j) i=1,...,nR
j=1,...,nT

la cual posee una función de correlación σ(i, k; j, l) := E
(
hi,khj,l

)
para i, j ∈ {1, . . . , nR}

y k, l ∈ {1, . . . , nT}. Una posibilidad para aproximar al espectro asintótico de este canal

es remplazar los coeficientes hi,j por matrices aleatorias gaussianas A(i,j) de tamaño

N ×N , i.e. construir una nueva matriz (a bloques)

HN =


A(1,1) · · · A(1,nT )

...
. . .

...

A(nR,1) · · · A(nR,nT )

 ,
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y utilizar el espectro asintótico del ensamble (Hn)n≥1 como la aproximación buscada.

Puesto que estamos aproximando al canal representado por la matriz H, pediremos que

las submatrices {A(i,j)} se correlacionen de acuerdo a la correlación de H. Especifica-

mente, pediremos que la correlación de la matriz HN esté dada por

E
(
(HN)(i,k)

r,p (HN)(j,l)
s,q

)
=

1

(nR + nT )N
δr,sδp,qσ(i, k; j, l).

Es importante señalar que únicamente los coeficientes correspondientes de dos blo-

ques pueden estar correlacionadas. Más aún, la gaussianidad implica que las matrices

A(i,j) tienen coeficientes independientes. Como señalaremos en la siguiente subsección,

dicha independencia es relativamente artificial y poco realista.

Puesto que las matrices (A(i,j))i≤nR,j≤nT
convergen en distribución a una familia

circular, es natural pensar en operar con los bloques de HN en lugar de hacerlo con

la matriz directamente, tal y como se hizó en la sección anterior. En este contexto es

posible utilizar la teoŕıa de probabilidad libre valuada en operadores, especificamente,

tomando A = MatnR×nT
(C), B = MatnR×nT

(C) y E = 1⊗ϕ, donde (C, ϕ) es un espacio

de probabilidad adecuado.

Es importante mencionar que la teoŕıa desarrollada en el caṕıtulo anterior está he-

cha para elementos semicirculares y en el presente contexto estamos trabajando con

elementos circulares. Una matriz de elementos circulares C se puede escribir como una

suma A+ iB con A y B dos matrices de elementos semicirculares tales que los elemen-

tos de una son libres de los de la otra. El Corolario 4.11 implica que las matrices A y

B son libres sobre MatnR×nT
(C), y de la linealidad de la transformada R valuada en

operadores concluimos que la extensión al caso circular se sigue del caso semicircular4.

4Una variable aleatoria circular x es de la forma x = 2−1/2(s + it) con s, t variables aleatorias
semicirculares libres. Puesto que (it)∗ = −it, el caso circular no se puede obtener per se del semicircular.
Sin embargo, en la siguientes subsecciones utilizamos algunos encajamientos que hacen posible pasar
del caso semicircular al circular.
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5.4.2. Extensión a elementos no circulares y correlación angu-

lar

En notación de la subsección anterior, trabajemos en la modelación de un bloque

A(i,j) fijo. El hecho de tomar los coeficientes del bloque A(i,j) independientes es bastante

artificial, ya que al aumentar el número de antenas en un mismo dispositivo éstas

terminan por correlacionarse. Por lo tanto, tenemos que extender el modelo anterior al

caso cuando las matrices A(i,j) no convergen a una familia circular. Por simplicidad en

la notación denotemos a A(i,j) únicamente por A.

Si cada antena del sistema original, tanto receptora como trasmisora, se remplaza

por N antenas colocadas en una vecindad de esta, entonces tiene lugar el remplazo de

hi,j por A(i,j). Por lo tanto, cada bloque modela el comportamiento de alguna región

espacial de los dispositivos que intervienen en el proceso de comunicación.

Si nR y nT son suficientemente grandes entonces la separación entre las antenas

reales debeŕıa ser relativamente pequeña. Por lo tanto, los coeficientes que modelan a

los canales entre las antenas virtuales5 correspondientes a la matriz A debeŕıan de ser

prácticamente iguales. En particular, podemos pensar que todos los coeficientes tienen

la misma amplitud, la cual la tomaremos por simplicidad como uno.

Con base en lo anterior, podemos tomar a la matriz A de tal forma que para cada

i, j ∈ {1, . . . , N} se tenga que

Ai,j = exp(γiθi,j)

con θi,j una variable aleatoria real y γ > 0 un parámetro f́ısico del sistema el cual

modela la dispersión del ángulo de arrivo.

Algunos de los factores que más impactan en la correlación de un arreglo de antenas

están relacionados con parámetros f́ısicos del arreglo o bien con dispersores locales [20].

Puesto que estos factores son diferentes para cada extremo del enlace de comunicación,

proponemos modelar la correlación entre los ángulos (θi,j)
N
i,j=1 mediante el modelo de

5Virtuales puesto que las antenas pertenecientes al bloque A son antenas hipóteticas alrededor de
un par de antenas reales.
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correlación de Kronecker. Observese que este modelo no implica que la correlación de

la matriz A sea de Kronecker. Especificamente, proponemos que la matriz θ = (θi,j)
N
i,j=1

sea de la forma

θ = RXT

donde R2 y T 2 son matrices de correlación y X es una matriz gaussiana con entra-

das centradas y de varianza unitaria. Es importante mencionar que las matrices R2

y T 2 modelan la dinámica de la correlación en el extremo receptor y transmisor res-

pectivamente. Para mostrar algunas de las propiedades de este modelo, a continuación

estudiaremos al espectro asintótico de la matriz A en los casos ĺımites γ →∞ y γ → 0.

Observemos que para N fija se tiene que

E
(
Ai,kAj,l

)
= E (exp(γi(θi,k − θj,l))

= E

(
exp

(
γi

(
N∑

a,b=1

Ri,aXa,bTb,k −
N∑

a,b=1

Rj,aXa,bTb,l

)))

= E

(
exp

(
N∑

a,b=1

γiXa,b(Ri,aTb,k −Rj,aTb,l)

))

=
N∏

a,b=1

E (exp(γiXa,b(Ri,aTb,k −Rj,aTb,l)))

=
N∏

a,b=1

exp

(
−1

2
γ2(Ri,aTb,k −Rj,aTb,l)

2

)
→ 0

cuando γ → ∞. Mutatis mutandis, del cálculo anterior se tiene que E
(
Ani,kA

m
j,l

)
→ 0

cuando γ → ∞ para toda n,m ≥ 1. Esto implica en particular que las variables

aleatorias (Ai,j)
N
i,j=1 se decorrelacionan y su media va a cero cuando γ → ∞. Por lo

tanto, para N suficientemente grande y γ = γ(N) suficientemente grande se tiene que

el espectro de A se comportará similarmente al de una variable aleatoria circular. Esto

coincide con la intuición desde el punto de vista de modelación. Especificamente, el

caso γ →∞ implica que la dispersión del ángulo de arrivo es grande y por lo tanto se
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está en presencia de un ambiente ideal en el cual hay una gran cantidad de dispersores

locales.

Similarmente, desde el punto de vista de modelación el caso γ → 0 es el peor. En

este caso prácticamente todas las antenas correspondientes a la matriz A experimentan

el mismo canal y por lo tanto el sistema MIMO no provee ninguna ganancia respecto

al sistema SISO6. Observemos que Ai,j = 1 + iγθi,j + o(γ), por lo que

A = 1 + iγθ + o(γ)

= 1 + iγRXT + o(γ)

donde 1 es la matrix de N ×N que contiene únicamente unos. Por lo tanto tiene lugar

la aproximación

A
d
≈ 1 + iγRXT.

Por simplicidad en la notación, denotemos por A a la matriz 1 + iγRXT .

A continuación haremos una breve digresión acerca del comportamiento del espectro

de A, y de porque este se comporta ((similar)) al espectro de γRXT . Puesto que los

eigenvalores de AA∗ son las normas de los eigenvalores de A y AA∗ es hermitiana,

trabajaremos con esta última por simplicidad.

Recordemos que λ1(AA
∗) denota al eigenvalor más grande de AA∗, por lo cual

λ1(AA
∗) ≤ ||AA∗||op

=
∣∣∣∣N1 + iγ(RXT1− 1TX∗R) + γ2RXT 2X∗R

∣∣∣∣
op

≤ ||N1||op + ||iγ(RXT1− 1TX∗R)||op +
∣∣∣∣γ2RXT 2X∗R

∣∣∣∣
op

≤ N2 + 2N |γ| ||RXT ||op + γ2
∣∣∣∣RXT 2X∗R

∣∣∣∣
op
.

Bajo algunos supuestos, el eigenvalor dominante de una canal con correlación de Kro-

necker converge a un número real cuando N → ∞, y en particular se tiene que

6Del inglés Single Input Single Output. En este contexto se refiere a la situación en la que se
transmite y se recibe con una sola antena.
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||RXT 2X∗R||op converge cuando N → ∞ (véase [8] y referencias alĺı). Por lo tan-

to, el eigenvalor dominante de la matriz AA∗ es de orden O(N2). De esto es claro que

este eigenvalor es despreciable al calcular la eficiencia espectral ergódica asintótica, la

cual está dada por el ĺımite

ĺım
N→∞

1

N

N∑
k=1

log(λk(AA
∗)).

Similarmente podemos ignorar los primeros tres eigenvalores7 al calcular dicha eficiencia

espectral ergódica asintótica.

Obsevemos que las matrices N1, RXT1 y 1TX∗R tienen rango unitario, y por lo

tanto

Rango (N1 + iγ(RXT1− 1TX∗R)) ≤ 3.

De esto se tiene que a lo mas tres eigenvalores de N1 + iγ(RXT1 − 1TX∗R) son no

nulos, por lo que λk(N1 + iγ(RXT1− 1TX∗R)) = 0 para k ≥ 4. De la desigualdad de

estabilidad para los eigenvalores8, para k ≥ 2 se tiene que

|λk(AA∗)| = |λk(AA∗)− λk(N1 + iγ(RXT1− 1TX∗R))|

≤
∣∣∣∣γ2RXT 2X∗R

∣∣∣∣
op

= γ2
∣∣∣∣RXT 2X∗R

∣∣∣∣
op
.

Puesto que γ es pequeño concluimos que la mayoŕıa de los eigenvalores de AA∗ son

similares a los de γ2RXT 2X∗R. Por lo tanto, en lo sucesivo utilizaremos la siguiente

aproximación9 A = γRXT . Lo anterior implica que en el peor caso, i.e. cuando γ → 0,

la correlación de la matriz A es de Kronecker. Adicionalmente observemos que bajo esta

aproximación, la serie de Mercator implica que la eficiencia espectral ergódica asintótica

7Es claro que podemos ignorar cualquier cantidad finita de eigenvalores una vez que el primero es
despreciable, sin embargo con tres será suficiente.

8Véase el libro de Terence Tao [25].
9Puesto que X es una matriz gaussiana compleja, se tiene que X y iX tienen la misma distribución.

Por lo tanto γRXT y iγRXT son idénticamente distribuidas.
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decae linealmente con γ a medida que γ → 0.

Puesto que la distribución emṕırica espectral de U0AU
∗
0 es la misma que la de A para

toda matriz unitaria U0, la distribución emṕırica espectral de UAU∗ es la misma que

la de A con U una matriz aleatoria Haar unitaria independiente de X. De la invarianza

biunitaria de X concluimos que la distribución empirica espectral URU∗XUTU∗ es la

misma que la de A para U como antes.

Basados en la discusión anterior proponemos el siguiente modelo para aproximar

al espectro asintótico de la matriz H. Remplazaremos a H por una variable aleatoria

h ∈ MatnR×nT
(A) donde (A, ϕ) es un espacio de probabilidad adecuado. Además, cada

operador hi,j será de la forma hi,j = ri,jxi,jti,j, donde ri,j y ti,j son los operadores

asociados a la correlación de cada bloque y xi,j una variable aleatoria circular. En

sistemas donde se presente una alta homogeneidad es sensato que las ri,j tengan la

misma distribución, y similarmente para las ti,j. De la digresión del párrafo anterior y

el Teorema10 3.9 podemos suponer que las familias

({ri,j, ti,j}) i=1,...,nR
j=1,...,nT

, {hi,j | i = 1, . . . , nR; j = 1, . . . , nT}

son libres. Supondremos además que las variables aleatorias (xi,j)i,j es una familia cir-

cular cuya correlación está dada por la de H, i.e. ϕ
(
xi,kx

∗
j,l

)
= E

(
hi,khj,l

)
. Obsérvese

que las hi,j del lado derecho de la última ecuación no son las mismas que los componen-

tes del operador h, sin embargo, incurrimos en este abuso de notación por simplicidad.

También es importante observar que los parámetros de dispersión angular correspon-

dientes a los bloques del operador h están implicitos en la correlación de la familia

(xi,j)i,j.

5.4.3. Un caso de estudio: familia circular libre

Supongamos que los coeficientes hi,j de la matriz H no están correlacionados y

que se conoce la dinámica de correlación al aumentar el número de antenas. En este

10Por supuesto nos referimos a la versión circular del Teorema de Voiculescu.
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caso es sensato modelar a la familia de variables aleatorias no conmutativas {hi,j | i ∈

{1, . . . , nr}, j ∈ {1, . . . , nT}} mediante una familia circular libre. En esta situación la

probabilidad libre valuada en operadores nos permiten calcular la distribución de h

como sigue.

Consideremos el caso particular nR = nT = 2. Sea (A, ϕ) un espacio de probabilidad.

Supongamos que h ∈ Mat2 (A) está dada por

h =

r1h1t1 r2h2t2

r3h3t3 r4h4t4


con rk, tk, hk ∈ A para k = 1, . . . , 4. En esta situación tenemos que obtener la transfor-

mada de Cauchy escalar de h∗h la cual está dada por

Gh∗h(z) = (tr2 ⊗ ϕ)
(
(zI2 − h∗h)−1

)
.

Sea E := (I2 ⊗ ϕ) : Mat2 (A) → Mat2 (C), entonces podemos escribir la expresión

anterior como

Gh∗h(z) = tr2 (Gh∗h(zI2))

donde Gh∗h(zI2) = E ((zI2 − h∗h)−1). Para calcular Gh∗h(zI2) definamos el operador

auxiliar ĥ ∈ Mat4 (A) el cual está dado por

ĥ =

0 h∗

h 0

 .

Sea Ê := (I2⊗E) = (I4⊗ϕ), puesto que {hi,j} es una familia circular tenemos entonces

que Ê(ĥ2n+1) = 0 para toda n ∈ N. Puesto que

ĥ2n =

(h∗h)n 0

0 (hh∗)n
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para toda n ∈ N, de las observaciones anteriores se tiene que

Gbh(zI4) =
∑
n≥0

1

zn+1
Ê
(
ĥn
)

=
∑
n≥0

1

z2n+1
Ê
(
ĥ2n
)

= z
∑
n≥0

1

(z2)n+1
Ê
((
ĥ2
)n)

= zGbh2(z
2I4).

La fórmula anterior coincide con una fórmula análoga bastante conocida del caso escalar.

Además observemos que

Gbh2(zI4) =
∑
n≥0

1

zn+1
Ê
(
ĥ2n
)

=
∑
n≥0

1

zn+1

E ((h∗h)n) 0

0 E ((hh∗)n)


=

Gh∗h(zI2) 0

0 Ghh∗(zI2)

 .

Por lo tanto, Gh∗h(z) se puede calcular v́ıa Gh∗h(zI2), y para obtener esta última basta

calcular la función Gbh2(zI4) la cual se puede obtener a su vez de Gbh(zI4). Para obtener

esta última haremos uso de la teoŕıa de subordinación aditiva libre. Sean

J :=

0 1

1 0

 , E1 :=

1 0

0 0

 , E2 :=

0 0

0 1

 .

Escribamos ĥ = ĥ1 + ĥ2 + ĥ3 + ĥ4 donde

ĥ1 = (J ⊗ E1)ĥ(J ⊗ E1), ĥ2 = (J ⊗ E1)ĥ(J ⊗ E2),

ĥ3 = (J ⊗ E2)ĥ(J ⊗ E1), ĥ4 = (J ⊗ E2)ĥ(J ⊗ E2).

96



Para ser más espećıficos, se tiene que

ĥ1 =


0 0 r1h

∗
1t1 0

0 0 0 0

r1h1t1 0 0 0

0 0 0 0

 .

Procediendo de manera similar al cálculo de Gbh, y el hecho que (A, ϕ) es tracial, se

obtiene que

Gbh1
(zI4) = zGt21h

∗
1r

2
1h1

(z2)diag (1, 0, 1, 0) ,

Gbh2
(zI4) = zGt22h

∗
2r

2
2h2

(z2)diag (0, 1, 1, 0) ,

Gbh3
(zI4) = zGt23h

∗
3r

2
3h3

(z2)diag (1, 0, 0, 1) ,

Gbh4
(zI4) = zGt24h

∗
4r

2
4h4

(z2)diag (0, 1, 0, 1) .

Observemos que ĥ1 es libre de ĥ2, que ĥ1 + ĥ2 es libre de ĥ3 y ĥ1 + ĥ2 + ĥ3 es

libre de ĥ4. Por lo tanto, podemos obtener la transformada de Cauchy de ĥ mediante

la obtención sucesiva de las transformadas de Cauchy de ĥ1, ĥ1 + ĥ2, ĥ1 + ĥ2 + ĥ3 y ĥ

v́ıa las ecuaciones de subordinación aditiva dadas en el caṕıtulo anterior.

Observemos que las transformadas de Cauchy Gt2khkr
2
kh

2
k

para k = 1, . . . , 4 se pueden

obtener v́ıa las ecuaciones de subordinación multiplicativa del caṕıtulo anterior (para

el caso escalar basta tomar 1A = 1). Además, si suponemos que (rk, tk)k=1,...,4 son

idénticamente distribuidos entonces las transformadas de Cauchy Gt2khkr
2
kh

2
k

para k =

1, . . . , 4 son iguales.

5.4.4. Conclusiones y trabajo futuro

El problema principal que queda por resolver es encontrar la distribución de la va-

riable aleatoria h dadas las distribuciones de las variables aleatorias de correlación y la

correlación de la familia circular (no libre) (xi,j)i,j. La libertad de la familia circular im-
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plicó que los encajamientos ĥk tienen transformadas de Cauchy valuadas en operadores

con valores en las matrices diagonales, lo cual deja de ser cierto en el caso general.

En el art́ıculo de Far, Oraby, Bryc y Speicher [11] se dió un método para calcular

la transformada de Cauchy valuada en operadores de una matriz compuesta por una

familia semicircular con correlación arbitraria11. Esto nos permite trabajar con una

función arbitraria de correlación σ(i, k; j, l) = E
(
hi,khj,l

)
.

Sin embargo, es necesario encontrar modelos para las variables aleatorias de corre-

lación ri,j y ti,j tales que

Tengan transformadas de Cauchy o transformadas R12 valuadas en operadores

con valores en13 Matn (C) las cuales sean expĺıcitas o por lo menos calculables con

una computadora.

Que sean lo suficientemente versatiles, de tal manera que permitan aproximar una

gran gama de distribuciones de correlación.

Este tipo de modelos han sido explorados con anterioridad en el contexto del cálculo

de la capacidad ergódica asintótica de sistemas MIMO con correlación de Kronecker.

Espećıficamente, en [18] Mestre, Fonollosa y Pagès-Zamora modelan las matrices de

correlación mediante matrices Toeplitz, las cuales resultan ser una familia versatil y

manejable. Sin embargo, dicho trabajo se llevó por la v́ıa de la probabilidad libre escalar,

por lo que es necesario llevar este tipo de modelos al nivel valuado en operadores.

5.5. Notas adicionales

Al final de la Sección 5.1 se mencionó que es necesario resolver la ecuación de punto

fijo dada por (4.2). En [12] Helton, Far y Speicher resuelven dicho problema cuando la

transformada R es lineal y preserva cierta positividad.

El modelo propuesto en la Sección 5.4 supone que todos los coeficientes de la matriz

11Utilizando el tipo de encajamientos mostrados en esta sección, el método se puede extender para
una familia circular.

12Recordemos que la transformada de Cauchy puede ser obtenida a partir de la transformada R v́ıa
la ecuación (4.2).

13No solamente matrices diagonales.
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A tienen la misma amplitud y por lo tanto la modelación del canal se hace respecto a

los ángulos de arrivo. Esta idea es clásica en el contexto de la modelación de canales

inalámbricos, véase por ejemplo el art́ıculo de Shiu, Foschini, Gans y Kahn (2000) [23]

y referencias alĺı.
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Apéndice A

Teoŕıa general de la inversión de

Möbius

En el presente apéndice se dan brevemente algunos elementos de la teoŕıa general

de la inversión de Möbius. En particular, se da la fórmula de inversión de Möbius y se

discute someramente como esta implica la existencia de los cumulantes libres.

Definición A.1. Sea P un conjunto parcialmente ordenado finito, se define P (2) como

P (2) := {(π, σ) | π, σ ∈ P ; π ≤ σ},

donde ≤ es la relación de orden parcial definida en P . Sean F,G : P (2) → C, denotamos

la convolución de ellos por

(F ∗G)(π, σ) =
∑
ρ∈P

π≤ρ≤σ

F (π, ρ)G(ρ, σ).

Además, si f : P → C entonces denotamos la convolución de f y G por

(f ∗G)(σ) =
∑
ρ∈P
ρ≤σ

f(ρ)G(ρ, σ).
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Definición A.2. Sea P un conjunto parcialmente ordenado finito. La función zeta

ζ : P (2) → C de P se define por ζ(π, σ) = 1 para toda (π, σ) ∈ P (2). La inversa de ζ

bajo convolución1 es llamada la función de Möbius de P , denotada por µ.

Comentario A.1. La última ĺınea de la definición anterior necesita justificación, ya

que no es claro que la función ζ tenga una inversa bajo convolución. Una forma de ver

que tal inversa existe es: (1) asociar matrices diagonales superiores a las funciones que

van de P (2) a C, y (2) observar que la matriz asociada a ζ tiene únicamente unos en la

diagonal, y por tanto invertible2.

Proposición A.1 (Fórmula de Inversión de Möbius). Sea P un conjunto parcialmente

ordenado finito y µ su función de Möbius. Sean f, g : P → C, entonces

f(π) =
∑
σ∈P
σ≤π

g(σ) (A.1)

es equivalente a

g(π) =
∑
σ∈P
σ≤π

f(σ)µ(σ, π). (A.2)

Demostración. Observemos que la la ecuación (A.1) se puede escribir como f = g ∗ ζ.

Esto es equivalente a f ∗ µ = g, es decir, equivalente a la ecuación (A.2).

Comentario A.2. La proposición anterior aún no nos garantiza la existencia de los

cumulantes, ya que estos últimos son una familia de funcionales multiplicativos (κπ |

n ∈ N; π ∈ NC(n)). Sin embargo, si nos permite construir una familia (κπ)π∈NC(n),n∈N

tal que

κπ(a1, . . . , an) =
∑

σ∈NC(n)
σ≤π

ϕσ(a1, . . . , an)µ(σ, π),

donde (ϕπ | π ∈ NC(n);n ∈ N) es una familia tal que

ϕn(a1, . . . , an) = ϕ (a1 · · · an)

1f y g son inversas bajo convolución si (f ∗ g)(π, σ) = δπ(σ).
2Recordemos que la inversa de una matriz triangular superior es triangular superior también.
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para toda n ∈ N y es multiplicativa respecto a π, esto es

ϕπ(a1, . . . , an) =
∏
V ∈π

V={i1,...,i|V |}

ϕ|V |(ai1 , . . . , ai|V |).

Por lo tanto, solo basta ver la multiplicatividad de κ = ϕ ∗ µ. La demostración de este

hecho se basa en demostrar la ((multiplicatividad)) de µ respecto a sus argumentos y

sustituir en la Fórmula de Momentos-Cumulantes dada al principio de este comentario.

Comentario A.3. De manera similar a la construcción de la familia multiplicativa

(κn)n≥1 a partir de (ϕn)n≥1, en el contexto no conmutativo de los espacios valuados en

operadores es posible construir una familia multiplicativa (κn)n≥1 de morfismos entre

B-bimódulos a partir (En)n≥1, donde esta última se obtiene de extender multiplicativa-

mente a E.

Terminamos este apéndice con el siguiente ejemplo, el cual tiene como objetivo

mostrar con más detalles lo expuesto en el comentario anterior.

Ejemplo A.1. De la fórmula de inversión de Möbius se obtiene la existencia de una

familia (κπ)π∈NC(n),n∈N de morfismos entre B-bimódulos tales que

κπ(a1 ⊗ · · · ⊗ an) =
∑
σ≤π

Eσ(a1 ⊗ · · · ⊗ an)µ(σ, π).

En particular, de la fórmula anterior se obtiene que

κ1(a) = E (a) ,

κ2(a⊗ b) = E (ab)− E (a)E (b) .

Demostremos pues que para π = {{1, 4}, {2, 3}} se tiene que

κπ(a⊗ b⊗ c⊗ d) = κ2(aκ2(b⊗ c)⊗ d).
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De la fórmula entre momentos-cumulantes se tiene que

κπ(a⊗ b⊗ c⊗ d) =
∑
σ≤π

Eσ(a⊗ b⊗ c⊗ d)µ(σ, π).

Es posible demostrar que σ ≤ π es equivalente a que σ1 ≤ π1 y σ2 ≤ π2, donde

π1 = {1, 4}, π2 = {2, 3} y σ = σ1 ∪ σ2. Por lo tanto, la ecuación anterior toma la forma

κπ(a⊗ b⊗ c⊗ d) =
∑
σ1≤π1

∑
σ2≤π2

Eσ1∪σ2(a⊗ b⊗ c⊗ d)µ(σ1 ∪ σ2, π1 ∪ π2).

Es posible demotrar que µ es multiplicativa respecto a sus argumentos, espećıficamente,

se tiene que µ(σ1∪σ2, π1∪π2) = µ(σ1, π1)µ(σ2, π2). De la multiplicatividad de la familia

(Eπ) se tiene entonces que

κπ(a⊗ b⊗ c⊗ d) =
∑
σ1≤π1

∑
σ2≤π2

Eσ1(aEσ2(b⊗ c)⊗ d)µ(σ1, π1)µ(σ2, π2)

=
∑
σ1≤π1

Eσ1

(
a

(∑
σ2≤π2

Eσ2(b⊗ c)µ(σ2, π2)

)
⊗ d

)
µ(σ1, π1).

Aplicando nuevamente la fórmula entre momentos y cumulantes se tiene que

κπ(a⊗ b⊗ c⊗ d) =
∑
σ1≤π1

Eσ1 (aκπ2(b⊗ c)⊗ d)µ(σ1, π1)

= κπ1(aκπ2(b⊗ c)⊗ d)

= κ2(aκ2(b⊗ c)⊗ d),

tal y como se queŕıa mostrar. Observemos cómo la metodoloǵıa de este ejemplo puede

ser extendida fácilmente a cualquier π, lo que probaŕıa lo afirmado en el comentario

anterior.

En el ejemplo anterior se incurrió en algunos abusos de notación con el fin de mante-

ner la notación lo más limpia posible. Por ejemplo, cuando σ1 = {{1}, {4}} la notación

κσ1 realmente denota a κcσ1 donde σ̂1 = {{1}, {2}}.
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Remitimos a los lectores interesados en los detalles relacionados con esta teoŕıa al

libro de Nica y Speicher [19].
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