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Introduccion

El objetivo principal de esta tesis es abordar y exponer de manera detallada los fundamentos de la
teoria de probabilidad bi-libre, propuesta por Dan Voiculescu en 2013, y los avances que ha tenido
desde entonces.

En 1985 Voiculescu introdujo la teoria de probabilidad libre con el fin de atacar algunos pro-
blemas en la teoria de dlgebras de operadores. En las ultimas décadas la teoria ha ganado re-
conocimiento por su importante relacion con ramas de las matematicas tales como combinatoria,
probabilidad clésica, representaciones de grupos simétricos, como también con algunos modelos
matematicos de la fisica y teoria de la informacién, ademas de su vital importancia en la teoria de
matrices aleatorias.

La teoria de probabilidad libre tiene dos enfoques. El primero es analitico, iniciado en 1986
por Voiculescu (consultar [51]), el cual le permitié definir una convolucién libre y transformadas
importantes, analogo a las transformadas y convoluciéon en probabilidad cldsica. El segundo en-
foque es puramente combinatorio, propuesto por Speicher en los 90’s (leer [15]), con el cual se
facilitaron muchos célculos. Al tener convoluciones libres y usando los dos enfoques se estudiaron
las distribuciones infinitamente divisibles libres y con éstas los procesos de Lévy libres, los cuales
son bien conocidos hoy en dia (ver [2,3,11,12,23]).

La independencia libre surge del producto libre de espacios de Hilbert, y en este tltimo existen
factorizaciones que dan origen a dos operadores: los operadores izquierdos y los derechos. Al
modelar variables aleatorias libres, debemos elegir que tipo de operador usar (teniendo las dos
opciones anteriores), pero al final, obtenemos resultados equivalentes con ambas elecciones, es decir
la eleccién no afecta en esencia al resultado. En 2013, Dan Voiculescu crea la teoria de probabilidad
bi-libre con el fin de estudiar estructuras que distingan dos tipos de variables (caras) y una definicién
de independencia que utiliza los operadores izquierdos y derechos simultaneamente; estructura que
a su vez generaliza la conocida en la teoria de probabilidad libre.

En estos cuatro anos, esta generalizaciéon ha avanzado considerablemente, teniendo ya analogos
a mucho de lo existente en probabilidad libre, y con resultados inesperados como el que las cinco
nociones naturales de independencia “viven” alli.

La organizacién de esta tesis es la siguiente. En el capitulo 1, se presentan de manera breve las
definiciones bésicas y principales teoremas de la teoria de probabilidad libre, con el fin de generalizar,
en capitulos posteriores, todo lo que se exponga en este apartado. Comenzamos definiendo los
espacios de probabilidad no conmutativos y la nocién de independencia libre, asi como algunos
ejemplos. Enseguida se presentan las convoluciones libres y principales transformadas en esta
teoria, también se presenta el enfoque combinatorio de la probabilidad libre. Después, se exponen
los principales resultados y caracterizaciones de las distribuciones infinitamente divisibles libres.
Finalmente, definimos los elementos principales del espacio de Fock libre, los cuales apareceran en
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xii Introduccién

repetidas ocasiones en esta tesis.

El capitulo 2 estd dedicado al concepto de independencia bi-libre y cumulantes. Comenzamos
estudiando el producto libre de espacios y sus principales elementos, lo que serd vital para las
secciones siguientes. Seguido de esto se presentan las bases de la teoria de probabilidad bi-libre, la
definicion de las variables de dos caras y una nocién adecuada de independencia para esos elementos.
Se exponen también ejemplos concretos donde surge la independencia bi-libre de manera natural y
se definen las convoluciones bi-libres. Ademas se presentan los cumulantes bi-libres, con los cuales
podemos definir distribuciones de limite central y presentar un teorema de limite central bi-libre.

En el caso libre, podemos escribir las principales transformadas y caracterizaciones importantes
en términos de los cumulantes; la idea es tener una relevancia andloga en el caso bi-libre; se parte
de un teorema de existencia y unicidad de los cumulantes, después en términos de tales cumulantes
se definen las distribuciones de limite central y se enuncian teoremas que garantizan la existencia
de las mismas. Finalmente y dado lo anterior se enuncia y demuestra el teorema de limite central
bi-libre.

El capitulo 3 incluye todo el trabajo analitico hecho hasta hoy y ejemplos mas sofisticados.
Comenzamos estudiando las principales propiedades de la transformada de Cauchy bivariada, en-
seguida se define la transformada R bi-libre que linealiza la convolucion aditiva bi-libre y se hace
un detallado estudio de sus propiedades analiticas. Seguido de esto se estudian variables de dos
caras donde las variables izquierda y derecha respetan una relacién de “casi” conmutacién. Es-
tos sistemas se llaman de rango < 1 de conmutacién y con estos se obtiene la funcién principal
de un operador completamente no normal que estd en términos de los operadores aniquilacién y
creacién en un espacio de Fock. El capitulo termina analizando las propiedades analiticas de las
transformadas S y T bi-libres, las cuales se comportan bien con las otras convoluciones bi-libres.

El capitulo 4 presenta el enfoque combinatorio de la probabilidad bi-libre. Se define un latiz
de particiones adecuado llamado bi-particiones que no se cruzan, y una sucesiéon de funciones
con una férmula recursiva andloga a la férmula momento-cumulante, a los cuales llamamos (I, 7)-
cumulantes; esto ultimo es suficiente para definir un algebra de incidencia de ese latiz y usar toda
nuestra herramienta combinatoria. Utilizando lo mencionado se demuestra que los ([, )-cumulantes
y los cumulantes del capitulo 2 coinciden y por tanto la independencia bi-libre es equivalente a que
los (I,7)- cumulantes se anulen. Por tltimo, se obtiene una férmula para los cumulantes de la
convolucién bi-libre multiplicativa de medidas en términos de un complemento de Kreweras en el
nuevo latiz.

Finalmente, el capitulo 5 aborda el tema de divisibilidad infinita bi-libre, y comienza con algunos
teoremas limite importantes para motivar la definicién y primeros resultados relevantes. Usando la
herramienta combinatoria y analitica de los capitulos pasados se encuentra una representacion tipo
Lévy-Hincin para la transformada R de una variable de dos caras. Se presentan ciertos resultados
para el caso bipartito, con el fin de facilitar los calculos y después el caso general. Enseguida, y
usando la representacién tipo Lévy-Hincin, definimos clases importantes de distribuciones infini-
tamente divisibles y con ellos obtenemos caracterizaciones de la divisibilidad infinita bi-libre de
impacto andlogo al caso libre, por ejemplo, se demuestra que toda distribuciéon infinitamente divi-
sible bi-libre es convolucién bi-libre de una ley gaussiana, un producto de marginales libres y una
distribucién Poisson compuesta bi-libre. Al final del capitulo se exponen los semigrupos de medida
continuos bi-libres y los Procesos de Lévy bi-libres.

Cabe mencionar que los avances de la teoria de probabilidad bi-libre se han desarrollado muy
rapido y que muchos temas nuevos no fueron incluidos en esta tesis. Temas tales como indepen-
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dencia bi-libre con amalgamacion (ver [16,13]), donde el papel del funcional lo juega una esperanza
condicional (aspectos combinatorios y analiticos); independencia bi-libre condicional [26,27], que
generaliza la C-libertad (C-Freeness); también existe una generalizacién del teorema de intercambi-
abilidad libre de De Finetti para Bi-freeness [22], asi como el trabajo de Voiculescu sobre extremos
en el plano, donde la distribucién del maximo de dos pares define una convolucién (consultar [56]).
Otro trabajo interesante es el trabajo de Skoufranis donde demuestra que en el marco de “bi-
freeness” (independencia bi-libre) “viven” los 5 tipos de independencias naturales de Muraki, per-
mitiendo asi, trasladar problemas de probabilidad no conmutativa a este marco (ver [12]); existen
andlogos bi-libres de liberacién [15] y de subordinacién [13], ademds el interesante trabajo de Paul
Skoufranis sobre modelos bi-matriciales [10], y un tltimo trabajo que queremos mencionar es el de
Hasebe, Huang y Wang [29] en donde se demuestra que existe una biyeccién tipo Bercovici-Pata en-
tre las familias de distribuciones infinitamente divisibles (clasicas) y las distribuciones infinitamente
divisibles bi-libres.






Capitulo 1

Teoria de probabilidad libre

En este capitulo presentamos el marco tedrico en el que se desarrolla la Probabilidad Libre y algunos
resultados importantes que serdn generalizados después para la independencia bi-libre. Primero
definimos los espacios de probabilidad no conmutativos y las nociones naturales de independencia.
Seguido de esto se definen las principales transformadas para las convoluciones libres, aditiva y
multiplicativa, y para la primera una nocién divisibilidad infinita, también se exponen algunos
aspectos de la combinatoria de la probabilidad libre. Cerramos el capitulo con la definicién y
principales propiedades de los espacios de Fock.

1.1 Espacios de probabilidad no conmutativos

1.1.1 Primeras definiciones

Una Algebm A sobre un campo F, es un espacio vectorial sobre F, que ademaés tiene una operacion
de multiplicacién - : A x A — A que es asociativa y bilineal, y es una dlgebra con unidad si ademéds
tiene un unico neutro multiplicativo. Si también existe en A una involucidn,i.e., una operacién
x: A — A que cumple lo siguiente,

e (a+b)x =a* 4 b* para todo a,b € A,

Aa)* = Aa* paratodo A€ Fya € A,

(
e (a*)* = a para todo a € A,
(a

b)* = b*a* para todo a,b € A.
entonces A es llamada x-dlgebra.

Definicién 1.1.1 Un espacio de probabilidad no-conmutativo es un par (A, ¢) donde A es una
algebra compleja (el campo es el de los complejos) con unidad 14 y ¢ : A — C es un funcional
lineal con ¢(14) = 1.

Si A es una x-dlgebra y ¢ cumple que ¢(a*a) > 0 para toda a € A, entonces el par (A, p)
es llamado *-espacio de probabilidad no conmutativo. A los elementos de A se les llama variables
aleatorias no-conmutativas, o sélo variables aleatorias.

Una variable aleatoria a € A es
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) Autoadjunta o real si se tiene que a = a*.
) Normal si aa* = a*a.
c) Unitaria si aa* = a*a = 14.

) Positiva si existe x € A tal que a = zz*.
Decimos que ¢ es

a) Tracial si ¢(ab) = p(ba) para todo a,b € A.
b) Fiel si p(a*a) =0 sblo si a = 0.

En este marco la informacion probabilistica de las variables aleatorias esta codificada por el
funcional ¢ cuando actia en los elementos (a)™ (a*)™ - - - (a)™ (a*)™*, asi pues llamamos a la
coleccion ¢((a)™ (a*)™ - - - (a)™ (a*)™ ) momentos mixtos de la variable aleatoria a.

Definicién 1.1.2 Denotemos por C (z,y) el dlgebra de polinomios en dos variables no conmutati-
vas y coeficientes complejos. Dada una variable aleatoria a € (A, ¢), la *-distribucion en el sentido
algebraico de a es el funcional p, : C (z,y) — C definida por

pa((@)™ ()™ - (2)"™ (y")"™) = @((a)™ (@)™ - - - (@)™ (a®)™).

Si a es un elemento normal y existe una medida p con soporte compacto en C que cumple

e(a™(a®)") = / 22" u(dz),
C

llamamos a p la distribucién (en el sentido analitico) de a.

Mas general, para una familia de variables {a;}icr en (A, p), la distribucion conjunta de las
variables es el funcional p : C(z; : i € I) — C definido por

pl(@ay)™ (i)™ - - - (20,)™) = @(atag} - - - a;k).

En este sentido, la *-distribucién en el sentido algebraico de a es la distribucién conjunta de la

familia {a,a*}.

Observacién 1.1.3 Para el caso de una variable aleatoria a autoadjunta, la distribucion en el
sentido analitico, si existe, es una medida p con soporte compacto en R y los momentos mizxtos son

[o.¢]
o) = [ am(do)
—00
En un espacio de probabilidad no conmutativo, no toda variable aleatoria tiene distribucién en
este sentido; sin embargo, si anadimos propiedades extras al espacio podemos garantizar que toda
variable aleatoria normal tiene distribucién en el sentido analitico, tal restriccion es la siguiente

Definicion 1.1.4 Un C*-espacio de probabilidad no conmutativo es un espacio de probabilidad no
conmutativo (A, ¢), donde A es una C*-algebra, i.e., A es una x-dlgebra y ademas estd dotada de
una norma ||-|| : A — [0,00), que la hacen un espacio de Banach y cumple
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a) |lab|| < ||al/||b|| para todo a,b € A,

b) ||a*al| = ||a||* para todo a € A,

y ademas ¢ es lineal, positivo y unitario, es decir es un estado.

1.1.2 Nociones de independencia

Dada la generalidad de la definicién de espacio de probabilidad no conmutativo, podriamos definir de
muchas maneras una nocién de independencia de variables aleatorias. Sin embargo, es deseable que
la definicién de independencia cumpla ciertas propiedades (axiomas) que permitan tener riqueza
andloga al caso clasico (por ejemplo trabajar con procesos de Lévy), Muraki (2003) demostré6
en [30] que, sélo hay cinco tipos de independencia en términos de los axiomas de Ben Ghorbal y
Schiirmann: las independencias clasica, libre, booleana, mondtona y la antimondtona, que definimos
a continuacion para el caso de dos variables.

Definicién 1.1.5 Sea (A, ¢) un EPNC

1. Decimos que a,b € (A, ¢) son independientes en el sentido tensorial si se cumple que
Q™" - a ) = g (aZm ) o (B )

para todo m;, n; € NU{0}, i =1,2,... k.
2. Decimos que a,b € (A, ) son independientes en el sentido booleano si se cumple que

k

p(a™b™ - a™ ™) = o (a™) e (™),
=1

para todo m;, nj € NU{0}, i=1,2,...,k.

3. Decimos que a,b € (A, ) son independientes en el sentido mondtono si se cumple que

k
S0(amlbn1 .. .amkbnk) = (aZle m1> H‘P (bnl) ,
=1

para todo m;, nj e NU{0}, i =1,2,... k.

4. Decimos que a,b € (A, ) son independientes en el sentido antimondtono si se cumple que

k
s ) g () T,
=1
para todo m;, n; € NU{0}, i =1,2,... k.

5. Decimos que dos variables aleatorias a, b € (A, ¢) son independientes en el sentido libre (o
libres) si para cualesquiera polinomios P;, Q; i = 1, 2, ..., n, tales que ¢ (P;(a)) =0 =
¢ (Qj (b)) para todo i, j =1, 2, ..., n, se cumple que

o (P1(a) Q1 (b)-- P (a)Qn (b)) =0.
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Vamos a poner el caso libre en términos mas generales. Decimos que la familia de subédlgebras
A;,i € I en un espacio de probabilidad no conmutativo (A4, ¢) (considerando que A; C Ay 14 € A;)
es libre si p(araz - - - a,) = 0 siempre que p(a;) =0, a; € Ajj) y i(1) #i(2) # -+ # i(n). Ain mas
general decimos que la familia de subconjuntos €2; C A,7 € I es una familia libre si las dlgebras gen-
eradas por €; U {14} forman una familia libre. Decimos que las variables aleatorias ay, ..., a, € A
son independientes en el sentido libre (o libres) si los conjuntos Q; = {a;}, i = 1,2,...,n. son una
familia libre, y se puede verificar que para el caso de un par de variables esto es equivalente a lo
escrito en la anterior definicion.

Las nociones de independencia, entre ellas la libre, se puede entender como una regla para
calcular momentos mixtos. Un resultado sencillo, pero importante es que si a y b son variables
aleatorias libres, la *-distribucién de a 4+ b y de ab sélo dependen de la *-distribuciéon de a y la
x-distribucién de b, y por tanto podemos definir

pa B gy = payp,

Pa B f = fiap.
De hecho, si 1 y ¥ son medidas con soporte compacto en R, existe un C'*-espacio de probabilidad
no conmutativo (A, ¢) y variables aleatorias autoadjuntas a,b € A tal que a tiene *-distribucién u
y b tiene *x-distribucién v, y ademas a y b son libres, y por lo tanto podemos extender lo anterior

para medidas, asi que llamamos a u H v la convolucién libre aditiva y a u X v la convolucién libre
multiplicativa, de las medidas p y v. Més adelante, volveremos a esto.

1.2 Transformadas de medidas

El objetivo de esta seccion es presentar las principales transformadas en la teoria de probabilidad
libre, como referencia para las demostraciones de esta seccién tenemos el trabajo [1].

Definicién 1.2.1 Dada una medida finita p en R, su transformada de Cauchy G, se define como

o
1
—0o0
Usando el hecho de que H,(z) = —G,(2) es una funcién de Herglotz y de la definicién se tienen

las siguientes dos proposiciones.

Proposicion 1.2.2 Sea p una medida finita en R. Entonces

i) Gu(C*) C CF 5 Gu(2) = Gu(2).

H(R)
[Im(2)]

i) |Gu(2)] <
i11) ylLH;OyIGM(iy)| < 00.

i) lim iyG(iy) = p(R).
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En adelante, denotemos por Ct = {z+iy € C:y >0} yC  ={z+iye C:y <0} y para a > 0
sealg={z=x+iy:y >0,z < ay}.

Proposicién 1.2.3 Sea G : C™ — C~ una funcién analitica. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes

i) Emiste una medida de probabilidad p1 en R tal que G, = G en C*.

it) Para cada o > 0,

2G(z) = 1.

|z]—00, 2€T
i L . ) — 1.
iii) i iyG(iy)
En caso que p tenga soporte acotado, y si denotamos my, = [ th w(dt), se tiene la expresion en serie

R
de potencias de la transformada de Cauchy

o
Gu(z) = 27"+ me(w)z""1 o[>,
k=1

con r = sup{|t| : t € supp(p)}. Por esta expresion se puede pensar a la transformada de Cauchy
como una funcién generadora de momentos.

Introducimos aqui una distribucion muy importante en probabilidad libre, pues juega un papel
analogo al de la normal en probabilidad clésica.

Definicién 1.2.4 Seam € Ry ¢? > 0 la densidad de la distribucion del semicirculo con pardmetros

m y o2, es

1

2702

wm,a(x) \/40'2 - (.Z' - m)2 : 1[m720',m+20] (1’)

Sim=0y o =1, la densidad queda

1
so1(z) = Py 4— 2. 1 9 9)(z),

a esta tultima la llamamos semicircular estandar.
La transformada de Cauchy de la distribucion de semicirculo con pardmetros m y o es

Gup () = %(z —V(z—m)% —r2).

Definicién 1.2.5 Sea p una medida finita en R con transformada de Cauchy G,. La funcién de
Pick F, : Ct — C* definida como

1
Fu(z) = o 2 eCt,

u(2)7

es llamada reciproca de la transformada de Cauchy.
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De la definicién y las caracterizaciones de la transformada de Cauchy se tiene la siguiente
proposicién.

Proposicién 1.2.6 Sea F : C* — C* una funcién de Herglotz. Las siquientes afirmaciones son
equivalentes

i) Existe una medida de probabilidad j1 en R tal que F, = F en CT.

it) Para cada o > 0,

|z| 200, 26Ta 2
wi) lm F(iy)/iy = pR).

Para o, > 0sea I'n g = {z = +iy : y > B,|z] < ay} (esta regién serd usada en el resto de la
seccion).

Proposicién 1.2.7 Sea p una medida de probabilidad en R. Entonces existe un dominio I' de la
forma I' = Uyola g, tal que F,, tiene una inversa derecha Fu_l definida en I'. Mds aun

Im(FJl(z)) < Imf(z), zel,
y para cada o > 0
Fl(z
lim p () L.
|z|]—o00, 2€T 4

En adelante denotaremos por I' la regién que existe para una medida de probabilidad p de la
proposicién 1.2.7.

Definicion 1.2.8 Sea p una medida de probabilidad en R con transformada de Cauchy reciproca
F,. La transformada de Voiculescu ¢, : I' = C™ esta definida como

¢u(z>:FM_1<2)—Z, zel.

Una medida de probabilidad en R estd determinada por su transformada de Voiculescu, ya que u, v
son medidas tales que ¢, = ¢, en una regién I, g, entonces F, = F, en alguna regién de C* y por
continuacién analitica F,, = F,, en todo C* y por tanto tienen la misma transformada de Cauchy,
lo que implica que p = v.

Otra propiedad importante de la transformada de Voiculescu es que si p, v son medidas con
soporte compacto en R entonces ¢,m, = ¢, + ¢, lo que motiva la definicién de convolucién de
medidas de probabilidad en R sin importar si tienen soporte compacto o no, y la escribimos en
la definicién 1.2.12. A continuacién escribimos dos importantes teoremas de la transformada de
Voiculescu.
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Teorema 1.2.9 [1/, Cor. 5.8/ Sean pn y v medidas de probabilidad en R y ¢,,, ¢, sus respectivas
transformadas de Voiculescu. Entonces ¢ = ¢, + ¢, es la transformada de Voiculescu de una
(unica) medida de probabilidad en R.

Teorema 1.2.10 [/, Prop. 5.7] Sea {pin}nen una sucesion de medidas de probabilidad en R.
Entonces los siguientes enunciados son equivalentes

i) La sucesion {pi, }nen converge en distribucion a p.

ii) Existen o, f > 0 tal que la sucesion {¢,, }nen converge uniformemente en compactos de 'y g
a una funcion ¢, mds ain ¢ = ¢,,.

Dos variantes de la transformada de Voiculescu que son muy importantes son la transformada R
y la transformada cumulante libre, que juega un papel andlogo al logaritmo de la transformada de
Fourier en probabilidad clasica.

Definiciéon 1.2.11 Con las mismas restricciones de la transformada de Voiculescu, definimos la
R,,-transformada (o transformada R de p) como

Ru(z) = %(%) =R -, el

Definimos también la transformada cumulante libre C, como

Culz) = z%(%) —:FN( ) -1, 2 lel

La transformada de Cauchy y la transformada R estan relacionadas por la ecuacion
1
Cu(Ryu(2) +2) = = (1.1)

Definamos ahora la convolucion libre de medidas.

Definicion 1.2.12 Sean p y v medidas de probabilidad en R. La convolucion libre aditiva de p y
v es la tinica medida de probabilidad pH v en R tal que

d)uEEV(Z) = ¢M(z) + (bV(Z)? z € Fal,ﬁl N Faz,ﬁz'

La anterior definicién es equivalente a las condiciones Cpym, (2) = Cp(2) +Cy(2) para 271 € Ty, g, N
e, 8, v también R, m,(2) = R, (2)+ R, (2) en el mismo conjunto. Para una medida de probabilidad
p en R con soporte compacto y momentos m., (1), n > 1, tenemos la expansion en serie de potencias
de la funcién generadora de momentos clasica de p,

Upu(z) = Z my(p)z"
n=1

Simy(p) # 0, la inversa x,(z) de ¥, (2) existe y es tnica como serie formal en z. En este caso,

la transformada S se define como
1+ 2

S“(z) = XM(Z) >
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Proposicién 1.2.13 Sean 1 y po dos medidas de probabilidad en Rt con p; # 6, i = 1,2.
Entonces py X s # 6o y

Sm&u (z) = S,u1 (z)SlJz (Z)

Ademds (1 W p2)({0}) = max{p1({0}), n2({0})}

También se puede definir y estudiar la transformada S para algunas familias de distribuciones con
soporte no acotado pero con algunas condiciones extras como simetria, como se puede ver, por
ejemplo, en [3].

1.3 Particiones y cumulantes libres

Definicién 1.3.1 1. Sea 2 un conjunto no vacio. Una particion de Q es una familia finita
de subconjuntos disjuntos a pares de Q, 7= = {Vi,...,V,,} tal que Jyjcpe,, Vi = Q. A los
subconjuntos V; los llamaremos bloques de .

2. Si 7 es una particién de €2, decimos que a ~ b si a,b estdn en el mismo bloque.

3. Supongamos que € estd totalmente ordenado, decimos que una particion m de 2 no se cruza
si siempre que a < b<c<dya~y;c b~ydse tiene que b ~; c. En otro caso decimos que
la particién se cruza.

4. En el caso que Q = {1,2,...,n}, denotamos al conjunto de todas las particiones de € por
P(n), al conjunto de todas las particiones que no se cruzan por NC(n).

5. 81 Q = {1,2,...,n}, un bloque V de una particién 7 de € se llama intervalo si es de la
forma V = {k,k + 1,...,k + p} para algin k € {1,2,...,n}, una particién es particion por
intervalos si todos sus bloques son intervalos. Al conjunto de todas las particiones intervalo
de Q@ ={1,2,...,n} lo denotamos por Z(n).

6. Sean m,0 € P(n), decimos que 7 < o si cada bloque de 7 estd contenido (como subconjunto)
en algun bloque de o, a este orden parcial se le llama refinamiento en reversa.

7. El complemento de Kreweras es una aplicacién Kr : NC(n) — NC(n) definida como sigue.
Se consideran ntimeros adicionales 1, ...,7 y se intercalan con 1,2, ...,n de la siguiente forma

1<1<---<n<n,

y sea m una particién en NC(n), entonces Kr(r) € NC(1,...,i) =& NC(n) se define como
el elemento mas grande (en el sentido del refinamiento en reversa) tal que = U Kr(w) €
NC(1,1,...,n,7).

Vamos a hacer algunas observaciones.

Observacién 1.3.2 o El refinamiento en reversa hace a los conjuntos P(n), NC(n),Z(n) ldtices.
Eso es muy 4til a la hora de trabajar con ciertas funciones multiplicativas en el dlgebra de
incidencia asociada (véase [/5]), lo que permite usar la teoria de inversion de Mdbius.
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e Una caracterizacion muy util de las particiones que no se cruzan es la siguiente: Una particion
m € P(n) no se cruza si y solo si tiene un bloque intervalo V' y ademds w\'V es una particion
que no se cruza en {1,...,n} \'V con el orden heredado.

La representacién grafica de la particion 7 = {{1,5,6},{2,3,4},{7}} € P(7) es:

También se muestran diagramas del complemento de Kreweras de las siguientes particiones en

NO@), {1}, {23, {3}, {41}, {1}, {23, {3, 43}, ({1}, {2, 3}, {43}, {1}, {24}, 83} y {1}, {2,3,4}}

11292 33 4y 11292 33 4y 1129233 4y
IV 2y 3y Ay IV 2y 3y Ay

1.3.1 Cumulantes libres

Definicién 1.3.3 Sea (A, ¢) un espacio de probabilidad no conmutativo. Si existen funcionales
(K : A" = C) con A" = A X --- x A, n veces, tal que

elay---ap) = Z Rr(aiy ..., an),

TeENC(n)

donde kr(ai,...,a,) = I #v|(J1, - Jjv|) entonces les llamaremos cumulantes libres de
V={j1,djv €T
(A, @)

Cabe decir que en todo espacio de probabilidad no conmutativo, existen los cumulantes libres.
El siguiente teorema es muy importante y més adelante veremos su analogo en Probabilidad bi-libre.

Teorema 1.3.4 [, Teo. 11.16] Sea (A, ) un espacio de probabilidad no conmutativo y (Kn)nen
sus respectivos funcionales cumulantes libres. Consideremos {A;}icr subdlgebras unitarias de A.
Entonces los siguientes enunciados son equivalentes

1. {A;} son dlgebras libres.

2. Param > 2 y para a; € Ay, i(j) € I, j = 1,2,..,n se tiene que kp(ai,...,a,) = 0,

i(1) #(2) # - # i(n).
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Otro aspecto importante es que dada una medida de probabilidad g con soporte compacto en
R y a variable aleatoria con distribucién p, podemos escribir la transformada R de p como

Ru(2) = 3 s (a)2",
n=0

donde ky(a) = kp(a,a,...,a), y la transformada R no depende del espacio en que esté definida la
variable a. Finalizamos esta seccion con el teorema de limite central libre.

Teorema 1.3.5 [75, Teo. 8.10] Sea (A, ) un x-espacio de probabilidad no conmutativo y sean
ai,as, ... € A una sucesion de variables aleatorias autoadjuntas, libres e idénticamente distribuidas
con ¢(a;) =0 y p(a?) = 1. Entonces

i [ ()] - gt (12)

donde s es una variable aleatoria con distribucion en el sentido analitico semicircular estdndar.

Los cumulantes libres son aditivos y homogéneos, y por tanto conocemos como se comportan cuando
tienen por argumentos suma de variables aleatorias o el producto de una variable aleatoria por un
escalar. También se puede calcular los cumulantes libres del producto de variables aleatorias y es
el resultado final de esta seccidn.

Teorema 1.3.6 [75, Teo. 11.12] Sea (A, ) un espacio de probabilidad no conmutativo, y sean
1,02, ..., G, b1, b2, ..., by, € A tal que {a1,a2,...,an} y {b1,...,bn} son familias libres, entonces

Fn(a1by, ..., anby) = Z K (@15 s @)K ip(r) (D15 05 b)),
TeNC(n)

donde Kr(m) es el complemento de Kreweras de .

En un espacio de probabilidad no conmutativo se pueden definir otros funcionales cumulantes
los cuales se comportan bien con los otros tipos de independencia. Para las definiciones de los otros
funcionales cumulantes y como se relacionan entre si se recomienda leer el articulo [7].

1.4 Divisibilidad infinita libre

A continuacién se presenta una sintesis de los principales resultados en divisibilidad infinita libre
con el fin de generalizarlos en el capitulo 5, para el caso bi-libre.
1.4.1 Definicién y propiedades principales

Definiciéon 1.4.1 Sea p una medida de probabilidad en R. Decimos que u es infinitamente divisible
libre, si para todo n € N, existe una medida de probabilidad pu, tal que

po= pin B py B - B g,

n veces

Denotamos por I D(H) a la clase de distribuciones infinitamente divisibles libres.
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Usando la asociatividad y la conmutatividad de H, es facil probar las siguientes dos proposiciones.

Proposicién 1.4.2 Sean p,v € ID(B) entonces
i) pB v es B-infinitamente divisible.
ii) Si

po= pip B pin B B pip,

n veces

entonces p, es B-infinitamente divisible.

Proposicion 1.4.3 Sea p una medida de probabilidad B-infinitamente divisible, entonces existe
una familia (jut)e>0 de medidas de probabilidad en R tal que

i) po = do, p1 = pi.
i) pits = pe B ps, para s,t > 0.

i11) La aplicacion t — p; es continua con respecto a la topologia de la convergencia débil.

1.4.2 Caracterizaciones

Anéslogamente al caso clasico, donde una distribucién p es infinitamente divisible si y sélo si su
transformada de Fourier tiene la representacion de Lévy-Hincin,

' 2
12T >1+x o(dr)| .

S 1+4a2 2

f(z) = exp |iyz +/ <em” —1

R

X

con 7 € R y o medida finita en R, i.e p tiene par generador (y,o), también tenemos una repre-
sentacién para la transformada de Voiculescu llamada representacién de Lévy-Hincin libre.

Teorema 1.4.4 [1/, Teo. 5.10] Sea u una medida de probabilidad en R. Las siguientes afirma-
ciones son equivalentes.

i) p es B-infinitamente divisible.
i) ¢, tiene una extension analitica definida en C* con valores en C~ UR.

i11) Eziste una medida finita o en R y una constante real v tal que

141t
qﬁu(z):’y—i-/ Zttza(dt) zeCt
R

el par (v,0) es llamado par generador libre de p.

Como en ambos casos (clasico y libre) tenemos un par generador para las distribuciones in-
finitamente divisibles, podemos construir una funcién de una manera natural. Tal funcién es la
biyeccion de Bercovici-Pata.
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Definicién 1.4.5 La biyeccion de Bercovici-Pata es la funcién A : ID(x) — I D(H) que a la medida
w con par (v,0) en ID(x) le asigna la medida A(u) con el mismo par pero en la representacién de
Lévy-Hincin libre.

Proposicién 1.4.6 La biyeccion de Bercovici-Pata A : 1D (x) — ID(H) cumple lo siguiente:
i) St p,v € ID(x), entonces A(p*v) = A(p) BA(v).

it) Sip € ID(x) yc €R, entonces A(D.p) = D.A(u), donde D, con ¢ # 0, es la dilatacion de p,
es decir la medida que cumple que Dou(A) = p(c LA).

i11) Para toda constante ¢ € R, tenemos A(d.) = 6.

El dltimo teorema de esta seccién caracteriza la convergencia débil de medidas en términos del par
generador.

Proposicién 1.4.7 Sean p, (pn)neny € ID(B). Para cada n, sea (yn,0n) el par generador libre de
tn, y (v,0) el de u. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes.

i) pn = p cuando n — oo.
it) Yo — 7 Yy on = o cuando n — oo.

donde = denota convergencia débil.

Debido a que no es el objetivo de este trabajo, no anadimos ejemplos de distribuciones infini-
tamente divisibles libres. Sin embargo, ese tema es muy importante y se recomienda la lectura
de [5,6,9].

1.5 Espacios de Fock

Los espacios de Fock nacen en el intento de Vladimir Fock de definir un espacio de Hilbert que
brinde realizaciones especificas de las llamadas relaciones de conmutacién en fisica (el conmutador
de dos elementos f, g en un algebra es el elemento [f, g] :== fg—¢gf). En esta tesis seguimos la linea
del articulo de Speicher, Bozejko y Kiimmerer en [16], y [35].

Definiciéon 1.5.1 Sea H un espacio de Hilbert complejo y © € H un vector fijo al que llamamos
vector vacio.

i) El espacio de Fock libre (también llamado completo) F(H) de H es la completacion del espacio
de pre-Hilbert,
coo PHnom,
n>1

n

con el producto interior (f1®---® fn, 1@+ - ®@Gm) = Onm [ (fi, i), donde CQ = {AQ: X € C}
k=1
yHO"=H®- - @H, n veces.
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ii) Al funcional lineal 75 : B(F(H)) — C definido como,
™(T) = (T, ),

lo llamamos estado vector correspondiente al vector vacio €.

iii) Para feH, T€e B(H), {=6® - ®&, € H® -+ ® H, definamos

n veces

N = WNE=FR& r(N=Ff, r(/)§=E® [,

AT<T)Q = 07 AT(T>£ = 51 Y gn—l ® (T§n>

A I(f) lo llamamos operador creacion izquierdo y a su adjunto I(f)* operador aniquilacion

izquierdo. A r(f) lo llamamos operador creacion derecho y a su adjunto r(f)* operador
aniquilacion derecho. A Ay(T) lo llamamos operador de Gauge izquierdo y a A, (T') lo lla-
mamos operador de Gauge derecho.

En adelante se presentard una serie de resultados para los operadores creacion, aniquilacién y
de Gauge izquierdos, pero los resultados son andlogos para el caso derecho.

Obtener realizaciones concretas de algebras libres, usando sélo la definicién no es trivial, sin
embargo, los espacios de Fock nos facilitan el trabajo. El siguiente resultado nos dice que basta
con encontrar subespacios ortogonales, para tener tal realizacion.

Proposicién 1.5.2 Consideremos el C*-espacio de probabilidad (B(F(H)),Ty), donde H es un
espacio de Hilbert. Sea Hi,...,Hy familia de subespacios de H tal que H; L Hj parai # j y 1 <
i,j < k. Para cada 1 < i <k sea A; la C*-subdlgebra de (B(F(H)) generada por {l(§) : £ € H;}.
Entonces Ay, ..., Ay, es una familia libre en (B(F(H)), Ty).

Para la siguiente proposicién, cuya prueba podemos encontrar en [35], necesitamos la definicién
de familia semicircular libre.

Definicién 1.5.3 Sea (A, ¢) un x-espacio de probabilidad. Un sistema semicircular libre en (A, ¢)
es una familia x1, ..., x; de elementos autoadjuntos de A tal que

i) Cada z; es un elemento semicircular estdndar en (A, ¢).

ii) Las variables z1, ..., ) son libres con respecto a (.

Proposiciéon 1.5.4 Sea H un espacio de Hilbert. Consideremos el C*-espacio de probabilidad
(B(F(H)), ). Sea &1, ..., & un sistema ortogonal de vectores en H entonces los elementos

1(§1) +1(60)", o U(&k) + (&),
forman un sistema semicircular libre en (B(F(H)), 7).

Con lo visto sobre cumulantes libres se obtiene ficilmente el siguiente resultado (este resultado
saldra como caso particular de una férmula més general de los cumulantes bi-libres).
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Proposiciéon 1.5.5 Sea H un espacio de Hilbert y consideremos el C*-espacio de probabilidad
(B(F(H)), ™). Entonces los cumulantes libres de las variables aleatorias I(f)*,1(g), A(T) son de
la siguiente forma: Sean > 2, f,g € H, T1,....,Tn_2 € B(H),

/in(l(f)*aA(Tl)ﬂ "'7A(Tn—2)7 l(.g)) = <T1 - Th—2g, f>7

y todos los demds cumulantes con argumentos en el conjunto {I(f): f € H}U{l(g9)* : g € H} U
{A(T):T € B(H)} son cero.

Los espacios de Fock, ademads de darnos realizaciones especificas de las relaciones de conmutacién
y de variables aleatorias gaussianas (semicirculares en el caso libre), también nos dan realizaciones
de variables aleatorias infinitamente divisibles.

Proposiciéon 1.5.6 Sea H un espacio de Hilbert y consideremos el C*-espacio de probabilidad
(B(F(H)), 7). Para f € H, T =T* € B(H), A € R, sea a el operador autoadjunto

a=1(f)+1(f)"+AT)+ -1, (1.3)
entonces la distribucion de a es infinitamente divisible libre.

Demostracién. Si demostramos el caso A = 0 se tiene inmediatamente el caso A # 0. La idea
de la demostracion es sencilla, pues basta con observar que para N € N fijo, la distribucion de
a=1I(f)+1(f)*+ A(T) es la misma que la de

[Z<W>+l* <J‘69()@ﬁ'v--69()>“(f@0@...@0>} o

y cada uno de esos sumandos es autoadjunto, tiene la misma distribucién y son independientes.
Como esto se tiene para todo N € N a es infinitamente divisible. ]

De hecho podemos afirmar también el reciproco. Si p es una distribucion H-infinitamente
divisible entonces existe un espacio de Hilbert H y un operador a de la forma (1.3) tal que a tiene
distribucion p, i.e., toda distribucién infinitamente divisible libre es la distribuciéon de un elemento
de la forma (1.3) para algun espacio de Fock. Para ver esto ultimo considere p distribucién de
probabilidad en R infinitamente divisible en el sentido libre. Como la distribucién es infinitamente

divisible libre, su sucesién de cumulantes (ky)nen es condicionalmente positiva definida, es decir,
T
para todo r € N, se tiene que > an@mkntm > 0 para todo aq, ..., a, € C. Sea
n,m=1

>+A(0@0@-~@f)],

CX)=CX)pC(X>®---,

el conjunto de polinomios en una variable X sin coeficiente constante. Dotemos a C°(X) con la
siguiente forma sesquilinear positiva (positiva porque los cumulantes son condicionalmente positivos

definidos),

(X", X™) = K.
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Esta forma sesquilinear puede extenderse a un producto interior identificando (dividiendo) en
el nicleo, con el cual tenemos un espacio pre-Hilbert. Sea H el espacio de Hilbert que se obtiene
al tomar completacién. Consideremos en el C*-espacio de probabilidad (B(#), ) la variable

a=UX)+1X)"+AX)+ K1,

donde A(X) es el operador multiplicacién por X. Denotemos por k¢ el n-ésimo cumulante de a.
Entonces se tiene para n =1,

Para n = 2,
Ry = r2(I"(X), 1[(X)) = (X, X) = ko,
y para n > 2

K = ki (IF(X), AX), ..., A(X), 1(X)) = (X, A(X)"2X) = (X, X" 1) = k..

n

Como los cumulantes caracterizan a la distribucion, se tiene que a tiene distribucion pu.

Cabe mencionar que existen otros espacios de Fock, ademés del libre. De hecho para un espacio
de Hilbert H y g € [—1,1] se define el espacio de Fock g-deformado como el espacio de Hilbert
Fq (M), como la completacion del espacio pre-Hilbert

Do
n=0
con el producto (-, )4, donde

(U @+ @ Uyt @ @Up)g = > ¢ gr) - (Frs G
TESH

yi(m) =#{(i,j) : 1 < i <j <n,m(i) > 7(j)}.
Ademas, dado f € H, definimos el operador creacion a*(f) y el operador aniquilacion a(f)
sobre F, (H), como

a’ ()2 = f,
N Qfa=fRAB @ fn,
y
a(f)Q = f,
(N ®f=Y d N f)h® - Qfi@ - ® fa
=1

Se puede ver facilmente que el espacio de Fock libre es el espacio de Fock g-deformado con
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q = 0. Los casos ¢ = 1y ¢ = —1 también son importantes y se relacionan con otros tipos de
independencia; para profundizar en esto ver [10].



Capitulo 2

Nociones basicas de probabilidad
bi-libre

En este capitulo se definen los conceptos béasicos de la teoria de probabilidad bi-libre. Comenzamos
definiendo el producto libre de espacios de Hilbert y de espacios vectoriales, lo cual serd de vital
importancia para la definicién de independencia bi-libre. Seguido de esto, se introducen los con-
ceptos de par de caras y familias de dos caras que formaliza la idea de Dan Voiculescu de lidiar con
dos tipos de variables “las variables izquierdas” y “las variables derechas” de manera simultanea,
y para estos nuevos elementos (pares de caras) definimos una nocién de independencia adecuada.
En seguida, se presentan ejemplos donde este ambiente surge de manera natural. Adicionalmente
y en base a resultados de las secciones anteriores se definen convoluciones bi-libres de medidas. La
siguiente seccién esta dedicada a definir una nocién adecuada de cumulantes bi-libres en términos
del teorema 2.5.1 de existencia y unicidad de los mismos. También se definen las distribuciones
de limite central y las x-distribuciones de limite central, ademas del importante teorema 2.6.4 que
nos da una condicién necesaria y suficiente para que una distribuciéon de limite central sea una
x-distribucién de limite central en términos de los momentos de segundo orden. Por tultimo y en
base a lo anterior se presenta el teorema del limite central bi-libre. Como referencia general para
los resultados de este capitulo esta el articulo de Voiculescu [53].

2.1 Preliminares en productos libres

Existen dos construcciones del producto libre y sus factorizaciones que nos ayudan a definir in-
dependencia bi-libre, una que involucra espacios de Hilbert y otra puramente algebraica, en esta
seccion presentamos ambas.

2.1.1 Producto libre de espacios de Hilbert

Sea (H;,&;), ¢ € I una familia de espacios de Hilbert con vectores unitarios especificados etiquetados
por el conjunto de indices 1. El producto libre de los espacios de Hilbert (H;, &), i € I, el cual

17
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denotamos por (H,§) (Hi, &) es la completacién del espacio pre-Hilbert

= x
el
ccoP P HuOH,® O H,,

n>1 i1 F#igF#... Fin

n

con el producto interno (f1 ® -+ ® fn, 91 @+ @ gm) = Onm [[ (fisgi) y donde H; = H; ©CE& y &
k=1
es dado de norma 1. La tercera suma directa se hace sobre todos los subconjuntos {i1,...,i,} C I

de tamano n y tal que i1 # iy # ... # i, (ndtese que en principio i; puede ser igual a i3).
También para cada i € I definimos

Hii)y=CcteoP P Hi @M, @@ Hy, |

n>1 iy #ig#.. . F#in
1178

o o o

Hiri)=Cto@P B HioH,® - @H,

n>1 i1 #ig#...#in
inF1

Existen también identificaciones naturales que llevan estas factorizaciones al producto libre de
una manera “natural” identificando unidades. Formalmente hablamos de los operadores unitarios
ViiHi@H(,i) = Hy W;: H(r,i) ® H; — H, donde V; se define como,

ER(Hiy, @Hiy @ -+ - @Hy, ) —= Hiy ® ®
Hi®@ (Hiy QHiy @ QHi )= HiQHiy @ QH
Mientras que W; se define como,
5 & gz = 57
(Hiy @ Hiy @ - @ Hy,)) @& > Hiy @ Hip, @+ - @ Hiys
(Hiy @Hig @ - Q@ H;)) QHi—= Hiy @+ @ Hi,, @ Hi.

La factorizacién de H en términos de H(l,i) o H(r,i) y las definiciones de W; y V; nos brindan
dos maneras de llevar operadores que actian en los espacios H; a operadores que actiian en el
producto libre (#) de la siguiente forma.

Si T es un operador lineal en H; definimos.

Ai(T) = Vi(T & L)) Vi,
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pi(T) = Wi(Iyyriy @ T)W; T,

el operador izquierdo y el operador derecho, respectivamente (ambos p; y A; son representaciones
de B(H;) en B(H)).

Existe una factorizacién mas de H la cual es H; @ (H; @ H(lr,i) ® H;) e identificando de una
manera natural a A\;(T) y pi(T) con T @ (T ® Iy @ I3y,) y T © (I3, @ Iy @ T'), donde

Hiri) = B HuaoH,2--0H,,
n>1 i1 #ig#...Fin

pero aun asi tenemos sélo dos maneras de representar B(#H;) en B(H), la izquierda y derecha.

2.1.2 Producto libre de espacios vectoriales

Existen tres maneras equivalentes de denotar un espacio vectorial con vector especificado.

1. (X, X,¢), donde X es un espacio vectorial, X C X es un espacio de codimensién 1y 0 # £ € X
un vector tal que X = X @ C¢.

2. (X,p, &), donde de nuevo X es un espacio vectorial, p : X — X operador idempotente de
rango 1 y 0 # £ € X tal que p(&) = &.

3. La ultima es (X,¢,£), con X espacio vectorial, ¢ funcional lineal de X y & € X tal que
P(€) = 1.

Notemos que en 2 y 3 podemos definir .;\),’ = ker p y respectivamente /'OU = ker ¢, obteniendo la
tripleta de 1. En adelante usaremos 3 y la observacién anterior.

Si L(X) denota el conjunto de todos los operadores lineales T : X — X', definamos el funcional
@¢ + L(X) — C tal que para T operador lineal acotado actuando en X se tiene p¢(T") = ¢(T€). Dado
que w¢(I) =1, el par (L(X), ¢¢) es un espacio de probabilidad no conmutativo. Otra construccion
analoga del funcional ¢¢, es usando 2, como el tnico funcional que cumple que ¢ (T')p = pT'p, en
este caso usaremos la notacion .

o
Sea (X;, X;,&;)icr una familia de espacios vectoriales con vectores especificados etiquetados por
o [}
el conjunto de indices I. El producto libre de los espacios vectoriales es (X, X,&) = * (X, X4, &)

donde

*
el

o

)o(:@ @ 5(‘1'1®;(i2"'®Xin-

n>1141F#i9F#...Fin
Noétese que esta férmula luce idéntica al caso con espacios de Hilbert, pero aqui las sumas y produc-
tos tensoriales son puramente algebraicos y no involucran completaciones, ni ortogonalidad, pues
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no hay producto interior.

Ahora bien, para cada ¢ € I definimos

xLiy=ccod P Xy ®Xy @ Xy,

n>1 iy #ig#...£in
1171

Xri)=CtoP P x,0x,® 04,
n>1 iy Fig#. . Fin
In7F1

A partir de aqui las definiciones de las identificaciones naturales dadas por los operadores
unitarios V; : X; @ X(l,i) — X, W; : X(r,i) ® &; — X y por tanto de \; : L(X;) — L(X) y
pi + L(X;) — L(X) son idénticas a las del producto de espacios de Hilbert, si cambiamos H’s por
X’s.

De la ortogonalidad en el producto libre (en ambos casos) y las factorizaciones se sigue que si
Ty € L(X;) y T € L(X;) entonces

0 sii#j,

Pi(T1), pi(T2)) = { [T1, o] ® Onen, sii=j

donde A;, p; son, respectivamente, los operadores izquierdo y derechos, antes definidos y Oyoyy,

denota la restriccién de la funcién cero al conjunto H & H;.
Terminamos esta seccion aclarando que por un morfismo entre espacios vectoriales con vectores

especificados (X, X, &) y (X', X’,¢’) hablamos de una funcién lineal S : X — X/, tal que S¢ =¢' y

S(X) C X

2.2 Independencia bi-libre

La idea de independencia bi-libre es trabajar con una estructura que distinga dos tipos de variables,
cuya nocién de independencia combine los operadores izquierdos y derechos del producto libre y
que ademas generalice la independencia libre. Podriamos trabajar con simples pares ordenados,
por ejemplo si (A, ) es un *x-espacio de probabilidad no conmutativo, podemos dotar a A x A con
la siguiente estructura:

e (Definicién de suma) (a,b) + (¢,d) = (a + ¢,b + d).
e (Producto) (a,b)(c,d) = (ac, bd).

e (Involucién) (a,b)* = (a*,b*).

e (Definicién del funcional) ¢(a,b) = £21re®),

Es facil ver que (A x A, ¢) es un *-espacio de probabilidad no conmutativo, asi que una nocién de
independencia natural para estos elementos debe ser una de las cinco independencias que Muraki
presenta en [30]. Esta es una de las razones por las que esta estructura no es adecuada, pues
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buscamos una generalizacién de libertad (freeness), aplicada ademds a pares de dlgebras (A;,.As),
que si bien ambas entradas “viven” (como subconjuntos) en el espacio (A, ¢), no respetan ninguna
relacién entre ellas y no es necesario que tengan la misma cardinalidad (tener por ejemplo una
cantidad infinita de variables en la primera entrada y una finita en la segunda; que no es el caso del
ejemplo anterior pues si distinguiéramos a las variables de la primera entrada y a las de la segunda
entrada como “variables izquierdas” y “variables derechas”, respectivamente, entonces toda familia
de pares tendria la misma cantidad de variables izquierdas y derechas).

En 2013, Dan Voiculescu presenta los elementos adecuados para evitar los anteriores problemas,
los cuales son pares ordenados de familias de variables aleatorias pero sin pensar que estos pares
viven en un espacio al que le asignaremos propiedades, si no usando las propiedades que conocemos
de nuestro espacio inicial y un tipo de independencia que combine operadores izquierdos y derechos.

2.2.1 Conceptos basicos

Definicién 2.2.1 Un par de caras en un espacio de probabilidad no conmutativo (A, ¢) es un
par ordenado ((B, ), (C,v)) donde B,C son algebras con unidad y g : B - A,v : C — A son
homomorfismos. Nos referimos a (B,5) y a (C,7v) como cara izquierda y respectivamente cara
derecha en el par de caras.

Si By C son subdlgebras con unidad de A, y /3, v los homomorfismos inclusién, el par ((B, 3), (C,7))
también se denotard (B,C), y By C seran llamadas la cara izquierda y la cara derecha, respectiva-
mente.

La definicién anterior nos brinda los elementos sobre los que definiremos nuestro nuevo concepto
de independencia.

Definicion 2.2.2 Una familia de dos caras de variables aleatorias en un espacio de probabilidad
no conmutativo (A, ¢) es un par ordenado ((b;)icr, (¢;)jes) de familias de variables aleatorias en
(A, ) (i.e., las b; y ¢; son elementos de A). Nos referiremos a (b;);cr como la familia de variables
izquierdas y a (¢;)jes como la familia de variables derechas en la familia de dos caras.

Si tanto I como J tienen un sélo elemento, digamos I = J = {1} nos referimos a la familia de
dos caras ({b1},{c1}), la cual denotaremos por (b1, c1), como variable de dos caras.

Finalmente si tenemos una familia de dos caras como arriba, el par de caras asociado a tal
familia es ((C(X; : i € I),8) , (C(Yj : j € J),7)) donde B es homomorfismo tal que 3(X;) =b; y v
tal que v(Yj) = ¢;.

Definamos ahora lo que entenderemos por distribucién en este marco tedrico.
Definicién 2.2.3 Si m = ((Bk, Bk), (Ck, k) )kek €s una familia de par de caras en (A, ¢) entonces
su distribucion conjunta es el funcional p : k*K(Bk * C) — C definido como p; = ¢ o a donde
€

o k*K(Bk * C,) — A es el homomorfismo tal que a |g,= Br v a |¢,= k. La distribucién de
€

una familia de variables de dos caras ((b;)icr, (¢j)jcs) = (b, &) es la distribucién de su par de caras
asociado.

Observacién 2.2.4 Una consecuencia de la definicion anterior es que si ((b)ier, (¢j)jer) = (b, ¢)
es una familia de dos caras de variables aleatorias no conmutativas en (A, ), entonces su dis-
tribucion M. €S el funcional Mo = poa donde a : C(X;,Y; : i € I,j € J)=» A es el ho-
momorfismo a(X;) = b; y o(Y;) = ¢;j. Equivalentemente, la distribucion de la familia de dos
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caras ((bi)ier, (¢j)jes) = (b,¢) es la distribucidn conjunta en el sentido algebraico de la familia
{(bi)ier, (¢j)jes} como lo entendemos en probabilidad no conmutativa.
Esto se sigue de identificar C(Z; :i € I) con '*I(C (Z;) y puede ser usada como definicion de
1€

distribucion.

Para la definiciéon de independencia bi-libre, la cual es la piedra angular de esta teoria, nece-
sitamos hacer uso de los productos libres y operadores izquierdo y derecho definidos en la seccién
anterior, y como ya vimos, esto se puede hacer de dos formas y aunque en la definicién que dare-
mos las dos son equivalentes, presentaremos ambas; la razén de esto es que en algunas definiciones
futuras usaremos la definicién con producto de espacios de Hilbert y en otras con producto de
espacios vectoriales.

2.2.2 Versién con espacios de Hilbert

Definicién 2.2.5 Una familia © = (B, Bk), (Ck, Vi) )kek de pares de caras en (A, ) es bi-libre (o
bi-libremente independiente) si existe una familia de espacios de Hilbert con vectores especificados
(Hi, &k )kere y homomorfismos ly, @ By — B(Hg) y ri @ Cp — B(Hyg) tal que si @ = ((Bg, A ©
Ik)s (Cry pr oTk))kek €s la familia de par de caras de (B(H),€), donde (H,§) = i’g"[(IHivfi); tenemos

la igualdad de las distribuciones pr = pz. Una familia de dos caras es bi-libre si su familia de par
de caras asociado es bi-libre. La familia w es estrictamente bi-libre si es bi-libre y k # j implica
[Bk(Bk),v;(Cj)] =0, donde Ay, pr son los operadores izquierdos y derechos, respectivamente.

De la definicién se sigue que m = {(4;, 4,), (B, By)}, que consiste solamente en un par de par
de caras, es bi-libre si su distribucién en (A, ¢) es la misma que la de

T = {(M(l(Ar), pr(ri(Ar))), (A2(l2(Br)), p2(r2(Br)))}

esta dltima en (B(H), &), para algunos homomorfismos [, 2, 71,72 (con los dominios y contrado-
minios analogos a la definicién) tal como se muestra en la figura 2.2.2.

Donde el rectangulo punteado de la izquierda es la familia de par de caras que vive en (A, ¢)
y tiene distribucion u, y el de la derecha la familia de par de caras que inducen los homomorfis-
mos y los operadores izquierdos y derechos en (B(H), V¢), donde (H,§) = (H1,&1) * (Ha, &) con
distribucién pz. En otras palabras, Una familia de par de caras en (A, ) es bi-libre si se puede
meter de manera muy especifica a un espacio (B(H), V¢) de operadores de un producto libre, y su
distribucién queda invariante, donde V¢(T') = (T€,§).
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____________________

MUr = Mz

Una manera de entender la analogia que tiene la independencia libre con la independencia
bi-libre es al leer el trabajo original de Voiculescu [50] donde practicamente dice lo siguiente.

Las subalgebras A; y Ay de A son libres si y sélo si existen espacios de Hilbert Hj y homomor-
fismos oy, : Ay, — B(Hy), k= 1,2 tal que el siguiente diagrama conmuta:

Ay * Ay : A L C
a1 *0Q

Al *)\2
(p1%p2)

B(Hl) * B(HQ) B(Hl * HQ)

Figura 2.1: Diagrama libre

Ahora veamos la similitud con el caso bi-libre, representando diagramaéticamente lo que la
definicién de independencia bi-libre dice, para el caso de una familia de dos pares de caras
Los pares de caras (A;1,A4,1) y (A2, Ar2) de A son bi-libres si y sélo si existen espacios de Hilbert
Hi, y homomorfismos oy, : Ay = B(Hi) v Bi : Are = B(Hi) k=1,2. tal que el siguiente diagrama
conmuta:

Como se puede ver en el primer diagrama la eleccién entre usar los operadores izquierdos o
usar operadores derechos, es equivalente, en el sentido que podemos modelar independencia libre
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Al71 * Ar,l * AZ,Q * AT,Q : A 4 C

o * B *cn*B2

A1*p1xA2%p2

B(H1) * B(H1) * B(Hz2) * B(H2)

B(H1 x Ha)

Figura 2.2: Diagrama bi-libre

con ambos. En el segundo diagrama, correspondiente a independencia bi-libre, se combinan las
algebras de una forma especifica y se utilizan tanto los operadores izquierdos como los derechos.

Observacién 2.2.6 La definicion de independencia bi-libre para familias de dos caras se puede
poner en términos mds prdcticos, (tomando en cuenta las mismas consideraciones que en la obser-
vacion 2.2.4) como sigue.

Dos familias de dos caras de variables de (A, ), ((bi)ier,(cj)jes) y (B)ier,(c))jer) son
bi-libres si existen (H1,&1) y (He,&2) espacios de Hilbert con vectores especificados y operadores
((T3)ier, (Sj)jes) actuando por la izquierda y derecha, respectivamente en Hi y ((T})ier, (57)jer)
actuando por la izquierda y derecha respectivamente en Ha tal que la distribucion de las vari-
ables {(bi)icr, (¢j)jet, (V)ier, () jer} es la misma que la de {(T3)icr, (S;)jes: (T} )ier, (S})jer}
en B(H) con respecto a §.

2.2.3 Version con espacios vectoriales

Definicién 2.2.7 Una familia m = ((B, Bk), (Ck, Vi) )kek de pares de caras en (A, ) es bi-libre (o
bi-libremente independiente) si existe una familia de espacios vectoriales con vectores especificados

(Xk,.gfk,gk)ke;( y homomorfismos ly, : By — L(Xk) y rx : Cr — L(Xx) tal que si @ = ((Bg, A\ ©

Ik), (Ck, pr o T))ker €s la familia de par de caras de (L(X),§), donde, (X, X,&) = k*K(Xk,Xk,gk)
€
tenemos la igualdad de las distribuciones u, = pz. Una familia de dos caras es bi-libre si su familia

de par de caras asociado es bi-libre.

2.2.4 Resultados generales

Dejaremos a un lado el hecho que tenemos dos versiones de independencia bi-libre y consideraremos
ambas como equivalentes, vamos a establecer resultados interesantes y algunas consecuencias de la
definicién.

Necesitamos demostrar que la independencia bi-libre no depende de una particular eleccién de
los homomorfismos I y . Para lo que necesitamos el siguiente lema.

Lema 2.2.8 Sean By, Cy, dlgebras con unidad yly, : By, — L(X}), 7 : Cp — L(Xk), U, - B — L(X]),

. : Cp = L(X]) homomorfismos, donde (X, Xy, &) y (X[, X'k, &) son espacios vectoriales con

(o] [¢]
vectores especificados y supongamos que existen morfismos Sy @ (X, Xi, &) — (X, X'k, &) que
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entrelazan las representaciones Iy y I, de By, (i.e Spli(a) = 1;.(b)Sk, Vb € By) y también entre-

lazan las representaciones vy, y ). de C. Entonces si (X, X,§) = k*K(Xk,Xk,gk), (XX, ¢) =
€

/ C)/ ! _ . /. /
kgK(Xk,Xk,fk), S = kékKSk Yo kékK(Bk * Cr) — L(X) y o - ke*K(Bk * C) — L(X)) son los

homomorfismos tal que o|g, = Apolg, &le, = prory /|, = N, ol}, &|c, = p}, o) entonces
S entrelaza a a y a . Mas ain también se tiene que ¥e o o = Ve o', donde We, Ve son los
funcionales en L(Xy) y L(X}) respectivamente.

Proposicién 2.2.9 Sea 7 = ((7;))kex = ((Bks Bk), (CksVk))kerx una familia de pares de caras

en (A, @) y para cada k € K sea (X, X'y, &) un espacio vectorial con vector especificado y
sean Ui = By — L(X'y) y .« Cp — L(X'y) homomorfismos que definen un par de caras m) =
((Bks1y,), (Cro i ))wer en (L(Xy), @er) tal que tenemos la igualdad de distribuciones pix, = p .k €

o (o]
K. Sea ademds (X', X', &) = kékK(X’é’X/k’&) yseam = (7)) ke = (B, N.olL), (Ck, pr0T%) ) ke k
la familia de caras en (L(X'),per). Entonces m es bi-libre si y s6lo si pix = iz
Demostracién. La suficiencia se sigue inmediatamente de la definicién, pues ya tenemos la exis-
tencia de los morfismos y la igualdad de las distribuciones.
o
Supongamos que 7 es bi-libre y sea (X}, X1, &) ek €l espacio que existe de la definicién de in-
[¢]

dependencia bi-libre, con jir = pir, asi que sélo basta encontrar morfismos S, : (X7, X'k, & Jwex —

[¢]
(X, X", &) ke que cumplan las propiedades del lema anterior y asi por la igualdad de \Ifg oa =
Ve 0o’ se cumplird que i = firr y por tanto fiy = fir.

Definamos pues X = By, * Ci, Xy = ker pirr,, & = 1 y los homomorfismos [, r; las representa-
ciones izquierdas de By y respectivamente de Cy en By * Cy.
Ahora para € € {'} definimos Sg(z) = aof(x)&(x), donde of, : By x Cp — L(X€) es el

o
homomorfismo tal que of|g, = If y aflc, = 7. Siz € Xy = kerpn, = ker [re entonces
o o€
0= pre (@)pf, = Wee (ag.(z))p5, = pLag(x)p, y entonces 0 = pf.af (z)&f, de aqui que Sp X, C X} De

S,y Sy se construye el morfismo deseado. |

Corolario 2.2.10 1. Si w = ((Bk, Bk), (Ck,vk)) son pares de caras en (A,p) para todo k €
K vy la familia 7 = (mg)rer es bi-libre, entonces su distribucion p, estd completamente
determinada por las distribuciones pr, , k € K.

2. Sea (By,Cy) pares de dlgebras con unidad, k € K y uy : B * Cx, — C funcionales lineales tal
que pp(1l) = 1. Entonces eziste una tunica aplicacion lineal i : k*K(Bk xCr) — C, u(l) =1,
€
tal que la familia de par de caras ((By,Ck))ker es bi-libre en (k *K(Bk *Cr), L) Y I |Bercy= Mk
€
para todo k € K.

Demostracion.

1. Podemos tomar (X}, X'y, &) tal que L(X]) = By, * C, asi tomando como homomorfismos a
las inclusiones tenemos todas las hipdtesis del teorema y la distribucién de esta construccion
depende sélo de los py entonces por la proposicién tal distribucion es igual a pir.
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2. Se toma u = i G*K,uk. La unicidad y linealidad, asi como la propiedad de que p | «c,= Lk

se sigue de la definicién de producto libre de operadores. Sea L(X}) = Bj * C;, entonces se
satisfacen las condiciones de la proposiciéon tomando como homomorfismos a las inclusiones.

|

Si A es un élgebra, su espacio algebraico de estados X(A) es el subconjunto convexo del dual de

A, que consiste de los funcionales lineales ¢ : A — C tal que ¢(1) = 1. El espacio de distribuciones

para la familia de par de caras (By,Ck)rerx es el conjunto X((Bk,Ck) : k € K) = Z(k *K(Bk % Cl))-
€

Para toda familia p, € X(Bg,Ck), k € K existe una unica distribucién producto bi-libre p =
* X € X((Bk,Ck) : k € K) tal que p |B,«c,= i, k € K y por el segundo resultado del corolario
€

anterior ((Bg,Ck))rek es bi-libre en ( x (B * Cy), p).

*
keK
El hecho de que las dlgebras unitarias de la definicién de par de caras no necesariamente sean
subconjuntos de A es muy util en cuestién de generalidad, pero puede volverse tedioso en las
demostraciones, el siguiente corolario nos da la razén por la cual no hay pérdida de generalidad al
hacer nuestras demostraciones considerando que ambas caras “viven” en A.

Corolario 2.2.11 La familia de par de caras ((Bk, Bk), (Ck, Vi) )kek es bi-libre en (A, ) si y sdlo
si ((Bk(Br), 1 (Ck))rex es bi-libre en (A, ).

Demostracion. Si ((Bx(Bk), vk (Ck))rex es bi-libre entonces tomamos a [ o 5y ri oy como los
nuevos homomorfismos y se tiene que ((Bg,Bk), (Ck,Vk))kek €s bi-libre. Supongamos ahora que
[¢]

((Bk, Br), (Ck, k) ek es bi-libre, sea X = Br(Bk) * v (Ck), & = 1y X = ker py, donde py es la
distribucién de ((8x(Bk), 7% (Ck)), los morfismos By * Cy, — Si(By) * vx(Cr) y la proposicién anterior
nos dan el resultado. . n
Un hecho 1til del producto de espacios vectoriales es el siguiente: Sea (Xj, Xk, &k ) ke una familia
de espacios vectoriales con vectores especificados y K = [] K; una particién del conjunto de indices,
el
donde [] denota unién disjunta. Sea (V;, Vi, mi)icr la familia de productos libres (Vi, Vi, ni) =
i *K (X, Xk, k). Entonces existen identificaciones naturales o : '*I()}i,y,-,m) — k*K(Xk,Xk,ﬁk),
€K; i€ €
Vii » X @ Vi(Lk) @ Y(1,3) = X, Wi = Y(r,1) @ Vi(r, k) @ A, — X, siempre que k € K; (Note que
aqui X =))).
Mas atn tenemos que o A;(Ax(T")) = A\e(T)o, opi(pr(T)) = pr(T)o, donde T' € L(Xy), k € K; y
los A, pr. en la parte izquierda son operadores en );, mientras que g, pr de la parte derecha son
operadores en X.

La anterior observacion se menciona en esta parte pues de tal hecho se sigue de manera inmediata
la siguiente proposicion.

Proposicién 2.2.12 Sea m = ((B, Br), (Ck,V))kerx una familia de par de caras en (A, p). Sea

K=1]K;,Di= x By, &= * Cr ysead;:D; — A, ¢ :e; — A los homomorfismos tales que
icl keK; keK;

0i |B,= Bk € |c,= Yk, si k € K;. Sim es bi-libre, entonces ((D;, d;), (i, €i)) es bi-libre.

El resultado siguiente nos dice que la nocién de independencia bi-libre es mas estructurada que
simplemente libertad en las caras izquierdas o independencia en las caras alternadas.
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Proposicién 2.2.13 Sean Ay, By dlgebras y (Ag, Br)kex una familia de par de caras en un espacio
de probabilidad no conmutativo (A, ).

i) Suponiendo (A, Bi)rex bi-libre entonces (Ap)rex es una familia libre en (A, ¢). Similarmente
(Br)kex es una familia libre en (A, ).

i1) (Ak, B)kek bi-libre implica Ay es independiente en el sentido tensorial con B; para todo i # k.
Mas aun st L C K entonces las subdlgebras kULAk Y, [L_(J LBk son independientes en el sentido
€ €K—

tensorial.

iii) A1 y Ag son independientes en el sentido tensorial si y sdlo si (A1,Cly) y (Cly, A2) son
bi-libres.

i) A1 y Ag son dlgebras libres si y solo si (A1,Cl4) y (Aa,Cl4) son bi-libres.

Demostracién. Para esta demostracion nos vamos a referir a los diagramas algebraicos 2.1 y 2.2.

i) Si (Ag, By)kek es bi-libre tenemos un diagrama como el diagrama bi-libre 2.2, con homomor-
fismos k*K(ak * Or) hacia abajo, donde oy : Ay, — L(Xk) v Bk = Br — L(AX%), tomando pues
€

las restricciones * (o * Bk) | « 4, ¥ sélo los operadores izquierdos * \j y las restricciones
keK keEK keK

de las inclusiones al mismo conjunto, obtenemos un diagrama como el diagrama libre 2.1. Por
tanto (Ag)rex son libres. Anédlogamente (By)krex tomando los operadores derechos solamente.

ii) (Ag, Bk)ker bi-libre implica que la familia (kLeJLAk, kgLBk), (ke%—LAk’ keIL(J—LBk) es bi-libre, y

podemos seguir reduciéndolo, por lo que basta demostrar el caso K = {1,2} y L = {1}.
Sea (X, X,&) = x (X, Xk, &) de la definicién de independencia bi-libre. Definamos para

ke{1,2}
Ty € E(Xk),

Ty =Tk — ¢p, (Tk)I, lk = ©py, (Tx),
o [¢] o
xp = Tiék € Xg.
Luego, por las propiedades de los operadores izquierdo y derecho tenemos que

M (T1)pa(Tz) = M (Th) w2 + t2€] = 71 ® o + toxy + tiaa + titaf,

entonces

p(A1(T1)p2(T2)) = tita = p, (T1)pp, (T2) = @p(A1(T1))pp(p2(12)).

Como el par es bi-libre las dlgebras tienen la misma distribucion que sus imagenes en el producto
libre, asi que los momentos tienen la factorizacién adecuada y las algebras son independientes.

iii) Un sentido (la suficiencia) es inmediato del inciso anterior. El otro se demuestra en [12].

iv) La condicién suficiente es consecuencia inmediata del inciso i. Si las dlgebras son libres tenemos
un diagrama como el diagrama libre 2.1. Tomamos Sy : C14 — L(&)) como Bi(A1) = A z(x,)
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y lo superponemos en el segundo diagrama (figura 2.2), por las propiedades de la identidad es
claro que obtendremos un diagrama como el de la figura 2.1 y por tanto se tiene el resultado.

]
Todas las nociones de independencia que consideramos en la definiciéon 1.1.5, se definen en términos
de una factorizacién de momentos mixtos, pues el concepto de independencia bi-libre también se
puede poner en esos términos, aunque no tenemos forma cerrada para los polinomios.

Proposicién 2.2.14 Dados conjuntos I, J, T, para cada n € N y el par (o, t) : {1,....,n} - K xT
donde K = I[]J, existe m € N y transformaciones o, : {1,....,n(r)} - K, t(r) e T,1<r<my
un polinomio universal Py (X1, ..., Xm), (m,n(r), ap,t(r) dependen de (a,t)) tal que: Una familia
de familias de dos caras z = ((21,i)icr, (2t,5)jeg), t € T en (A, p) es bi-libre si y solo si para cada
(a, 1), tenemos ©(2y1),a(1)-2t(n),a(n)) = Pat(@(2ir),ar 1) 2t0)ar () (1 < 7 < m).

2.3 Ejemplos simples

En esta seccién se presentan ejemplos donde la independencia bi-libre surge de manera natural.

1. Si (X;,&;) familia de espacios de Hilbert y L(X;) denota el dlgebra de operadores lineales en
Xy (X, &) es el producto libre con vectores especificados. Usando los operadores izquierdos
y derechos es casi tautolégico (usando como homomorfismos la identidad) que la familia de
par de caras (\;(L(X;)), pi(L(X5)))ier es bi-libre en (L(X),¢).

2. Si H es un espacio de Hilbert complejo y F(#H) es su espacio de Fock libre, I(h),r(h) los
operadores creacién izquierda y creacion derecha tal como se definen en el capitulo 1 . Si w; C
H, i€ I tal que i # j = w;Lw; (ortogonales) entonces la familia ((I(w;) U I*(w;)), ((r(w;) U
7*(w;)))ier es bi-libre en (L(T'(H)), < -Q,£2 >), donde § es el vector vacio.

3. Sea (G;)ier coleccién de grupos y G = '*IGi su producto libre. Sea g € G, y denotemos
(S

por L(g), R(g) el operador desplazamiento a la izquierda por g (left shift), y el operador
desplazamiento a la derecha por g (right shift), i.e L(9)&, = &gn v R(9)én = &g, en 12(G)
respectivamente, y 7 en L(I?(G)) es el funcional < -8, d. >, y el conjunto dg,9 € G es la base
canénica [?(G) entonces la familia de par de caras ((L(g))geq;, (R(9))gec,) es bi-libre en ese
espacio (consultar [57] para més detalles de este ejemplo).

Observacidén 2.3.1 En [75] se demuestra que la familia (I(w;) Ul*(w;))ier, bajo las mismas condi-
ciones del ejemplo anterior, inciso 2, es libre (de hecho semicircular). ahora con la independencia
bi-libre del ejemplo dos y los resultados de la seccion anterior(ver proposicion 2.2.13) se puede
concluir como corolario la independencia libre de ((I(w;) Ul*(w;))icr y de ((r(w;) Ur*(w;))ier y que
cualquier (I(w;) Ul*(w;)) es independiente en el sentido cldsico con (r(w;) Ur*(w;)) para todo i # j
en I

2.4 Convoluciones bi-libres

2.4.1 Independencia bi-libre en espacios de probabilidad de Banach

Una dlgebra de von Neumann, actuando en un espacio de Hilbert H es una subédlgebra de B(H)
que contiene a la funcién identidad y es cerrada con la operaciéon de tomar adjunto y es cerrado
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como conjunto en la topologia débil inducida por las funcionales lineales a — (a&,n),&,n € H.
Un W*-espacio de probabilidad es un par (A, ¢), donde A es una algebra de von Neumann en
algun espacio de Hilbert complejo v ¢ es un funcional fiel, unitario, tracial, positivo y lineal.

Definicién 2.4.1 Sea (A, ¢) un C*-espacio de probabilidad, i.e, A es una C*-dlgebra y ¢ es un
estado. Una familia de pares de caras ((B, Bk), (Ck, Vk))kek €s una familia de pares de C*-caras si
By, Cr, son C*-algebras y B, vx *-homomorfismos.

Similarmente, si (A, ¢) es un W*-espacio de probabilidad, ((Bg, k), (Ck, Vk))kek €s una familia
de pares de W*-caras si By,Ci son W*-algebras y g, v *-homomorfismos ultradébilmente con-
tinuos, es decir, funciones que preservan las operaciones, adjuntos y son continuos en la topologia
débil.

Decimos que una variable de dos caras (a, b) es autoadjunta (normal, positiva, unitaria) si tanto
a como b son autoadjuntas (normales, positivas, unitarias).

Ahora presentaremos definiciones que nos permitirdan trabajar con medidas de probabilidad.
Definicién 2.4.2 Sea (A, ¢) un C*-espacio de probabilidad.

i) Decimos que una variable de dos caras (a,b) es autoadjunta (normal, positiva, unitaria) si
tanto a como b son autoadjuntas (normales, positivas, unitarias).

ii) La *-distribucion de una familia de variables de dos caras ((b;)icr, (¢;)jes) es la distribucién
de la familia ((b;)ier [1(5])ier, (¢j)jes LI(c})je)-

iii) Sea (a,b) una variable de dos caras autoadjunta y bipartita (es decir, a y b conmutan), si existe
una medida i con soporte compacto en R? tal que Vn,m € N,

p(a"b™) = /w"zm,u(dw,dz),
R2

decimos que p es la distribucion en el sentido analitico de (a,b).

Que una variable de dos caras autoadjunta y bipartita (a,b) en un C*-espacio de probabilidad
(A, ) tenga distribucién es consecuencia del teorema de representacién de Riesz.

Teorema 2.4.3 Dadas dos medidas de probabilidad pui, o con soporte compacto en R2, existe
un C*-espacio de probabilidad no conmutativo (A, ) y dos variables de dos caras (a,b) y (c,d)
estrictamente bi-libres, autoadjuntas, bipartitas tal que (a,b) tiene por distribucion en el sentido
analitico a py y (¢,d) a ps.

Demostracién. Sean H1 = L?(R?,duy) y Ho = L?(R?, dus) espacios de Hilbert, y & € H1, &1 (x,y)
1 y 52 S H2> 52(1’,y) = 1 también SOE—L() = <£l7£l>a k= 172 Ahora sea (Hag) = (Hlvgl) * (H2a£2)'
Como vimos en el ejemplo 1 al inicio de esta seccion, los pares (B(H1), B(H1)) v (B(H2), B(H2))
son bi-libres en (B(H), ¢¢). En particular para todo S1,T1 € B(H1) y S2,T> € B(H2) los pares
()\1 (Sl), ,01(T1)> y ()\2(52), pQ(Tg)) son bi-libres en (B(H), (,05).

Para construir el par deseado, definamos las funciones S;, T; € B(H;), para i = 1,2 como

Sz(f)(xvy) ::L‘f(l'vy) y T’z(f)(xvy) :yf(l'vy% (m,y) €R27 f€Hi
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Es facil ver que la distribucion de (S;, T;) respecto a g, es ju;, ya que las funciones son autoad-
juntas, el par claramente es bi-partito y ademas

e, (STT) = / (&2, y))P (v, y)) 1dpi(z,y) = / aPyldu;(z, y).
R2 R2
Atun nos falta la Bi-libertad pero eso se soluciona demostrando que (\;(S;), pi(T;)) también
tiene distribucion p; pero con respecto a ¢, esto porque ese par también es bi-partito, autoadjunto

y ademas, usando las definiciones de A;, p; v el hecho que los homomorfismos que definimos V; :

Hi @H(,i) = Hy W;: H(r,i) @ H; — H cumplen V;(§ @ &) = & = W; (€ ® &) tenemos
e (Ni(Si)P pi(T3)) = (Ni(Si)P pi(T3) 7€, €)
=WiI@TH(E®&),Vi(S; P @I)(&®E))
= (Wi(§ @ T&), Vi(S; 76 @ €))
= (Wi(§ @ T{&), Wi(§ ® S; &)
= (T4, £® S; &)
— (€ O(S!T16,6) = [ ayrdpi(a,y)

R2

~—  ~—

Entonces tomando a = A1(51),b = p1(T11),c = A2(52),d = p2(T3) se tiene el resultado.

]
2.4.2 Convoluciones bi-libres
Si z = ((bi)ier, (¢j)jer) v 2 = ((b)ier, (c})jes) es un sistema bi-libre de dos caras de vari-
ables aleatorias no-conmutativas y si s1 = ((b; + b})ier, (¢j + ¢})jes), s2 = ((bib})ier, (¢jc})jes)

y 83 = ((bi + b)ier, (¢jc})jes) entonces las distribuciones g, , ps,, tis; dependen solamente de las
distribuciones ., ..

Esto nos proporciona la definiciéon de las siguientes operaciones entre distribuciones

pe BE = ps,,

e N per = ps,,
pe BN py = Hss -

Las cuales reciben el nombre de convolucion aditiva bi-libre, convoluciéon multiplicativa bi-libre
y convolucién aditiva-multiplicativa bi-libre.

Observacion 2.4.4 La razén por la que no se menciona una convolucion multiplicativa-aditiva es
por la simetria de la independencia bi-libre.

Sea X un espacio Hausdorff, decimos que una funcion f : X — C se anula en el infinito si para
todo € > 0, el conjunto K = {z € X : |f(x)| > €} es compacto. Al conjunto de todas las funciones
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f: X — C que se anulan en el infinito de un espacio X lo denotamos por Cp(X). Vamos a enunciar
el teorema de Representaciéon de Riesz, que nos ayudara en las siguientes observaciones.

Lema 2.4.5 (teorema de Representacion de Riesz) Sea X un espacio de Hausdorff localmente
compacto y sequndo numerable. Entonces cada funcional lineal acotado, ® en Cy(X) se representa
por una unica medida con signo de Borel compleja . i.e

B(f) = / fdu Y € Co(X).
X

Mas aiin, || @] = ||(X).

Sean u,v dos medidas con soporte compacto en (0,00) x (0,00), siguiendo el mismo procedi-
miento que en el teorema 2.4.3 se puede ver que existe un C*-espacio de probabilidad no conmutativo
(A, ) y dos variables de dos caras (a1,b1) y (ag,b2) estrictamente bi-libres (osease [ay, b;j] = 0 para
k # j), autoadjuntas, bipartitas y supongamos que también positivas e invertibles tal que (a1, b;)
tiene por distribucién en el sentido analitico a p y (az,b2) a v.

Por todas las propiedades anteriores podemos ver que la distribucién de (ajasg, b1b2) se reduce
a calcular los momentos ¢((aja2)?(b1b2)?), p,q > 0 los cuales se pueden escribir también como
Lp(aiﬂbi/z(a}/zamiﬂ)p(bimbgbi/z)qbl_l/2a1_1/2), y los operadores (ai/Qaga}/z) y (b}/zbgbiﬂ) son in-
vertibles positivos, y por tanto el funcional ¢ en A definido por ¢(a) = cp(ai/Qbi/zabl_l/zal_l/Q) es
acotado y ¥ (1) = 1, esto se traslada por el teorema de Riesz a una medida con signo pu X Xv, la
cual es la distribucién de (ajag,bibs).

Similarmente para i, v medidas con soporte compacto en (0, 00) X R pero usando ¢((aiaz)P (b1 +
by)9) = (p(ai/Q (a}/Qaza}/Q)p(bl +b2)qa1_1/2) se encuentra una medida XMy, la cual es la distribucién
de (ajag, by + b2).

Totalmente analogo para u H By para medidas p, v con soporte compacto en R x R.

Observacion 2.4.6 Para evitar problemas con medidas con signo, y para decir mds en la parte
analitica en el articulo de Huang y Wang [71] trabajan con medidas con soporte en T2 = T x T,
donde

T={zecC :|z| =1}

Para medidas en el circulo se puede decir sin ningin problema que, si p distribucion de (uy,v1),
po distribucion de (uz,v2) y ambas medidas de probabilidad estdn definidas en T?, entonces,

w1 X Ry = H(uyug,vivz)

es una medida de probabilidad en T?.
En el mismo articulo trabajan con otra convolucion llamada convolucion opuesta bi-libre, la cual
es la medida

H1 X ‘EOPNQ = H(ujuz,vav1)s

que a pesar de parecerse mucho a la convolucion multiplicativa-multiplicativa, no son iguales.
también definen una “transformada S opuesta” que se comporta bien con esa convolucion. Los
aspectos combinatorios de la transformada S opuesta se estudian en el articulo de Skoufranis [//].
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2.5 Cumulantes

2.5.1 teorema de existencia y unicidad

Nuestro objetivo en esta seccién es presentar el teorema de existencia y unicidad de los cumulantes,
el cual mencionamos a continuacién. En lo siguiente se consideran los conjuntos de indices I, J de
las familias de dos caras ((z;)ier, (25)jes) como disjuntos y denotaremos la unién disjunta de estos
conjuntos por I [[J y también denotaremos por C(Xj : k € K) al conjunto de los polinomios en
las variables no conmutativas X} con coeficientes complejos.

Teorema 2.5.1 Para cada funcion o : {1,....n} — II1J y K C {1,...,n}, sea a K = aobg, donde
br : {1,...,|K|} — K es la biyeccion creciente (ordenar de menor a mayor los elementos de K).
Entonces existe un polinomio universal

Ra(XaKM 7& K C {17 7”}) = Xa{l,l..,n} + ﬁa(XaKm 75 K & {1’ ~-~7n}),

el cual es homogéneo de grado n y ﬁa sigue la recursion, donde X i es dado de grado |K| y tal
polinomio tiene la propiedad cumulante: si z = ((zi)ier, (25)jes), 2" = ((2))ier, (2})jes) es un par
bi-libre de familias de dos caras en un espacio de probabilidad no conmutativo (A, ) y z + 2/ =
((Zi + ZZ/')iEIa (Zj + Z})jGJ) y si K = {kl < ... < kr} C {1""an} y Mok = ‘P(za(kl) s Za(kr));
My = ‘P(Z;(kl) e zg(kr)), Mg = o((Za() + Z(/l(kl)) - (Zagky) + Zla(kr)))y tenemos

Ro(Max|0 £ K € {1,..;n}) + Ba(M 1|0 £ K € {1,..,n}) = Ra(M" (|0 £ K  {1,...,n}),

el polinomio R, que satisface la propiedad de homogeneidad y la propiedad cumulante aditiva es
unico.

Definicion 2.5.2 Los polinomios R, seran llamados cumulantes bi-libres. En el caso que tenemos
una familia de dos caras z = ((z)ier, (2)jes) en (A,p) los cumulantes bi-libres de z son los
nimeros Ro(9(2a(k;) * * * Za(k))[{k1 < ... <k} C{1,...,n}). Usaremos varias notaciones, si o,z
son dados y a(k) = ar y p la distribucion de z, escribiremos para los mismos cumulantes bi-libres
Ray...an(ptz), Ray..an(2), Ra(itz), Ra(ptz), Ra(z) o simplemente Ry 0 R, ... q, cuando sea claro
la familia de la que se habla.

Vamos a poner los cumulantes en términos més simples.

Para cada a : {1,2,....,mn} — I]]J existe un polinomio universal R, en las incognitas Xy
etiquetadas por los conjuntos no vacios K C {1,2,...,n} y satisfacen

i) Ro = X{12,..ny + Ry, donde R, es un polinomio universal en las incégnitas Xy etiquetadas
por los conjuntos propios no vacios K ¢ {1,2,...,n},

ii) Ry y Ra son homogéneos de grado n cuando X es dado de grado |K],

iii) (Propiedad aditiva) Si Ra(2) es Ro evaluada en Xi = ©(2q(k,) " Za(k,)) ¥ K = {k1 < k2 <
-+ < ky}, entonces

Ro (2 +2") = Ro(2) + Ra(2"),
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siempre que 2’ y z” sean un par de variables de dos caras bi-libre.

R, (z) es el a-cumulante de z.

2.5.2 Reduccion al caso libre

Sia:{l,..,n} = IT]J es tal que a({1,...,n}) C I o a({1,...,n}) C J entonces los cumulantes
bi-libres R, (2) se reduce a los cumulantes libres de (z;)ier o respectivamente (z;);jes. En este caso
las condiciones de unicidad en independencia bi-libre e independencia libre son las mismas. Este
hecho se ilustra en el siguiente ejemplo cuya demostracién es parte del capitulo combinatorio de
independencia bi-libre.

Ejemplo 2.5.3 Consideremos los elementos del espacio de Fock, definidos en el capitulo 1.Para
n,m € Ny sea o : {1,2,....m +n} = {L,R} tal que [I"'({L})| = m y [r"L({R})| = n (sdlo
necesitamos | y r pues consideraremos los cumulantes de una sola variable de dos caras). Sea
a=lf)+UfH)"+NMT)+ M -Lyb=r(f)+r()*+A(T2)+ -1 yhk)=k—1sik>1y
h(0) = 0. Entonces

Ro(a,b) = (T} f, 0™ g),

Aqui se puede ver claramente que sin =0 o m = 0 tenemos lo que ya teniamos en el caso libre
(esto se demostrard en el capitulo combinatorio).

Sea z = ((2i)ier, (2j)jes) una familia de variables de dos caras en un espacio de probabilidad no
conmutativo (A, ¢). Veamos como son los cumulantes de grado < 2, es decir, para « con dominio
{1,2} y/o {1} y denotamos a = (1) y b = (2). Afirmamos que los cumulantes en estos casos son

Ro1)(2) = ¢(2a),
Ra1),a(2)(2) = ©(Zazp) — ©(2a)p(2p),

ya que si definimos F,(2) = ¢(2a), Fap(2) = ©(2a2p) —©(24)(2p) estos claramente son homogéneos
y cumplen la primera propiedad de los cumulantes, para ver que cumplen la propiedad cumulante,
veamos que para grado 1, o((2' + 2")a) = ¢(2}) + p(zY) por la linealidad y para grado 2: Si ambos
a,b estan en I o ambos estan en J entonces los cumulantes bi-libres se reducen a los cumulantes
libres que coinciden con F, y Fg 3, para el caso mixto consideremos sin pérdida de generalidad que
aelybedycomop((zh+cal)(z+epl)) — p(2h +cal o+ r1) = @(za2) — lza)p(2) basta

considerar el caso ¢(2)) = ¢(z,) = ¢(zl) = ¢(2}) = 0. Para este caso Voiculescu demuestra que
v/ "/ ! N "/ " n

p(zq2y) = (242,) = 0,y como 0 = @(z,2]) + p(2q2) = p((2q + 24) (2, + 7)) — P(202;) — (247)
se tiene la propiedad cumulante, finalmente por la unicidad de los cumulantes Iy, = Ry(1) y Fop =

Ra@1),a(2)-

2.6 Distribuciones de limite central

Definicién 2.6.1 Una familia de variables de dos caras z = ((2)ier, (2j)jcs) en un espacio de
probabilidad no conmutativo (A, ¢) tiene una distribucion de limite central bi-libre (o distribucion
gaussiana centrada bi-libre) si sus cumulantes satisfacen Ry, 4, (2) =0sik=10k > 3.
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Teorema 2.6.2 FEriste exactamente una distribucion de limite central bi-libre
vo C(Ze |keI]]T)—C,

para cada matriz C = (Ckl)k’leluj con entradas complejas tal que,

vo(ZpZ) = Cy k€ IH J.

Sih,h* : IT[J — H son aplicaciones y H un espacio de Hilbert, consideremos los elementos del
espacio de Fock libre de ese espacio de Hilbert. Definimos

5 = 1(h(i) + I"(h* (i), i€l
zj =r(h(j) +r*(h*(5),  J€J,

entonces z = ((2i)ier, (2j)jeg) tiene una distribucion de limite central bi-libre vo, donde Cy =
(h(l),h*(k)). Toda distribucion de limite central bi-libre en los casos I, J finitos, se pueden obtener
de esta manera.

Demostracion. Como una distribucién esté caracterizada por sus cumulantes y una distribucién
de limite central tiene sélo cumulantes de orden 2 distintos de cero (posiblemente), entonces esté
determinada por sus cumulantes de segundo orden y por la afirmacién previa a este teorema sélo
basta fijarse en los momentos de segundo orden, y cada familia de cumulantes son los cumulantes
de una distribuciéin bi-libre.

Para ver la segunda afirmacion observemos que 21 = h(l) y z;1 = h*(k) tal que

(2211, 1) = (21, z1) = (h(l), h*(1)),

también (z;1,1) = 0. Por lo que es suficiente demostrar que Ry, q.(2) = 0 para k > 3, para
asegurar que z tiene distribucién y¢o. Para ver esto tltimo, en H & H sea W/ (k) = h(k) @0, h"(k) =
0@ h(k) b (k) = h*(k) ® 0, h*" (k) = 0@ h*(k) y definamos 2/, 2" usando estos h', h* en vez
de h,h* entonces z/,z" son bi-libres y 271/2(2' + 2") tiene la misma distribucién que z pues la
aplicacién h + 27Y2(h @ h) es isométrico. Por lo tanto Ra, . 4, (2) = Ray...a, (2722 +2")) =
2*’“/2Ra17m7ak(z’) + 2*]“/2Ra1,m7ak(z”) = 21*k/2Ra1,m,ak(z) y como 2'7K/2 £ 1 §i k # 2 entonces
R, ... a,(2) = 0 siempre que k # 2. ]

Definicion 2.6.3 Una *-distribucién
V:C(Z, Zi | keI]]T)—C,

es una x-distribucion de limite central bi-libre, si es una distribuciéon de limite central bi-libre
para ((Zi, Z;)ier, (Zj, Z;)jes) y satisface la condicién de positividad ¢(P*P) > 0 para P €
C(Zp,Z; | kelllJ).

El siguiente teorema nos brinda una condicién necesaria y suficiente para que una distribucién
de limite central bi-libre sea una *-distribucién de limite central.

Teorema 2.6.4 Una distribucion de limite central bi-libre,

v C(Ze, Zi | keI[]7T) —C,
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es una x-distribucion de limite central bi-libre si y solo si la matriz de momentos de sequndo orden

O = < W(Z;Z) ke (W(Z1Z0))kiex )
(W(ZgZ] ) kiex  (V(ZKZ]))kgex )’

es positiva, donde K =1]]J.
Si K =1]]J es finito y h(k),h*(l) € H son vectores en el espacio de Hilbert H tal que

O < (R, h(k))kger (D), h*(K))) ke )
(R () h(k))kaex  ((R*(), K" (k) kierx )

entonces la x-distribucion con respecto al vector vacio 1 € F(H) de la familia de dos caras z =
((#i)ier, (2j)jes) donde

zi =U(h(D) + "(07(2),  iel,
zj =r(h(G) +r*(h*(G), €,

es precisamente la x-distribucion de limite central bi-libre con matriz de momentos de sequndo orden

C.

Demostracién. Es suficiente hacer la prueba bajo el supuesto de que K = I[[J es finito. La

equivalencia entre la positividad de C' y la de 9 es evidente. Para la segunda afirmacién basta

aplicar la segunda parte del teorema 2.6.2 a la familia (2, 2*) = ((zi, 27 )ier (25, 2] ) jes)- ]
Ahora presentamos la ultima definicién de esta seccidn.

Definicion 2.6.5 Una distribucion
b:C( Xy | keI]]T)—C,

es una distribucion de limite central bi-libre hermitiana si es x-distribucién de limite central y
>0y C( Xy, | kel]]J) esdotado de la estructura de x-algebra en la cual X = X para todo
kellldJ.

Ahora se presenta una condicién necesaria y suficiente para que una distribuciéon de limite
central bi-libre sea una distribucion de limite central hermitiana bi-libre.

Teorema 2.6.6 Una distribucion de limite central bi-libre

v:C( Xy |keI]]T)—C,

es hermitiana si y solo si la matriz de momentos de sequndo orden C = (Y(XpXi))pierys €s
positiva.
Si K =1]]J es finito y h(k) € H vectores en el espacio de Hilbert H tal que

C = ((l), (k) kick

entonces la distribucion hermitiana con respecto al vector vacio 1 € F(H) de la familia de dos caras
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z = ((2i)ier, (2))jes) donde

% =1(h(i)) + I"(h(3)), Q€]
zj =r(h()) +r7(h(7)),  Je,

tiene precisamente la distribucion de limite central bi-libre con matriz de momentos de segundo
orden C.

Demostracién. De nuevo la equivalencia entre la positividad de C' y ¥ es inmediata; bajo el
supuesto de que I[]J es finito, se aplica de nuevo el teorema 2.6.2 a los operadores h(k) =
h*(k), k€ K. ]

2.7 Teorema de limite central bi-libre

Teorema 2.7.1 (teorema de limite central bi-libre). Sea z(") = ((zgn))ig, (z](.n))jej), n € N una

sucesion de familias de dos caras bi-libres en (A, ), tal que se cumple lo siguiente:
i) o2y =0, kelllJ.

i) sup \go(z,g?) . ZIEZ))\ < 0o para todo ki, ..., kym € TT]J.
neN

iii) A}gnoo N1 1<Z<ng(zl(€n)zl(n)) = Cyy para todo k,l € 1] J.

Definiendo Sn = ((Sn.i)ier, (Sn,j)jes), con Sy = N-1/2 zlgn), kelllJ yn~e la dis-
1<n<N
tribucion de limite central bi-libre que nos brinda C' = (Cy ) er11s- Entonces

li P) = P
Jm psy (P) = vo(P)
para cada P € C( Z | ke I]]J).
Demostracion. Como los momentos son polinomios en los cumulantes, basta probar que

I Ryt (5) = By (Y0),
que en vista de la definicién de ¢ significa

lim Ry (psy) = Chi, y
N—o00
li = 2
I Ry (psy) = 0, m #2,

y como vimos antes, Ri(us,) = ¢(Sy) =0,y

Ryt (B5y) = > Riyeokee N2 p,00) = NT2N " Ry ()
1<n<N 1<n<N
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Ademsds, como los cumulantes son polinomios en los momentos, se sigue del segundo inciso que

sup | Ry ky, (20)| = By, < 00 y por tanto para m > 3 se tiene que lim Ry,..x,, (ttsy) = 0.
neN N—o0
Para el caso m = 2

Rilpsy) =N Y Ru(p,m)=N"1 Y oz 4™,

1<n<N 1<n<N

por el inciso 3 tenemos que lim Ry (psy) = Chi. |
N—o0

En este capitulo observamos la importancia de los momentos de segundo orden ¢(Z;Z,), con
ellos podemos decir si tenemos una distribucion gaussiana o de limite central. El saber cudndo una
sucesién de complejos (ap m)n,menN €s la sucesién de momentos de una distribucién en el plano es
un problema importante y nada trivial; avances en ese trabajo pueden encontrarse en [10, 37, 38].
En ellos se establecen condiciones para la existencia y unicidad de una distribucién con momentos
an,m; de particular importancia es resolver este problema para el caso en que I, .J son numerables
Y anm = ¢(ZnZp), considerando la familia autoadjunta y n € I, m € J. Volveremos a esto mas
adelante.






Capitulo 3

Aspectos analiticos de la probabilidad
bi-libre

Este capitulo estéd dedicado a analizar los aspectos analiticos que surgen en probabilidad bi-libre.
Comenzamos definiendo la transformada de Cauchy en dos variables y haciendo un anélisis extenso
de la transformada R bi-libre de una variable de dos caras. Seguido de ese andlisis se presentan
ejemplos de sistemas de variables de dos caras que cumplen una relacién de conmutacién menos
estricta que el ser bi-partito, tales ejemplos surgen de la teoria de operadores seminormales y de
sistemas en entropia libre. Termina la seccién analizando las propiedades analiticas de dos nuevas
transformadas bi-libres correspondientes a las convoluciones multiplicativa y multiplicativa-aditiva
bi-libre.

3.1 La transformada de Cauchy bivariada

Definicién 3.1.1 Si z es una medida en (R?, B(R?)) que satisface

w(ds, dt) < oo, (3.1)

1
[ V1+ 521+ t2
R
definimos la transformada de Cauchy bivariada de p como

1
G = | ——— du(s,t 2
o) = [ e ) (32)
RQ
para (z,w) € (C\R)? = {(z,w) € C?: z,w ¢ R}.
La funcién G, es holomorfa y andlogo al caso univariado satisface

Gusw) = Gu(z ) (2,w) € (C\R)

Si ademés se le pide a u que sea finita en todos los conjuntos compactos de R? (esto implica
regular y o-finita) entonces G, determina de manera tnica a p. La razén de esto es porque los

39
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nucleos
1 y2
72 (y? + 22)(y? + u?)’

y >0,

son aproximadamente la identidad en el espacio £!(R?, dzdu) donde dzdu es la medida de Lebesgue
en R? (basta con desarrollar la integral), y por tanto tenemos la férmula de inversién

. 1
/ @ dp= lim — / () (@, u,y) dedu,

Yy—r
R2 R2

con ¢ funcién continua con soporte compacto en R? y

_ 4 Y
o) = | e e )
RQ

Por tanto para nuestro caso basta tomar

Gulx +iy,u+iy) — Gu(z + iy, u — iy)
21 ’

e

podemos invertir, obteniendo asi la medida. Todo lo anterior es valido también para una medida
de Borel con signo, con variacién total finita, bajo los mismos supuestos de regularidad. Definamos
de manera breve algunos conceptos que nos serviran en adelante.

Definicién 3.1.2 i) Sean m(s,t) = sy ma(s,t) =t las proyecciones. A pld) = po 7rj_1 j=1,2
se le llaman las marginales de p.

Re(z)
Im(z)
denotamos por z —4 o0) si z ¢ R, pero |z| — oo con «, permaneciendo siempre acotada.
(Esto es equivalente a que z se mueva en un cono al infinito, ver [19]).

2
ii) Para z € C\ R, sea a, = (/1 + [ } . Decimos que z — oo no-tangencialmente (y lo

iii) Una familia 7 de medidas de Borel con signo finitas en R? se dice tensa si

lim sup |u|(R?\ K,,) =0,

m—0o0 ,ue]:

donde k,,, = {(s,t) : |s| < m,|t| < m}. (La idea intuitiva es que la coleccién dada de medidas
no escapa al infinito).

iv) Sea z = (z1,22) € C? y Q una vecindad de z, f,g funciones holomorfas en 2. Definamos la
siguiente relacién de equivalencia: f ~, g si existe una vecindad abierta U C €2 de z tal que
flv = glv (lo anterior denota las restricciones de f,g a U). A las clases de equivalencia de esta
relacion las llamamos gérmenes y si f, g son representantes de la misma clase de equivalencia
escribimos f B g.

Lo anterior nos sirve para demostrar la siguiente proposicién.
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Proposicién 3.1.3 Sea F una familia tensa de medidas de probabilidad en R?, entonces para todo
(z,w) € (C\R)?

lim AGu(z,A) = G0 (2),

A—)<|OO
)\Erjloo )‘G#()‘a ’LU) = GH(Q) (’IU),
donde G ;) (y) es la transformada de Cauchy univariada, y p(V(A) = p(AXR), u@(A) = p(Rx A),

1 .
Guo0) = [ du(a),
R

y los limites se tienen uniformemente para p en F. Mas atun, los limites también son uniformes
para (z,w) en la unidn {(z,w) : [Im(z)] > e > 0,|Im(w)| > > 0}.
Demostracién. Veamos el primer caso, el segundo serd analogo. Sea u € F, z, A€ R, m >0

AGu(2:A) = G (2)] = I [ s o) = [ = dn(s)

R
:|/
R2

RQ
1 A
EEAR
Z_S[A_t ]du(s,t)l

= Tm(2)] Tl ) + s 2 1dus, ¢
— [Im(z)] / Nl 1Tm(2)] / I = — Hduls,?)
{(s:t):]t[<m} {(s,t):]t|>m}
m ay +1
AT (R Koy,

= Im@Im)] * Im()

De estas desigualdades se tiene el resultado, pues A — oo, por lo que el primer sumando se
va a cero y a) del segundo permanece constante y como m es arbitrario se tiene esta desigualdad
para m — oo el cual se va a cero porque la familia de medidas es tensa. [

De lo que sabemos de transformadas de Cauchy en una variable podemos decir que

lim ZG#(U(Z) =1,

2Z—>q00

uniformemente para ,u(l) en cualquier familia tensa de medidas de probabilidad en R, por lo tanto
1
Gu(z,w) = —(1+0(1)) zw—=400, (z,w)€(C\R)?, (33)
Zw

para toda p en cualquier familia tensa de medidas de probabilidad en R2. También sabemos que
el conjunto de todas las medidas con signo de Borel finitas en R? considerando la topologia de la
convergencia débil esta fuertemente relacionado con las funciones continuas de R? bajo la norma
del supremo. En esa topologia, una familia de medidas con signo es relativamente compacta si y
sélo si es tensa y uniformemente acotada en las normas de la variacién total.

Por lo anterior y el teorema de Prokhorov podemos decir que una sucesion de medidas de pro-
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babilidad tensas contiene una subsucesién que converge débilmente a una medida de probabilidad.
Escribimos p, = p, para la convergencia débil. Los siguientes resultados seran 1tiles en la seccién
correspondiente a la transformada R.

Proposicién 3.1.4 Sea {{in}nen una sucesion de medidas de probabilidad en R%. Entonces i
converge débilmente a una medida de probabilidad en R? si y solo si se cumplen las siguientes
afirmaciones.

i) Ezisten dos subconjuntos abiertos U C CT x CT, V Cc Ct x C~ tal que el limite puntual

lim G, (z,w) = G(z,w),

n—o0

existe para todo (z,w) € UUV.
ii) zwGy, (2, w) = 1 uniformemente en n cuando z,w — 4 0.

Mas ain si pi, = p entonces G = G,.

Proposicién 3.1.5 Sean p, jui1, ji2, ... medidas de probabilidad en R?. Entonces p, = j si y solo
80 limy, 00 Gy, (2, w) = Gu(z, w).

Demostracion. La condicién necesaria se tiene de la proposicion anterior. Para demostrar la
suficiencia notemos que, los conjuntos acotados en la norma de la variacién total son también
débil-x precompactos, la sucesion {iu,}nen tiene un limite puntual débil-x, digamos, o. Observe
que para para todo (z,w) € (C\ R), el correspondiente nicleo de Cauchy

1

(z—s)(w—t) (s,8) € RS,

es una funcién continua que se anula en el infinito, entonces siendo ¢ un limite puntual débil-* de
{n }nen, se debe tener G, = G, en (C\ R)?, es decir, que todo limite débil-*, o, es de hecho igual
a u con lo que se tiene el resultado. ]

3.2 La transformada R

Definicién 3.2.1 Para una variable de dos caras (a,b) en un espacio de probabilidad no conmu-
tativo (A, ) definimos la coleccién de momentos de dos bandas como el conjunto de todos los

complejos p(L(a)R(b)) donde L es un monomio en la variable a, y R es un monomio en la variable
b.

En el capitulo anterior definimos para una familia ((z;)icr, (2;)jes) con INJ = () y una aplicacién
a : {1,..,n} — I'IIJ, los cumulantes bi-libres en su versién més general. En este capitulo
nos centraremos en el caso més simple de los cumulantes bi-libres. Sean n,m € N y de nuevo
consideremos « : {1,...,m + n} — I II J pero suponiendo que existen S : {1,...m} — I y v :
{1,...,n} — J, tal que a(k) = (k) paral <k <my a(m+1) = () paral <1 < n en ese
caso R, lo denotamos por Rg,. El caso que estudiaremos a detalle es Rg, pero con el supuesto
|I| = |J| = 1, una variable izquierda y una derecha, digamos (a,b); aqui R, ,(a,b) corresponde a
los cumulantes bi-libres con las variables X, = ¢(a"0®) con 0 < r <m, 0 < s <mn,rs¢e 7+t.
Observemos que s6lo tomamos los momentos de dos bandas.
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Definicién 3.2.2 Sea (a,b) una variable de dos caras en un espacio de probabilidad no conmutativo
(A, ). Definimos la transformada R (o R-transformada) de (a,b) como la serie formal en dos
variables

Ran)(zw) = D Rmnla,b)2"w",
m>0
n>0
m+n>1

donde Ry, n(a,b) son los cumulantes simples que discutimos en el parrafo anterior.

Para el par (a,b) como antes, sean R,(z) y Rp(w) las transformadas R de a y b respectivamente.
Enunciemos ahora el teorema mas importante de esta seccién.

Teorema 3.2.3 [/, Teo. 2.1] Sea (a,b) una variable de dos caras en un W*-espacio de probabi-
lidad no conmutativo (A, ). Tenemos la siguiente igualdad de gérmenes de funciones holomorfas
cerca de (0,0) € C2.

2w
Gap(Ra(z) + 271 Ro(w) + w=t)’

R(ap)(2,w) RS 2R4(2) + wRy(w) — (3.4)

donde Gy es la funcidn de Green en dos variables, Gqp(z,w) = ¢ [(21 — a)~*(wl — b)7!].

La prueba de este teorema es larga y complicada y no serd incluida en este trabajo, pero puede
encontrarse en [54].

Observacién 3.2.4 i) En la demostracion del teorema anterior, juega un papel importante la
propiedad 1.1 del capitulo 1, Go(Ry(2) + 27 1) = 2z, donde G, es la transformada de Cauchy de
la distribucion de a.

ii) El hecho de que los cumulantes Ry, n(a,b) tienen coeficientes enteros se puede deducir del
teorema y del hecho que la expansion tiene coeficientes enteros.

it1) Un hecho muy importante que se observa de la demostracion en [5/] es que si (a1,b1) y (a2, b2)
son bi-libres entonces Ra, tasbyi+b2) = Rar,by) T Raspe)- Resultado andlogo al caso libre.

Pongamos lo anterior en términos de medidas, para futuras referencias. Como se pudo notar
desde antes la aplicacién G,p no es mas que la transformada de Cauchy en dos variables de la
distribucién de (a, b), en el sentido definido en la primera seccién. Asi si u medida de probabilidad
en R2.

R#(z,w) = ZR#(I)(Z) + wR#(z) (w) + |:1 — huéw):| , (3.5)

1 1
Gu |+ B (2), -+ By (w)]
donde h,(z,w) = , con G, la transformada de Cauchy en dos

2w
variables. Andalogo al caso libre, también definamos

Qap = (DapUlag) X (DapUlag) = (DapUlag)
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donde A, g es un dngulo de Stolz, i.e. Ayg={r+iy € C” :|z| < —ay,y > —f}y Dap={Z:

z € Ny g} para algunos «, 8 > 0. Ahora bien, como z — 0 en Ay, g U Ay g siy sélo si — —4 o0,
z

11
se tiene que (z,w) — (0,0) dentro de Q4 g si y sélo si —, — —4 c0. De acuerdo a la relacién 3.3
z'w

1 1
y que + + R,;»n(A) = X(l + 0(1)) =4 oo cuando A — 0 dentro de algtiin dngulo de Stolz en cero

(esto se puede ver en [11]), existe un dngulo de Stolz A més pequeno tal que hy, estd bien definida
y no se anula en 2 = (A UA)2 En ese dominio la transformada R es analitica y en adelante ese
serd su dominio de definicién, excepto en el caso que p tenga soporte compacto, en cuyo caso se
toma como dominio un disco abierto con centro en (0,0) donde R, admite una serie de potencias
absolutamente convergente. Una propiedad en la transformada R que hereda de la transformada

de Cauchy bi-variada y del hecho que R, (\) = R,m) (M) es que

Ru(z,w) = R, (Z,w).

Proposicién 3.2.5 Sea R, : 8 — C la transformada R de una medida de probabilidad ;1 en R2.
Entonces

1. Para todo (z,w) € Q tenemos
Jim Ru(z,A) = 2R, (2),
)l\li% Ru(Aw) = wRM<2) (w).

2. lim(zjw)%(()’O)R“(Z, w) =0.

Demostracién. (2) es claro de la relacién 3.3, por la forma en que se relacionan la transformada
R y la transformada de Cauchy. En (1) vamos a demostrar el primer limite, el otro es andlogo.
Primero observemos que la transformada R univariada cumple que

y de los limites no tangenciales de la transformada de Cauchy bi-variada, combinado con que

1 1
- +R#(2) = -

> S+ (1) =24 o0,

cuando A — 0, A € AU A, se tiene que

1 1
Gu( + R, (2), v + R, (M)

. T z A _
i (2, A) = Jimy 5 =1
para todo z € A € AUA, de donde se tiene el resultado. ]

Si en el resultado anterior se anade que la medida es tensa, la convergencia es uniforme. Al
igual que la transformada de Cauchy, la transformada R también caracteriza a la distribucién.
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Teorema 3.2.6 [70, Prop. 2.5] Si dos medidas de probabilidad p y v en R? tienen la misma
transformada R entonces p = v.

Demostracién. Si R, = R, en Q = (AUA)?, entonces pl9) = @) j = 1,2 esto por la proposicién
anterior. Ademads de la igualdad 3.5 se tiene que

1 1 1 1
Gu( + By (2), — 4 By () = Go (- + Ry (2), -+ Ry (w),

1
para (z,w) € 2. Ahora bien, la imagen de un dngulo de Stolz A bajo la aplicacién A X+R“(j) (N

contiene un cono truncado I' = {z + iy € C : |z| < ay,y > b}, para algunos a,b > 0 (lo anterior se
puede ver en [11]). De ahf se concluye que G, = G,, en el abierto (I'UT)?, luego, por analiticidad,
G, = G, en (C\ R)? lo que nos da el resultado. |

Como hemos visto hasta ahora la transformada de Cauchy le ha heredado propiedades impor-
tantes a la transformada R. Ahora presentamos la ultima proposicién de esta seccién, un resultado
de continuidad para la transformada R bi-libre.

Proposicién 3.2.7 Sea {pn}nen una sucesion de medidas de probabilidad en R2. Entonces jin
converge débilmente a una medida de probabilidad en R? si y solo si se cumplen las siguientes
afirmaciones.

1. Eziste un dngulo de Stolz /\ tal que todos los R, estdn definidos en Q = (AUAN)2
2. Bl limite puntual lim, o Ry, (2, w) = R(2z,w) existe para todo (z,w) € Q.

3. El limite R, (—iy, —iv) — 0 uniformemente en n, con y,v — 0T. Mas aiin, si p, = p se
tiene R = R,,. (Esta condicion no es mds que la familia sea tensa puesto de manera distinta,).

Demostracién. Supongamos que p, = p. Entonces también tenemos la convergencia débil
MS ) = ,u(j), J = 1,2, para las marginales, ya que las proyecciones son continuas. De nuevo cita-
mos [14] en donde se puede ver que la convergencia de esas marginales implica la existencia de un

angulo de Stolz A tal que lim,, s RH(]-) = R,;) punto a punto en A UA. Ademis tenemos de

1 _
observaciones previas que X + Ru(j)(A) —4 00 uniformemente en n cuando A — 0,A € AU A.

Contrayendo el dngulo si es necesario y de 3.5 se tiene que R, estd definido en Q = AU A para
todo n y se tiene (1). (2) y (3) se siguen de tomar G = G/, lo cual se tiene de la convergencia débil
y la relacion 3.5.

Reciprocamente, supongamos que se tiene (2) y (3), entonces para todo € > 0 existe 6 > 0 tal
que

IRy, (—iy, —iv)| <e n>1 0<y,v<d.

Tomando ahora v — 0, con y fijo y de los limites que vimos de la transformada R respecto a las

marginales, se tiene que (—iy)RMu)(—iy) — 0 uniformemente en n cuando y — 0*. De nuevo de

resultados en [14], la sucesién {u,(ll)}neN es tensa; andlogamente {uﬁf)}neN es tensa. De las dos
anteriores, se tiene que {un }nen es tensa, y como la transformada R caracteriza a la medida, todo
limite débil u de la sucesién {p, }nen esta unicamente determinado por la convergencia puntual (2);
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osease la sucesién llena pi,, converge débilmente a g, (una medida en R? se dice llena si su soporte
no estd contenido en una linea recta ). |

3.2.1 Sistemas de rango menor que uno de conmutacion

Definicién 3.2.8 Un espacio de probabilidad no conmutativo implementado es una tripleta (A, ¢, P),
donde (A, ) es un espacio de probabilidad no conmutativo y P = P2 € A una variable idempo-
tente, tal que PaP = ¢(a)P. Un C*-espacio de probabilidad implementado (A, ¢, P) satisface los
requerimientos adicionales de que (A4, ¢) sea un C*-espacio de probabilidad y P = P*.

En un espacio de probabilidad implementado podemos ubicar variables de dos caras que “casi”
conmutan y nos permiten trabajar con menos momentos. Vamos a definirlas.

Definicion 3.2.9 Un sistema con rango < 1 de conmutacidn en un espacio de probabilidad im-
plementado (A, ¢, P) es una familia de dos caras ((a;)icr, (bj)jes) en (A, ¢), tal que [a;, bj] = Ai;P
para algunos \;; € C, i € I,j € J. Llamaremos a (\ij)icr,jes la matriz de coeficientes del sistema.

Observacién 3.2.10 e La construccion GNS nos brinda un ejemplo de espacio de probabili-
dad implementado. Sea (A, ) un C*-espacio de probabilidad no conmutativa y (H,m,§) tal
representacion (ver en [75] la construccion). Sea P € B(H) la proyeccién sobre CE y A la
C*-dlgebra generada por m(A) y P, y ¢ el operador (-£,€) en A. Entonces (A, $,P) es un

C*-espacio de probabilidad implementado y m es un homomorfismo de (A, ) a (A, p) tal que
¢(m(a)) = ¢(a).

e Un sistema bipartito en un espacio de probabilidad implementado es un sistema de rango < 1
de conmutacion con coeficientes (Nij)ier jes = 0.

Proposicién 3.2.11 Sean p distribucion de un sistema de rango < 1 con conjunto de indices (I, J)
y v distribucion de un sistema de rango < 1 con conjunto de indices (K, L).

a) Sea m la distribucion de una familia de dos caras etiquetadas por (I [[ K, J][L) tal que u es la
restriccion de m a los indices (I,J) y v la restriccion de m a los indices (K, L). Si ademds u y
v son bi-libres entonces w es la distribucion de un sistema de rango < 1 de conmutacion y con
matriz de coeficientes (Nij)ierjes+ (Mu)kek icrL), la suma directa de las matrices de coeficientes
de los sistemas con distribuciones pu y v.

b) Si I = K,J = L entonces la convolucion bi-libre aditiva es la distribucion de un sistema de
rango < 1 de conmutacion y matriz de coeficientes la suma de las matrices de coeficientes para
los sistemas con distribuciones i y v.

Introducimos ahora la terminologia de bandas de sucesiones de indices. Si (I,.J) es un par de
conjuntos de indices para un sistema de dos caras, una aplicacién « : {1,...,m} — I'[] J es llamada
sucesion de indices de longitud m. Una banda en la sucesién de indices « es el maximo intervalo
[p,q], con 1 <p < q<m, p,g €N, tal que a(r), p < r < g estd en uno sélo de los conjuntos
I y J. Una sucesion de indices que tiene n bandas se llamara n-banda. Sera til también decir
que « inicia a la izquierda si o(1) € I (andlogamente si inicia a la derecha). De manera natural
definimos que « termina a la izquierda y derecha. Si o tiene n bandas los correspondientes momentos
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no conmutativos seran llamados momentos de n-bandas y los correspondientes cumulantes de n-
bandas. Por ultimo la parte de la distribucién de un sistema de dos caras que involucran momentos
con bandas de tamano menor que n serd llamada distribucién de n-bandas.

Proposicién 3.2.12 La distribucion de un sistema con rango < 1 de conmutacion estd completa-
mente determinada por su distribucion de 2-bandas iniciando a la izquierda y su matriz de coefi-
cientes.

Demostracién. Sea (A, p,P) un espacio de probabilidad implementado y sea ((2)ier, (25)je)
un sistema de rango < 1 de conmutacién en (A, ¢, P). Denotemos IJ = {(i1,...,0p, j1, .-, Jq) 1 P >
0, ¢ >0, i1,....,5 € I, j1,....,5¢ € J} (tenemos un “vacio especial” cuando p = ¢ = 0). Para
k € I1]J definimos T, en A como Tya = azy si a € A. Sea también V C A el subespacio generado
por Pz, -+ -2z zj, - - zj, donde (i1, ...,7p, J1, ..., jq) € 1J. V es T}-invariante, pues si k € J entonces
(i1, ey Ipy J1, -y Jgo k) € IJ y enese caso Ty Pz, -+~ 23,24, -+ 2, = Pziy - Zi, %y - - Zj, 2k € V. Ahora
bien, si k € I tenemos

Tkpzll .. .Zipzjl .. .qu g PZ’Ll .. 'Zipzjl .. .qu

q
+ D Paiy 2,2 e [ W) - Z
t=1

:Pzil .“Zipzjl ...qu

q
= 0z, 2y 2 ) Mg P g
t=1

ya que [zj,, 2k] = =AMk Py Py oo 2iy2j, - 2jp P = @(2iy - %i, %, - - Zj,_, ) P. Esto muestra la
Ty-invarianza y més atn la formula para determinar TxPz;, - - - 2i,2;5, - - - 2j, esta determinada por
la distribuciéon de 2-bandas que comienza a la izquierda y la matriz de coeficientes del sistema
con rango < 1 de conmutacién. La prueba de la proposicion se sigue de aplicar varias veces este
hecho al calcular Pzy, - zx, = Tk, - T, P donde ki,....,k, € I[[J y pasdandolo a ¢(zg, - - 2x,.)
que estd dado como: (2, -2k, )P = (Tk, - Tk, P)P. y como Ty, ---Tp, P € V el calculo de
(Ty, - - Tk, P)P da un polinomio

,lel . e Z’Lpzjl o e Z]q,P e SD(le “ e Z’Lpzjl N Z]q)P7

y se tiene el resultado. n
Presentamos ahora algunos ejemplos no triviales.

1. Los sistemas duales en entropia libre (ver seccién 5 de [52]) nos dan un ejemplo de sistema
de rango < 1 de conmutacion. Dada una algebra de Von Neumann con un estado-traza nor-
mal y fiel (M,7), y I € B C M una *-subdlgebra y X; = X7 € M, 1 < j < n, un sis-
tema dual a (X1, ..., Xn;B) en L?(M,7) es una n-tupla (Y1,...,Y,) de operadores Y; = Y €
B(L*(M, 7)), 1 <j <ntalque [B,Y;] =0y [X},Ys] =i§;,P donde P es la proyeccién ortogo-
nal sobre C1. Si (by)rek es una familia en B, entonces (X1, ..., Xpn) [[(0k)ker), (Y1,...,Ys) es un
sistema con rango < 1 de conmutacién en (B(L?(M,7)),(-1,1),P). La matriz de coeficientes
en este caso es A\pg = 10pg Si 1 <p,g<ny A =0si1<p<n, ke K.
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2. En la subseccién 3.2.2, definiremos de manera breve los operadores hiponormales (para profun-
dizar ver [18]). Sea H un espacio de Hilbert y sea T' € B(H) un operador hiponormal, con
T —TT* = AP, A\ > 0y P es la proyeccién ortogonal sobre un conjunto unidimensional
C¢ € H,y ||£]| = 1. Consideremos en el espacio (B(H), (-£, &), P), al par (aT + bT™*, T + dT%),
con a, b, c,d € C, entonces este par también es de rango < 1 de conmutaciéon y de hecho

[aT + bT™, T + dT™| = — det QAP,

a b
o= (1)

lo anterior es informacién importante en el estudio de operadores seminormales.

donde

3. Un ejemplo més familiar nos lo brindan los espacios de Fock. Sea H un espacio de Hilbert, F(H)
el espacio de Fock libre, y h,h* : I]][J — H entonces z; = I(h(i)) + I*(h*(¢)), i € [ y z; =
r(h(3))+7*(h*(j)), j € J forman un sistema de rango < 1 de conmutacién en (B(F(H)), 73, P)
donde Pn = (n,1)1. En ese caso tenemos [z;, z;] = ((h(j), h*(7)) — (h(i), h*(4)))P.

Teorema 3.2.13 [0/, Teo. 4.1] Sea m = ((a;)icr1, (bj)jcs) una familia de dos caras en (A, p).

. . .. . ! _ AR AW A /o 1 5 ;

a) La distribucion de 7 es igual a la de 7 = ((a})ier, (b)jes) con aj = a; y b; = 0 si y sdlo si
los unicos cumulantes bi-libres no cero de w corresponden a la sucesion de indices o cuyo rango
estd en I. Andlogo para el caso o con rango en J.

b) La distribucion de 7 tiene la propiedad de que los unicos cumulantes bi-libres no cero correspon-
den a una sucesion de indices con rango en I o J si y solo si las familias de variables aleatorias
no conmutativas ((a;)ier y (bj)jes son independientes en el sentido cldsico en (A, p).

Demostracion.

a) Sia:{l,..,n} — I'[]J paratodo k € I []J consideremos la aplicacién de grado k — #a~1(k).
Los cumulantes bi-libres son multi-homogéneos con aplicaciéon de grado correspondiente a la
sucesién de indices. En vista de eso, 7’ se obtiene de 7, multiplicando b;’s por 0, se tiene que
los cumulantes correspondientes se obtienen de 7 los cuales involucran los indices derechos por
0. Como los cumulantes determinan a la distribucién se tienen las dos partes.

b) Considerese 7' como en a) y 7 el andlogo donde aj = 0y b} = b;. En vista de resultados del
capitulo anterior, la suma bi-libre de 7’ y ©” consiste de copias independientes en el sentido
clasico de (a;)icr y (bj)jes v en vista de la propiedad aditiva de sus cumulantes son 0 o bien los
cumulantes libres de (a;)ier 0 (bj);jes. De nuevo como los cumulantes determinan la distribucién
se tiene el resultado.

Corolario 3.2.14 Si u y v son distribuciones de familias de dos caras con variables izquierdas y
derechas independientes en el sentido cldsico y los mismos conjuntos de indices, entonces pHHBY es
también una distribucion con variables izquierdas y derechas independientes en el sentido cldsico.
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3.2.2 Funciones principales
Comencemos con una lista de definiciones (se mencionan brevemente, para ahondar ver [15]).

Definicién 3.2.15 Sea ‘H un espacio de Hilbert y T € B(H)

i) T se dice positivo si (T'z,x) > 0 para todo x € H, negativo si =T es positivo. Si T es negativo
o positivo se dice semidefinido.

it) El auto-conmutador de T es el operador [T*,T] =T*T — TT*.

i11) T es seminormal si su autoconmutador es semidefinido. T es normal si su autoconmutador es
0. Si el autoconmutador de T es positivo, decimos que T es hiponormal, si es negativo decimos
que T es cohiponormal.

iv) Sea T seminormal, decimos que T' es puro o completamente no-normal si el unico subespacio
A CH que cumple que T|4 es normal es A = {0}.

v) Un operador puro es de clase-traza si tr(mi[T™*,T]) < co. Para un operador completamente no-
normal de clase traza, tal que Y = X + 1Y, definimos su funcion principal g como la funcion
de dos variables reales que cumple

e = o [ [ 5258 - 28 g(o.dsan

para cualesquiera polinomios p,q en dos variables reales.

Estos operadores son importantes porque para ellos hay respuestas muy satisfactorias sobre
el problema del subespacio invariante no trivial y también tienen un teorema espectral, ademas
todo operador seminormal se puede descomponer como suma directa de un operador normal y un
operador completamente no-normal, y conocer la funcién principal nos ayuda a obtener informacién
acerca del espectro del operador. De hecho o(T') = supp(g).

En el articulo de Dykema [21], se trabaja con un operador que surge de los espacios de Fock
y las distribuciones de limite central vistas en el capitulo 2, se obtiene su funcién principal y se
enuncia el siguiente teorema

Teorema 3.2.16 [21, Teo. 3.3] Sea H un espacio de Hilbert y vi,ve € H wvectores linealmente
independientes, consideremos l,1*,r,r* los operadores aniquilacion y creacion izquierdos y derechos
del espacio de Fock libre F(H). Sea T = l(v1) + I*(v1) + i(r(v2) + r*(v2)), si Im(vy,v2) # 0, el
espectro de T es el rectangulo cerrado

o(T)={y+i6€C : |y[<2ful], [6] < 2[|vaf]}.

El teorema anterior se demuestra usando la herramienta de operadores seminormales. Con la
misma se demuestra el siguiente corolario.

Corolario 3.2.17 El operador T = l(vy) + I*(v1) + i(r(ve) + 7*(v2)) con las mismas hipdtesis del
teorema anterior es la suma de un operador normal mds un operador compacto.
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Ejemplo 3.2.18 Sean vy y u vectores ortogonales en un espacio de Hilbert H con ||va| = |lu]| =1y
1
seaa = —=——=1 € C. Seav; € H definido como vi = ave+u. Supongamos que T' es un operador
NG 1 fi 1 2 pong q p

acotado en el espacio de Fock libre F(H) definido como antes, T = l(v1) +1*(v1) +i(r(ve) +7*(v2)).
Entonces [T*,T] = 2v/2P, con P una proyeccion de F(H) sobre un espacio unidimensional.

Tomando la restriccion de T* a su parte pura alg(T,T*, 1)), tenemos que T* es un operador
hiponormal completamente no-normal. Usando resultados del articulo [21] podemos obtener la
funcion principal de T. Para cada par (8,7) tal que |0] <2 y |y| < 2v/2, tenemos

i - ]
+arg[1- G - 0 e
—%Arg [1 - (% - %UC(%)C(&]

1 1 1
——Arg |1 — (= + =i
- rg[ (5 + 50
t—iv4 —t?
donde ((t) = ZT para t € [—2,2]. Como Im(vi,ve) < 0, tenemos 0 < g(d,7) < 1 para

todo (8,7) € R2%. Luego g(8,7) se anula solamente cuando (3,7) estd en los bordes del rectingulo
{(6,7) € R? : |y| <2, |0| <2}. La grdfica de la funcién principal de T es la siguiente

Figura 3.1: Funcién principal g(6,v) de T cuando v; = ave +u, o =

L iy ol =
—_— = 1 voll = |ul|| =
\/5 \/§y 2
1,uJ_1)1
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3.3 La transformada S

El objetivo de las secciones restantes es definir dos transformadas mas, que se comportan “bien”

con las otras convoluciones, y estudiar algunas de sus propiedades analiticas; se enunciaran teore-

mas que garantizan ese buen comportamiento, sin embargo no se demostraran, para ello remiti-

mos al lector a [55]. Empecemos por establecer un poco de notacién: G,j como antes denotara
1

la transformada de Cauchy en dos variables de la distribucién de (a,b), K,(z) = — + Ra(2) y
z

Hap(t,s) =¢ [(1 —ta)" (1 — sb)*l], con s,t € C. También en el primer capitulo vimos que para

variables que cumplen que p(a) # 0, existe la inversa de una serie de potencias muy especifica. La

142
inversa la denotamos x, y la transformada S estd definida como S,(z) = + Xa(2). Ademds sea
z

ha(t) = t71G,(t71).

Definicién 3.3.1 Sea (a, b) una variable de dos caras en un espacio de probabilidad no conmutativo
de Banach (A, ¢), tal que p(a) # 0, ¢(b) # 0. Definimos la transformada S bi-libre en dos variables
como la funcién holomorfa en (z,w) € (C\ {0})?, con z,w cerca de 0 de la siguiente manera

z+1lw+1 B 14+2z4+w

Sap(z,w) = . w Hyp(Xa(2), xp(w))

(3.6)

y como esto involucra sdlo la distribucién conjunta p, de (a,b), también escribimos Sy, , (2, w) en
vez de Sy p(z, w).

La definicién anterior tal vez sea poco intuitiva y no parece a simple vista darnos informacién
importante; sin embargo, el siguiente teorema nos dice que tal definicién es la correcta, pues la
transformada S se comporta como se espera con la convolucién multiplicativa.

Teorema 3.3.2 [5), Teo. 2.1] Sean (a1,b1) y (az,b2) un par de variables de dos caras bi-libre
en un espacio de probabilidad no conmutativo (A, ) tal que p(a1) # 0, ¢(a2) # 0, (b)) # 0,
@(b2) # 0. Entonces tenemos

Saras,bibo (z,w) = Sai by (2, w)Sambz (z,w), (3.7)
para (z,w) € (C\ {0})? cerca de (0,0).
En términos de la notacién de las distribuciones podemos ver esto asi: si (a1,b1) y (a2,b2) son

un par de variables de dos caras bi-libre, donde las medias no se anulan, entonces

Sual,bl Khay,by (z,w) = Sual,bl (2, w)San,bz (2, w).

Tal como comentamos en la observacién 2.4.6, en el articulo [31] se trabaja con medidas en T2,
y también desarrollan la teoria analitica de la transformada S bi-libre, un resultado importante del
articulo es el siguiente.

Teorema 3.3.3 [7/, Prop. 2.3] Sean ji; = [y, ;) medidas en T2, con u;,v; en (B(H),p¢), y
supongamos @¢(u;) = 0 = pe(v;), i =1,2. Entonces,

dg _ df

XNXpuy =m:= — Q —
M1 H2 =M on & 9
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i.e. m es la distribucion uniforme en T? si y sélo si alguno de los momentos miztos e(urvr) o
@e(ugvz) es cero. En particular, siempre tenemos fi(y ) XIXm = m, siempre que p¢(u) = 0 = @¢(v).

Se demuestra también en el mismo articulo que la transformada S caracteriza a las medidas
en T2, en el sentido de que si S, = S, entonces 1 = v (bajo algunas condiciones). Ademads se
caracteriza la convergencia débil de medidas en términos de un limite puntual de transformadas S,
de manera parecida al andlisis que hicimos con la transformada R. Por ultimo se estudian todos
los posibles limites débiles de sucesiones del tipo:

,U/n:é)\nlz&ﬂn1®&'”&®ﬂnkn

y encuentran que esas medidas son las medidas de probabilidad - infinitamente divisibles en T?.

Mencionamos esto aqui pues, es de suma importancia este articulo, pero no se incluye el analisis
detallado en la seccion, pues el trabajo se hizo ptblico en fechas muy cercanas a terminar esta tesis,
se recomienda su lectura.

3.4 La transformada T

Definicién 3.4.1 Sea (a,b) una variable de dos caras en un espacio de probabilidad no conmutativo
de Banach (A, ), tal que ¢(b) # 0. Definimos la transformada T bi-libre en dos variables como la
funcién holomorfa en (z,w) € (C\ {0})?, con z,w cerca de 0 como

_w+1 B z
Taslmw) = = = 1~ oo a@) )| (3:8)

donde F, (t,s) = p((t —a)~1(1 — sb)~1), como esto involucra sélo la distribucién conjunta g, de
(a,b), también escribimos 7, ,(z,w) en vez de T (2, w).

De nuevo el siguiente teorema justifica la definicién poco intuitiva de la transformada T'.

Teorema 3.4.2 [55, Teo. 3.1] Sean (a1,b1) y (az,b2) un par de variables de dos caras bi-libre en
un espacio de probabilidad no conmutativo (A, ¢) tal que p(by) # 0, @(b2) # 0. Entonces tenemos

Tar+az,b1b2 (2, W) = Tay by (2, 0) Tag b, (2, w), (3.9)
para (z,w) € (C\ {0})? cerca de (0,0).

En términos de la notacién de las distribuciones podemos ver esto como sigue: si (a1,b1) y (a2, b2)
un par de variables de dos caras bi-libre, donde las medias de las variables en las segundas caras
no se anulan. Entonces tenemos

nal,bl BHXpagy,by (z,w) = 7;4(1.1,171 (2, w)%@,bQ (z,w).

3.5 Resultados analiticos

En las definiciones de las transformadas bi-libres Sy T en las secciones anteriores, se pedia z,w # 0.
Quitemos ahora esa restriccion.
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Proposicién 3.5.1 a) La transformada S, (2, w) se extiende a una funcion holomorfa de (z,w)

en una vecindad de (0,0) € C2.

b) La transformada T, p(z,w) se extiende a una funcion holomorfa de (z,w) en una vecindad de

(0,0) € C2.

Demostracion.

a)

Si ¢(a) # 0,¢(b) # 0, tenemos por definicién

z+1lw+1 14+z+w
Sap(z,w) = [ —

z w Hap(xa(2), xp(w))

definido originalmente para (z,w) € (C\ {0})? cerca de (0,0). Tenemos

Hop(t,s) = Z tPslp(aPb?),
p=20, ¢20

en una vecindad de (0,0) y por tanto
Hop(t,s) = ha(t) + he(s) — 1+ stn(s, ),

donde 7 es una funcién holomorfa de (s,t) en una vecindad de (0,0). Usando que hq(xa(z)) =
z+ 1y hp(xp(w)) = w+ 1 tenemos

z+1w+1 [xa(2)xe(w) - n(xa(2), Xp(w))
z w Hap(xa(2), xp(w)) 7

Sap(z,w) =

que da una funcién holomorfa en una vecindad de (0, 0) ya que 2~ 1x4(2) y w™txp(w) tienen sin-
gularidades removibles en 0, sus valores alli son (¢(a)) ™'y (¢(b)) ™! y mds atn Hy 5(x4(0), x5(0)) =
1 y se tiene a).

Si ¢(b) # 0, por definicién

w+1 z
w [1  Fup(Ka(2), xo(w))

para (z,w) € (C\ {0})? cerca de (0,0). Aqui,

7:1,1)(2:7 'LU) -

Fap(t,s) =[(tl—a) ' (A —sb) = > 7P s%p(aPh9) = Ga(t) + s0(t, 5),

p=>0, ¢>0

donde € es holomorfa en una vecindad de (00,0) € (C U {o0}) x C. Como G4(K.(z)) = z,
Ka(2) = 271(1 + 2R4(2)) es holomorfa cerca de 0 y x5(w) = wy(w) donde ¥ es holomorfa para
una vecindad de 0, tenemos

w1 Xb(w)zlﬁ(Ka(z),Xb(w))] _ [(w—i—l)f((w)z19(Ka(z),Xb(w>)
Z_lFa,b(Ka(z)7Xb(w)) ’

Tap(z,w) = — 27 F, 3 (Ka(2), xp(w))
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Ademas K, es analitica desde una vecindad de 0 hasta una vecindad de oo,

SO(EL() () = ()T S (Kal2) (0 (w)) (@),

p>0, ¢>0

es holomorfa en una vecindad de (0,0). Por otro lado,

> P(K(2)) P (xe(w))%p(alb?),

p=0, ¢=0

es holomorfa en una vecindad de (0,0) € C? y es igual a 1 cuando z = w = 0. Entonces el
cociente 7T, (2, w) se extiende a una funcién holomorfa en una de vecindad de (0, 0).

|

Ahora tenemos definidas las transformada S y transformada 7" en una vecindad de (0,0). En

cierto sentido las transformadas S y T se comportan “como covarianzas”, es decir, son triviales en
el caso que a, b se comportan como variables aleatorias independientes en el sentido clasico.

Proposiciéon 3.5.2 Sean a,b variables aleatorias en un espacio de probabilidad no conmutativo
(A, p) tal que p(aPb?) = @(aP)p(b?) para todo p,q > 0, entonces si p(b) # 0 tenemos Ty p(z, w) =1
y si adicionalmente p(a) # 0 entonces Sy (2, w) = 1.

Demostracién. Bajo los supuestos de la proposicién (factorizacién de momentos) tenemos Fy, (¢, s) =
Go(t)hi(s) y Hap(t,s) = hq(t)hp(s), luego

Fa,b(Ka<z)7Xb(w)) = Ga(Ka(z))hb(Xb(w)) = Z(w + 1)7

y
Hap(Xa(2), Xp(w)) = ha(xa(2))he(xp(w)) = (z +1)(w + 1),
esto da
w41 z
Top(z,w0) = Tw [1 - z(w—i—l)] =1,
y

Sa,b(z,w):ZJrlerl[ _( 1+z4w )} _

2+ )(w+ 1

z w

Para el caso de la transformada R, hay una parte que podemos llamar “reducida” y ésta es

~ A

Rap(z,w) =1 - Gab(Ka(2), Kp(w))’

que también tiene un comportamiento trivial bajo los supuestos de la proposiciéon anterior. Esto
porque bajo dichas condiciones tenemos G, (2, w) = G4(2)Gp(w) y por tanto

Gap(Ka(2), Kp(w)) = Go(Kq(2))Go(Kp(w)) = 2w,
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en cuyo caso R (2, w) = 0.
Los teoremas y resultados de las dos secciones anteriores, correspondientes a las transformadas Sy
T también tienen pruebas combinatorias y podemos encontrarlas en el articulo de Skoufranis [11].






Capitulo 4

Enfoque combinatorio de la
probabilidad bi-libre

En el mismo ano que Voiculescu define y desarrolla la teoria de probabilidad bi-libre, sale el
articulo [33] de Mastnak y Nica, donde trabajan el lado combinatorio de esa teoria y definen
un tipo de cumulantes combinatorios con una férmula momento-cumulante para un nuevo conjunto
de particiones; con esos cumulantes conjeturan que la independencia bi-libre es equivalente a que
tales cumulantes combinatorios mixtos se anulen.

A pesar que el trabajo de Mastnak y Nica fue pionero en la parte combinatoria de la proba-
bilidad bi-libre, en este capitulo seguiremos el trabajo de Charlesworth, Nelson y Skoufranis, [17],
que ademads de presentar la parte combinatoria de manera mas formal e intuitiva, demuestran que
la independencia bi-libre si es equivalente a que los cumulantes mixtos se anulen, como conjetu-
raron Mastnak y Nica, y que los cumulantes combinatorios son los cumulantes bi-libres que definié
Voiculescu en [53].

Hemos visto que la relacién (momentos) entre caras izquierdas (o derechas) de un par bi-libre
se traduce en la nocién usual de libertad (freeness), la cual queda descrita combinatoriamente en
términos de cumulantes y particiones que no se cruzan. Los cumulantes bi-libres interpolan la
situacion, al considerar momentos con respecto a variables izquierdas y derechas a la vez, codifica-
dos por una aplicacion y.

Para esto, se consideran subconjuntos de la latiz de particiones que no se cruzan en el sentido
de que ahora no se permite juntar bloques apilados con respecto a dicha aplicacién y.

De manera inesperada las relaciones de Bi-libertad se trasladan al aniquilamiento de cumulantes
bi-libres mixtos.

Comenzamos el capitulo estableciendo algo de notacién y definiendo los cumulantes combinato-
rios. Seguido de esto, se dedica una seccién a la parte combinatoria formal de nuestro nuevo latiz.
Por 1ltimo con un complemento de Kreweras bi-libre se calculan cumulantes de productos.

o7
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4.1 Cumulantes combinatorios

Establezcamos un poco de notacién primeramente. Dado

X A{L2,nt = A{lr},

sea {iy < .. <ip} =x"11)y {j1 < ... <jn—p}=x"1r)y considere oy € S,, (S, es el conjunto
de funciones biyectivas {1,2,...,n} — {1,2,...,n}) definida como

oy(k) =14 .
x(k) { Jnti—k k> p.
La clase de particiones PX)(n) C P(n), se define como PX(n) = {o, - n|r € NC(n)}, donde la
aplicacién se aplica a cada bloque de 7.
Definicién 4.1.1 Sea (A, ¢) un espacio de probabilidad no conmutativo. Si existe una familia de
funcionales multilineales

(HX P A" — C>n21,x:{1,...,n}—>{€,r} )

que cumplen la férmula siguiente

o(z12n) = Z <H/€X|V((Zl,...,zn)]V)>,

7re'P(X> (n) Venr

para cada n > 1, x € {{,r}", y z1,...,2, € A, entonces estos funcionales r, seran llamados
(¢,r)-cumulantes o cumulantes combinatorios de (A, p).

De hecho la anterior definicién se parece a las definiciones que conocemos de cumulantes libres,
y fue definida por Mastnak y Nica en [33], el problema ahora es demostrar que esos cumulantes
combinatorios y los cumulantes bi-libres que definimos en el capitulo 2 coinciden.

Definicién 4.1.2 Sean 2’ y 2" familias de dos caras en (A, ¢). Decimos que 2’ y 2" son combina-
toriamente bi-libres si

Ky (zgl(l), .. ,z;*zn)) =0,

siempre que a : {1,...,n} — I[[J, x : {1,...,n} — {£,7} es tal que a (1) = x*({{}), vy
e; € {!,/ }™ no es constante.

Nétese que la condicién a1 (I) = x~1({¢}) determina completamente a x y por tanto podemos
usar la notacion

Ka(2) == Ky (Za(1)7 el za(n)) .

Entonces si 2’ y 2z son combinatoriamente bi-libres, es facil ver que
!/ " / "
ka(2' +2") = ka(2) + Ra(2"),

i.e, ko tiene la propiedad cumulante.
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Definicién 4.1.3 Para los elementos definidos antes, o: {1,...,n} = I'[[J, sea {iy <--- <ip} =
a 1)y {j1 <+ <jnp} =a 1(J) y consideremos s, € S,, definido como

s (k) _ Zk si k <p,
“ B Jn+1-k S k> p.

Decimos que una particién m € P(n) es bi-particion que no se cruza (con respecto a ) si syt 7 €

NC(n). Denotamos el conjunto de tales particiones por BNC'(«). Los elementos minimo y méximo
de BNC(«) son Oq := 84 - 05, v 14 := 84 - 15, respectivamente.

Como ejemplo de lo anterior consideremos a~ (1) = {1,2,4}, o= 1(J) = {3,5}, y

= {13}, {2,4,5}} = sa - {{1,5}, {2,341},

donde la operacién - significa que se aplica la operacion a cada bloque, entonces el diagrama que

no se cruza bi-libre asociado a 7 es
1
2
3

4
5

Por otro lado si hubiéramos tomado otro funcional como a~(I) = {4}, a=1(J) = {1,2,3,5}

= {{4,55{1,2,3}} =0 {{1,5},{2.3.4}},

-
T

4.2 Latiz de bi-particiones que no se cruzan

y el diagrama es

Sean 2’ y 2" un par bi-libre de familias de dos caras, x : {1,2,....n} = {{,r} y e € {!, }", a este
ultimo lo llamamos una sombra de la particién. Definimos recursivamente los diagramas LR(, €):
para n = 1 el diagrama consiste en dos segmentos verticales paralelos con un simple nodo, a la
izquierda si (1) = £ y a la derecha si x(1) = r; a tal nodo le asignamos la sombra’ o ” dependiendo
del valor €;. Llamaremos costillas a las lineas horizontales que salen de los nodos y espinas a las
lineas verticales que unen tales costillas. Para n > 1, definimos LR(x,€) como una extensién de
un diagrama D € LR(xo,¢€0), donde xo = X [{2,..n} ¥ €0 = (€2,...,€n), al afiadir una sombra en
un nodo adicional sobre D, a la izquierda si x(1) = ¢ y a la derecha si x(1) = r, se extienden
las espinas de D al nuevo espacio y si la espina més préxima comparte su sombra entonces se
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conecta al punto con una costilla, si no se conecta con otra que si; en caso que ninguna comparta
la sombra se deja aislado. Denotamos LRy(x,€) C LR(x,€) a los diagramas con exactamente k
cuerdas extendiéndose hacia arriba, 1 < k < n.

Sean x y € fijos, como arribay D € LRy(x,€). Seaa:{1,2,...,n} — I'[[J, definimos x* como
x¥(k)="{siak) e Iy x*(k)=rsia(k) € J. Luego, el conjunto de particiones que obtenemos de
LRy(x,€), lo denotamos BNC(«, €). Denotamos por BNC(x,€) al conjunto BNC(a,€), cuando
X =x"

Definicién 4.2.1 Sean V y W son bloques de algin m € BNC(x). Entonces V' 'y W se dicen
apilados si max (min(V), min(W)) < min (max(V'), max(W)). En términos del diagrama corre-
spondiente a m, las espinas de V' y W no estan del todo sobre o debajo una de la otra; existe algiin
nivel horizontal en que ambas estdn presentes. Dados bloques V y W, un tercer bloque U separa
a V de W si apila a ambos, y su espina estd entre las espinas de V' y W. Nétese que V' y W no
necesitan estar apiladas entre ellas para tener un separador.

Equivalentemente, U estd apilada por ambas V y W, y existe j,k € U tal que s, (V) C
[s51(5), 551 (R)] v sa (W) N [s51(5), 55 (k)] = 0, o viceversa. Dados tres bloques apilados, uno
siempre separa a los otros dos.

Finalmente, los bloques apilados V' y W se dicen enredados si no hay bloque que los separe.

Como ejemplo veamos los siguientes diagramas.

1 1
il |
3 3
g Ve 5o 2 !

1% U
6 3 6 3
Toe—— To—
v, U
4 8 4 8
L .9 L9

En el primer diagrama, V5 separa Vi de Vs, y los tres se apilan entre si. En el segundo diagrama,
U, separa Uy y Us, pero U; y Uz no estan apilados entre ellos.

Definicién 4.2.2 Sean 7,0 € BNC(x) es tal que 7 < 0. Decimos que 7 es un refinamiento lateral
de o y escribimos m <j4; ¢ si ningunos dos bloques apilados en 7 estdn contenidos en el mismo
bloque de o.

Se puede ver que en el caso en que « sélo va a I o solo va a J, el refinamiento lateral es el
refinamiento en reversa definido en el capitulo 1.

Lema 4.2.3 Si m € BNC(x,¢€) entonces bloques apilados de la misma sombra en w deben ser
separados. Consecuentemente, si 0 € BNC(a,€) ym < o entonces ™ <jqt 0.

Los refinamientos laterales corresponden a hacer cortes horizontales a lo largo de las espinas de los
bloques de m, entre sus costillas.
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Definicion 4.2.4 El latiz de bi-particiones que no se cruzan es

BNC = U  BNC),

nzly:{1,...n}—={tr}
donde la estructura de 1atiz de BNC/(x) es como arriba.

Siempre que hablamos de latices es natural hablar de un algebra de funciones asociadas, llamada
Algebra de Incidencia.

Definicién 4.2.5 El dlgebra de incidencia de BNC, denotada por IA(BNC'), son todas las fun-
ciones de la forma

Ay U  BNC()xBNC(x) | —=C,
n>1 X:{l,...,n}ﬁ{gﬂﬁ}

tal que f(m,0) =0si 7 £ o equipada con la definicién usual de suma y la convolucién (producto)
definido como

(fxg)(ma)= Y [f(mp)lp,0),

n<p<o
para todo m,0 € BNC(x) v f,g € IA(BNC).

4.2.1 Inversiéon de Mobius en BNC

Con el fin de construir funciones multiplicativas en BNC, es necesario identificar la estructura de
latiz de un intervalo como producto de intervalos completos.

Proposicién 4.2.6 Sea 7,0 € BNC(x) tal que m < o. El intervalo
[7’(,0’] = {P € BNC(X) 2 Zyat P Siat U}7

puede asociarse al producto de ldtices completos

Kk
[IBnC@w,

i=1
para algin By : {1,...,mg} — {€,7} asi la estructura de latiz se conserva.

Gracias a la proposicién anterior podemos definir funciones multiplicativas de la siguiente manera.

Definicién 4.2.7 Una funcién f € TA(BNC) se dice multiplicativa si siempre que m,0 € BNC(x)

es tal que
k

[7[‘, U] AN H BNC(ﬁk)a

j=1

donde la doble flecha se refiere a lo discutido en la proposicién anterior, para algin gy : {1,...,mg} —
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{¢,r}, entonces
k
fr o) =] £(0s,,15,).
j=1

Para una funcién multiplicativa f € TA(BNC), llamaremos a la coleccién {f([0y,1]) : n >
Lx:{L,....,n} = {£,r}} C C la red multiplicativa asociada a f. Nétese que para cualquier red
A={ay : n>1,x:{1,...,n} = {¢,r}} C C hay exactamente una funcién multiplicativa f con
red multiplicativa A.

Lema 4.2.8 Si f,g € TA(BNC) son multiplicativas, entonces f * g es multiplicativa.

Consideremos ahora tres funciones multiplicativas muy importantes en la teoria de inversion de

Mobius.
1 sinm=o,
0 otro caso.

dpne(m, o) = {
la cual es llamada la funcién delta en BNC'y es el elemento identidad en TA(BNC),

1 siwm <o,
0 otro caso.

(ne(T, o) :{

que es llamada la funcion zeta en BNC, y upnyc que es llamada la funcion de Mobius en BNC'y
se define como

uBNC * (BNC = CBNC * UBNC = OBNC,

es claro que para (pyc se puede construir una inversa izquierda y derecha (y por tanto bilateral)
recursivamente. Es claro que dgyc es multiplicativa con dp NC(OX, 1X) igual a uno si n =1 y cero
otro caso, y (pnc es multiplicativa con (gnc(0y, 1y) = 1 para todo x. Ademas, se puede verificar
que pupyc es multiplicativa y para cada 7,0 € BNC(x)
upnc(m, o) = u(s;1 . 7,8;1 o),

donde p es la funcién de Mobius del latiz NC(n).

Sean T1,...,T, en un espacio de probabilidad no conmutativo (A, ) y # € BNC(x) donde
x:A{L...,n} = {lr} y Vi ={ki1 < -+ < kg, } parat € {1,...,k} que son los bloques de T,

definimos
k

@W(Tla s 7Tn) = H (p(TktJ T Tkt,mt)7
t=1

HTr(Tla"'aTn) = Z ()OO'(T17"'7T'I’L)//LBNC(O_77T)7
c€BNC(x),0<m

donde @o (11, .., Tn) = [Iv—yi,, inyeo ©(Tis - - Ti,)-Se puede probar que

k
kr(Thy - T) = [ [ Rty (T =+ T, )
t=1

donde x debe ser pensado como la particién de un sélo bloque inducida por los bloques V; de

v,
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(T Tw)= > kcl(Th,..., To).
T€BNC(x)

En particular, k1, = s, son las funciones cumulantes bi-libres combinatorios.
Para una familia de dos caras z = ((2i)ier, (2j)jes), a : {1,...,n} = I[[J, y m € BNC(«)
denotamos

(PW(Z) = (pﬂ(zoe(l)a---aza(n)) y K‘TF(Z) = '%W(Za(l)w-'aza(n))'

En particular, p1,(2) = pa(z) v K1, (2) = Ka(2), donde cada cara consiste de un sélo elemento,
digamos z; y z,, definimos las cantidades de arriba para x : {1,...,n} — {¢,r} remplazando a.. En
este caso sean m;, k., € ITA(BNC) las funciones multiplicativas con redes multiplicativas (¢y(2))y
¥ (Ky(2))y, respectivamente. Llamamos a m, la funcion momento y a k. la funcion cumulante
bi-libre. Asi las féormulas m, x upnc = Kk, ¥ k2 * (BNC = M, Se tienen.

4.3 Principales resultados

A continuacién presentamos un resultado cuya demostraciéon puede encontrarse en [17] y es muy
util para demostrar el teorema principal del capitulo.

Proposicién 4.3.1 1. Sean 2’ y 2" un par de familias de dos caras en el espacio de probabi-
lidad no conmutativo (A, ). Entonces z' y 2" son bi-libres si y sdlo si para toda funcién
a:{l,...,n} > I[[J yeec{) }" tenemos

Calz)= D Yo (Yl (=), (4.1)
T€BNC(a) | c€ BNC(ae)

02atT™

donde z¢ = (zgl(l), ol ZZEn))'

2. Sea x : {1,...,n} = {l,r} yeec {!,}". Entonces para todo m € BNC(x) tal que m < €,

Z (=1)lml=lol = Z pene(m, o).

c€BNC(x.e) c€BNC(x)
02>1atT m<o<e

3. Sean 2 y 2" un par de familias de dos caras en (A, ). Entonces 2z’ y 2" son bi-libres si y
sélo si para toda funcion a: {1,...,n} = I[[J yee {!, }™ tenemos

pa ()= ) Y. wene(mo)| ex(z), (4.2)
T€BNC(a) |c€BNC(x)
T<o<e

donde z¢ = (zgl(l), ol ZZZEn))'
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Estamos listos para probar el teorema principal de este capitulo.

Teorema 4.3.2 [17, Teo. 4.3.1] Sean 2" = ((2)ier, (2})jes) y 2" = (2] )ier, (¢])jes) un par de
familias de dos caras en un espacio de probabilidad no conmutativo (A, ). Entonces 2’ y 2" son

bi-libres si y solo si son combinatoriamente bi-libres.

Demostracién. Supongamos que 2z’ y 2" son bi-libres, y fijemos € € {’,” }. Por la proposicién
anterior, para « : {1,...,n} — I'[[J tenemos

bo ()= > usne(m o) | ex ().
m€BNC(a) \ c€BNC(x)
T<o<e

Por tanto

c€BNC(a)
o<e

Usando esa férmula, procedemos inductivamente para mostrar que K, (2¢) = 0 si 0 € BNC(«a)
y 0 £ €. El caso base, cuando n = 1 es inmediato.

Para el caso base, supongamos n = 2y e; = 'y ea = ” (la otra eleccién de € es andloga).
Entonces, para cada o : {1,2} - I'[[Jcona(l) e I[[Jy a(2) e I[]J,

€(1) _e(2) e(l) _e2)) _ e(l) e(2) ) _ e(1) _e(2)
K0 <Za(1)’za(2)> + ki, (%(1)7%(2)) = (%(1)%(2)) = R0q (%(1)7%(2)) )
cuando 0, < € mientras 1, £ e. Asi Ry, (z;((ll)), z;(é))) = 0y el caso base esta completo.

Como hipétesis de induccién, supongamos que el resultado se tiene para cada g : {1,...,k} —
IT][Jconk <n.Seaa:{l,...,n} — I']]J Suponga que € no es constante (en particular, 1, % €).

Entonces
Y k()= = Y ke

0c€BNC(a) 0c€BNC(a)
o<e

Por induccién, £, (2¢) =0si 0 € BNC(a) \ {la} y 0 £ €. En consecuencia
Z ko (29) = k1, (2°) + Z Ko (2°) .

c€BNC(a) c€BNC(a)

o<e

Combinando esas dos ecuaciones tenemos k1, (2¢) = 0 que completa el paso inductivo.
Ahora supongamos que 2’ y z” son combinatoriamente bi-libres. Entonces para cada « :
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{1,...;n} = I][Jyee{/}"

Yo (2°) = Z Ko (2) = Z Ko (29)
0c€BNC(a) 0c€BNC(a)
o<e

_ Z Z ¢r (2°) pBNC(T,0)

0c€BNC(a) TeBNC(cv)
oc<e <o

= Z Z pBNe(m,0) | ox (29

T€BNC(a) \ c€BNC()
T<o<e

Asi la proposicién anterior implica que 2’ y z” son bi-libres.
|
Ya demostramos que la independencia bi-libre y la independencia bi-libre combinatoria son
equivalentes. Ahora demostremos que los (¢, r)-cumulantes combinatorios y los cumulantes del
capitulo 2, también coinciden.

Proposicién 4.3.3 Sea a: {1,...,n} = I[[J. Para cada e € {") }" definimos un polinomio P,
en las indeterminadas Xy y X} etiquetadas por los conjuntos no vacios K C {1,...,n} por la
formula

Pye = Z Z upnc(m, o) H X‘e/(v).

m€BNC(a,e) |c€BNC () Ver
m<o<e

Entonces para un par de familias de dos caras bi-libre 2’ y 2" en (A, ) tenemos
Pa(29) = Pae(?,2"),

donde P, (Z',2") se define evaluando P, . en X?k1<---<m} = gp(zi(kl) : "Zi(k,«))’ se{}.

Mas ain, si definimos Qo como la suma de los P, sobre todos las sombras posibles tenemos

ro = X%l,...,n} + X‘/{/L._.’n} + Z Pa@
donde la suma es sobre todas las sombras no constantes €, y
pal +2) = Qu(z, "),

donde Qo (7, 2") es Qq evaluada en el mismo punto que los Py de arriba.

Demostracién. La primera parte es inmediata de los resultados anteriores. La afirmacién restante
Qo (7, 2") también es inmediata cuando expandimos el producto en el lado izquierdo. Todo lo que
resta probar es que

Qa=X{1 oy + X0+ Pac,
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que es equivalente a decir P, = ngl _.ny donde € es la sombra constante e = (0,...,0),0e{)}.
La sombra induce la particion completa 1., y por tanto

Z pBnNc(m,0) = Z puBnc(m, o) = dpne(m, 1a).

0c€BNC(a) 0c€BNC(a)
<o<e <0<l
Entonces el tinico término de P, . con coeficiente no cero es el correspondiente a ™ = 1,. [ ]
Proposicién 4.3.4 Para todo a: {1,...,n} — I [[J, defina recursivamente los polinomios R, en
las incognitas X etiquetadas por los conjuntos no vacios K C {1,...,n} por la formula
Ro= Y. psnelmla) [ Xv.
T€BNC(a) Ver

Si Xk es de grado | K|, entonces R, es homogéneo con grado n.

Para z una familia de dos caras en (A, ), si Ra(2) denota Ry evaluado en los Xy, <...cp,y =
O(Za(ky) " Za(k,)) entonces Ro(z) = ka(2). Mas atin, si 2" and 2" son bi-libres en (A, ) entonces
Ry (2 4 2") = Ra(2') + Ra(2"); i.e, Ry tiene la propiedad cumulante.

Demostracién. Vemos que R, (%) ¥ kq(z) son iguales. Entonces R, tiene la propiedad cumulante
simplemente porque £ la tiene. ]
Los polinomios P, ¢, Qq, ¥ Ro son precisamente los polinomios universales, por lo anterior.

4.4 Cumulantes de la convolucién multiplicativa bi-libre

Recordemos que si m = {{1,4},{2,3},{5},{6,7}}, entonces el complemento de Kreweras (libre)

Kr(m) ={{1,3},{2},{4,5,7},{6}} es

112933 44556¢ 77

Ahora definamos el complemento de Kreweras bi-libre.

Definicién 4.4.1 Para cada x : {1,...,n} = I[[[J y m € BNC(x), el complemento de Kreweras
de 7, denotado por Kpnc(7), es el elemento de BNC|(x) obtenido al aplicar s, al complemento
de Kreweras en NC(n) de s - m; explicitamente.

KBNc(TF) =Sy - KNc(S;I . 71').

Nétese que Kpnco(m) puede obtenerse tomando el diagrama correspondiente a m, colocando un
nodo debajo de cada nodo izquierdo y por encima de cada nodo derecho de 7, y dibujando el
diagrama de particién que no se cruza bi-libre mas grande en los nuevos nodos. Veamos un ejemplo

de esto.

Ejemplo 4.4.2 FEn el siguiente diagrama, si 7 es la bi-particion que no se cruza dibujada sobre los
nimeros 1,2, ..., 8, entonces Kpnc(m) es la bi-particion que no se cruza dibujada sobre los nimeros
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con barra superior 1,2, ...,8.

°3

L—e

.
0o 0ol 3 |

Como K¢ es un ordenamiento en reversa y s, preserva el orden, Kpyc es una biyeccién de
orden en reversa. Asi [m,1,] ~ [Kpnc(1a), Kpno(7)] = [0a, Kpne(m)] para todo m € BNC(«).
Asi, si f,g € TA(BNC) son funciones multiplicativas, entonces

(f*9)(Oasla) = D f(0a,m)g(0a, Kpno(m)) = (9% £)(0a; La),

T€BNC(a)

y por tanto fxg=gx* f.

Ahora usamos el complemento de Kreweras bi-libre, tal como en el teorema 1.3.6, para examinar
los cumulantes bi-libres de una familia de dos caras generada por productos de un par bi-libre de
familias de dos caras.

Teorema 4.4.3 [17, Teo. 5.2.1] Sean 2’ = ({2}, {#.}) v 2" = ({2/},{2]}) una familia de dos
caras bi-libre y sea z = ({z;2/},{22.}). Entonces

m(2) = Y () Rkgyem (),

T€BNC(x)
para todo x : {1,...,n} — {{,r}.

Demostracion. Recordemos la definicién de funcién momento y funcién cumulante bi-libre m,, y
Kz, éstas estdn unicamente determinadas por los momentos y cumulantes de la familia (x), respec-
tivamente. Como los cumulantes bi-libres son multiplicativos y por la estructura de la convolucion
multiplicativa de las funciones anteriores, es suficiente probar que kK, = kK, * k,». Usando las
relaciones m, * upNc = K2 ¥ Kz * (BNC = M, es suficiente demostrar m, = Kk, *x m .
Supongamos que x : {1,...,n} — {{,r}. Sea B : {1,...,2n} — {¢,r} dado por f(2k — 1) =
B(2k) = x(k). Témese € € {'"}?" tal que eg,_1 = 'y e = " si k € x"1(£), y lo opuesto si
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k € x71(r). Entonces

m= (0 1) = ox(2) = @ (5t 50+ S 250

€2n—1 €2n

=¢ (folu)'sz@) " 2/3(%1)%(2”))

= Z £ (29).

T€BNC(B,e)

1. 1), entonces

> A

TEBNC(B,e)

= Z Ry (Zl) Z Ky (Z”)

mE€BNC(x) m2€BNC(x)
m2<Kpnc(m1)

= Z Hﬂ'l(Z/)SOKBNcOU)(Z”)
mEBNC(x)

= (/{z’ * mz”)(OX’ 1X)’

Pero kpne(m) = Sy - kne(sy

y como m, y K, * m,» son funciones multiplicativas en todos los intervalos de BNC', se tiene el
resultado. -



Capitulo 5

Divisibilidad infinita y procesos de
Lévy bi-libres

El presente capitulo aborda el tema de divisibilidad infinita bi-libre. En probabilidad clasica y
libre, las distribuciones infinitamente divisibles aparecen como una generalizacién del teorema de
limite central: son las distribuciones limite de sumas de variables aleatorias independientes o libres
dentro de un arreglo triangular. La pregunta central que trataremos de resolver en este capitulo es
la siguiente

Problema Central 5.0.1 Sea {jt, }nen una sucesion de medidas en R? y {k,}nen una sucesion
de enteros positivos k, — 00, y supongamos que cada [, €s la distribucion comun en el sentido
analitico de la sucesion finita (an1,bn1), (an2,bn2), ., (Gnk,, , buk, ) de variables de dos caras bi-libres
idénticamente distribuidas. 5 Cudl es la clase de todas las posibles distribuciones limite
para la suma:

kn kn
Sn = (anla bnl) + (an27 bn2)a et (ankn7 bnkn) = (Z Qnj, Z bnj)v
=1 j=1

y cudles son las condiciones para que la ley (distribucion) de S, converge a una dis-
tribucion limite especifica?.

Para responder a esa pregunta, el capitulo comienza con unos teoremas limite y la definicién
de distribuciones infinitamente divisibles. Seguido de esto presentamos la versién mas simple de la
representacion de Lévy-Hincin para la transformada R de distribuciones con soporte compacto, la
cudl luego serd generalizada para medidas de probabilidad en R2. Después de una discusién sobre
transformadas R infinitamente divisibles, presentamos algunos ejemplos importantes y algunas
caracterizaciones importantes. Finalizamos el capitulo exponiendo el tema de procesos de Lévy
bi-libres.

5.1 Teoremas limite

Si (a,b) es una variable de dos caras en un C*-espacio de probabilidad (A, ), entonces los cumu-
lantes bi-libres k7 de (a,b) dependen en general (como vimos en el capitulo anterior) de la aplicacién

69
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X :[n]:={1,2,...,n} — {l,r}. En la mayor parte de éste capitulo estaremos interesados en el caso
en que a, b son autoadjuntas y conmutan (caso bipartito); en tal caso, los cumulantes bi-libres son
reales y k5 depende de x pero sélo de [x 1 ({I})| v [x " 1({r})|, mas ain la conmutatividad de a y b
implica que todo cumulante bi-libre de (a,b) es en realidad un “cumulante libre especial”, esto se
aclara en el siguiente lema.

Lema 5.1.1 Sea (a,b) una variable de dos caras en un C*-espacio de probabilidad (A, ) tal que
a=a* b="0*yla,b] =0. Denotemos por km n(a,b) a los siguientes cumulantes libres

Kmn(a,b) = Kmin(a, ...,a,b, ..., b),
—— ——

m Veces n veces

y los cumulantes bi-libres

’%?(V(C% b) = '%?(V(Cx(l)a Sx3) Cx(N))7

donde x : [N] — {l,r}, . = a, ¢, =b. Entonces, kmn(a,b) = KY,,(a,b) para todo x : [m + n] —
{L,r} tal que ' ({IDI=m y Ix " ({r})] = n.

Demostracion.
Por las férmulas momento-cumulante (libre y bi-libre), tenemos

KEmn(a,b) = Z Orlay ey a, by o, D) (0, L),
TENC(m+n) m veces n veces
y
"igz-i—n(a? b) = Z ‘pﬂ(cx(l)a ey Cx(m+n))ﬂx(777 im—‘rn),
T€BNC,y (m+n)

donde p y p, denotan las funciones de Mébius en los latices NC(m + n) y BNC,(m + n), res-
pectivamente. Para cada particion 7 € NC(m + n), el diagrama correspondiente a la bipar-
ticion 7 = o, - m € BNC)(m + n) bajo la biyeccién o, : NC(m + n) — BNC,(m + n) se
obtiene re-etiquetando los ntimeros 1,...,m + n en el diagrama de 7 como i1, ..., iy, Jn, ..., j1 donde
{itn <o <im}=x"T{1}) y {j1 < ... <jn} =x"1({r}). Como a y b conmutan, tenemos

(pﬂ—(a7 c a? b? ct b) = (pﬁ—(cx(l)7 A CX(m+n))7
m veces n veces

para todo m € NC(m + n). Més atin, como

pr (7, Lmyn) = M(U;1 7 dingn) = p(m, Tinn),
para cada m € BNC,(m + n), se sigue el resultado. [
Antes de enunciar y demostrar nuestro primer teorema limite necesitamos el siguiente lema.

Lema 5.1.2 Para cada N € N, sea (An,on) un espacio de probabilidad no conmutativo con
funcionales cumulantes . Sea (ay,by) una variable de dos caras en (An, pn), tal que [ay,by] =
0; entonces, los siguientes enunciados son equivalentes.
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1) Para todo m,n >0 con m+n > 1, los limites limy_,oc N - pn(a’jbR,) existe.
2) Para todo m,n >0 con m+n > 1, los limites imn_,00 N - H,]X,n(aN, byn) existe.
Y mds ain, si 1) y 2) se cumplen, entonces tales limites coinciden.

Demostracion. Por las férmulas momento-cumulante, tenemos

lim N -on(aby) = lim N - Z &N (an,by),

N—oo N—o00
TeNC (m+n)

Am N K nlan,by) = lim N Y (en)r (an, b))l ).
Te€NC(m+n)

Si el primer enunciado es cierto entonces los inicos términos no cero del lado derecho de la segunda
ecuacién corresponde a m = 1,,4,. Andlogamente si el segundo enunciado es cierto los tinicos
términos no cero del lado derecho de la primera ecuacién corresponde a ™ = 1, 4p. [

e Diremos que un espacio de probabilidad no conmutativo (A, ) es bipartito para referirnos a
que cada variable de dos caras que consideremos en él serd bipartita.

e Una sucesién de variables de dos caras {(ay, by) }nen cada una en un espacio de probabilidad
no conmutativo (A, ¢,) converge en distribucién a (a, b) en un espacio de probabilidad (A, ¢)

y escribimos (ay,, by,) dist, (a,b) si limy, o0 0 ((an)™, (by)F) = @(a™, b*) para todo m, k € N.

Teorema 5.1.3 [25, Teo. 3.1] Para cada N € N, sean {(an.k,bn.x) 2, variables de dos caras
en algin espacio de probabilidad no conmutativo (An,en). Supongamos que Ay es bipartito y
las variables (an1,bN1), ..., (an,N, DN N) son bi-libres e idénticamente distribuidas. Entonces las
siguientes afirmaciones son equivalentes.

1. Existe una variable de dos caras (a,b) en algin espacio de probabilidad no conmutativo (A, p)
tal que [a,b] =0y

N N .
O anw > bwg) L5 (a,b),
k=1 k=1

2. Para todo m,n >0 con m+n > 1, el limite imy_,oo N - on(a'}.,.0}.1) existe y es independiente
de k.

Mas ain, si las afirmaciones se cumplen, entonces los cumulantes bi-libres de (a,b) estan dados
por

K:Z’H-n(a? b) = ]\}E)noo N - @N(a%;kbnN;k)v

donde x : [m +n] — {l,r} satisface |x *({I})| =m y |[x 1({r})| =
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Demostracién. Supongamos que 1. se cumple, denotemos por £™VX los funcionales cumulantes de
(An,on). Paran,m >0, n+m > 1, tenemos

N

N
p(a™b") = lim oy O ana)™ O bvw)"
e k=1 k=1
N

= lim Y on(any) N mbs) D)

N—o0
7(1),..r(m),
s(1),...,s(n)=1
N
. H Nx
- ]\}gnoo Z Z Kr (aN;r(l)a <oy AN (m)s bN;s(1)7 2 bN;s(n))
r(1),...,r(m), TEBNCy(m+n)
s(1),...,s(n)=1
= i Il Nx
= ]\}E)noo Z N K (CLN;k, bN;k)-
TEBNCy(m+n)

Como el ultimo limite no depende de k, sélo basta probar que limpy_soo Nl n]TVX(aN;k, bn.k)
existe para todo 7 € BNC,(m+n), porque tomando el caso 7 = 1,4, ¥ por los lemas 5.1.1 y 5.1.2
se tendrd lo deseado. Procedemos entonces por induccién sobre myn. Sim=1yn=20

1 . N . = 1 . .
]\}E)nooN M (aN’k) ]\}gnooN SO(GN’k)

= lim p(an;g + -+ an,n) = ¢(a),
N—o0
el limite existe, similarmente cuando m =0y n =1. Si m =n = 1, tenemos

p(ab) = lim (N -5 (anp)r(bng) + N - K11 (ane, b)),
N—oo
y como @(ab), limy_ o0 (N - m{v(aN;k), Impy_o0(N - k1(by,i) existen, se tiene la existencia de
Iimy_ 00 NV - H]l\jl (ank, bnyi). Como hipétesis de induccién asuma que el resultado es valido para
todom<ryn<stalquer+s>1.Sim=r+1yn=s, se tiene

r+lsy _ 1: Il . Nx
p(a" %) = A}lmoo Z N k2 X (an kb k)
TEBNCy (r+s+1)
= J\}gnoo(N : /@Jf\g_LS(aN;k’a bN,k) + L)v
donde
L= Z NI ’ffyx(aN;kbN;k)-
TEBNCy (r+s+1)
T¢ir+s+1

Por hipétesis de induccion, los limites

lim N‘TI . /iz.((aN;k, bN;k);
N—o0



teoremas Limite 73

existen para todo 7 € BNCy(r + s+ 1) con 7 # i,,+s+1 y también limy_,o, L existe, tenemos la
existencia de

: N
lim N'I{T+17S(CLN;]§,Z)N;]€),
N—o00

como se queria. El caso m =r y n = s+ 1 es andlogo.
Reciprocamente, suponga que se cumple 2. Para m,n > 0 tal que m +n > 1, entonces

N N
lim on () ane)™ O bvw)™)
o k=1

N—o0

- N
= lim_ > N X (angbn)-
TEBNCy(m+n)

Por los lemas 5.1.1 y 5.1.2, tenemos

lim NI xMX(aye, byve) = lim NI (on) 7 (an, b)),
N—o00 N—o00

para todo 7 € BNC\(m+n); y todos existen. Es posible construir una variable de dos caras (a, b)
en un espacio de probabilidad no conmutativo (A4, ¢) tal que

N—oo

N N
pla™) = lim on((Yane)™ (D bvix)"™),
k=1 k=1

por ejemplo, a = s, b =t en CJ[s, ] y definimos ¢(s™t") como ese limite. Finalmente, cambiemos
la notacién denotemos kX los funcionales cumulantes de (A, ), y a los cumulantes libres y bi-libres

de (An,@n) los denotamos ¢V y cX respectivamente. Entonces
miny __ X — 1 ITl . ox
o(a™b") = > k¥ab) = Jim_ > N cX(ang by
TEBNCy (m+n) TEBNCy (m+n)
= Z lim N7 ~cX(ank, k).
N—00
TEBNCy(m+n)

Por induccién sobre el ntimero de argumentos en los cumulantes bi-libres, llegamos a que

wX(a,b) = lim NI cX(an, b)),
—00

para todo 7 € BNC,(m + n). En particular, cuando 7 = im+n, tenemos

Fnn (@, 0) = Am N - o (AN E; DN 1)

. N
= lim N ¢, ,(ank, bnik)
N—oo

= lim N-on(ay bk
N—o0 KON
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aplicando nuevamente los lemas 5.1.1 y 5.1.2, completamos la prueba. [
Demos la primera definicion de divisibilidad infinita, por ahora para medidas con soporte com-
pacto. Mas adelante en este capitulo daremos una definicion para el caso general.

Definicién 5.1.4 i) Una variable de dos caras (a,b) en un espacio de probabilidad no conmu-
tativo (A, ), se dice BA-Infinitamente Divisible si para todo n € N, existen variables de dos
caras (ay,b1), ..., (an, by) en el mismo espacio (A, p), bi-libres e idénticamente distribuidas tal
que (a1 + ... + an, b1 + ... + by,) tiene la misma distribucion que (a,b).

i1) Equivalente a lo anterior, decimos que una medida de probabilidad con soporte compacto en
R? es BA-Infinitamente Divisible, si para todo n € N existe una medida de probabilidad con
soporte compacto p,, en R? tal que p = p, BB BB, = ()",

n veces

Escribiremos p € ID(BH) en caso de que p sea HH-Infinitamente Divisible. En el capitulo
1, demostramos el hecho que toda variable aleatoria infinitamente divisible libre puede verse
(en distribucién) como un arreglo muy especifico de elementos del espacio de Fock libre (ver la
proposicién 1.5.6); retomamos ahora esa forma para tener nuestro primer ejemplo de distribuciones
HHB-infinitamente divisibles en términos del espacio de Fock; también calculemos con nuestra he-
rramienta combinatoria los cumulantes bi-libres de esos arreglos.

Proposicién 5.1.5 Sea H un espacio de Hilbert. Para todo f,g € H, Th =Ty, To =Ty € B(H),
Yy A1, A2 € R, sean a y b los operadores autoadjuntos

a=1(f)+1(f) + M(T1) + A - 1,
b=r(g) +7(9) + Ar(T2) + A2 - 1.

i) [a,b] = 0 si y sdlo si Im(f,g) = 0,Tig = Tof y [Th,T2] = 0. Mas ain si a,b conmutan, la
distribucion pqp) de (a,b) es BB-infinitamente divisible.

it) Si [a,b] = 0 entonces los cumulantes bi-libres de (a,b) son como sigue
K10(a,0) = A1, koa(a,b) = A,

K/m,O(avb) = /{m(l*(f)vAl(Tl)a 7AZ(T1)7l(f)) = <T1m_2f7 f>7 m > 2,
K‘O,n(a? b) = HTL(T*(Q)aAT(TQ)a "'7AT(T2)>T(9)) = <T2n_2979>a n =2,

y para m,n > 1,

o (0,6) = (N (T MU, A (o) r(9)) = (T7 1,751 g).

Demostracion.

i) Sin pérdida de generalidad, asumamos que A\; = Ay = 0. Supongamos primero que a y b

conmutan, como I(f)r(g)Q =r(g)l(f)Qy I(f)r(g)(& @ ®&) =r(@l(f)(& @ - © &) para
todo &1, ...,&, € H, n > 1 entonces

[(f)r(g) = r(@l(f), () (g) =r"(9)"(f), (5.1)
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y también,

en F(H) © CQ, que implica que el operador
A=1(f)r*(g) + I (f)r(g) = (@Uf) = (9" (f),

es cero en F(H) © CQ y satisface AQ = —2i((f,¢))Q. Y también

LA (T2)Q =0, An(To)I(f)Q =T f, L(f)A(T2) = Ar(T2)U(S),
en F(H) © CQ, y combinado con la condicién

r(g)A(T) =0, A(Th)r(9)Q = Thg, r(9)A(Th) = Mi(Th)r(g),
en F(H) © CQ, implican que el operador,

B = I(f)A+(T2) + M(Th)r(g) — Ar(T2)U(Sf) — r(g)Ma(Th),

es cero en F(H) © CQ y satisface BQ = T1g — Tof. Ademads

F(OA(T2)€ = (T8, f), A (T2)I"(f)§ =0, con & € H,
y
F(F) A (To) = A (T)I*(f) en F(H) © CQ,

v las identidades
A(Th)r*(9)§ = 0, r*(g)A(Th)E = (1€, 9), Ai(Ta)r*(g) = r*(g)M(Th),
en F(H)© CQ y el operador
C=U(f)Ar(T2) + M(Th)r™(9) — Ar(T2)I(f) — r*(g) Ma(Th),
es cero en F(H)OCQ y cumple C¢ = (¢, (Tof —T1g)), donde £ € H. Finalmente, las condiciones

M(T)A(T)E = Th T8, A (To)A(Th)§ = ToThE, para § € H,

y
Al(Tl)AT(TQ) = AT(TQ)AZ(Tl) en .7:(7‘[) S) (CQ,

implican que el operador
D = N(TV)A(Tz) — A (To) Ny (Th),

es cero en F(H) © CQ y cumple que D¢ = (ThTy — ToTh)E, € € H.

El resultado se sigue de los hechos anteriores y de que ab —ba = A+ B+ C + D. Para
probar ahora que la distribucién de (a,b) es infinitamente divisible bi-libre, fijemos n € N, y
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sea Hp,=H&---DH, y sea

n veces

i—1 _W} o _W] FNT ST,
y
b= W] ot W} F AT @ B T).

Entonces [d,0] = 0, y la distribucién de (a,b) en (B(F(H)), 7x) es la misma que la de (a, b) en
(B(F(Hn), ™, ). Nétese que a y b pueden escribirse como

js}}

:l[f@oeam@o} L [f@oeam@o

vn vn
00---®0af]  ,[00---®0&f

R e s R

]+AZ(T169OGB-~-EBO)

]+Al(0@---@O@T1),

i, 9808 80 o gR0D---®0
B Vn Vn
0@ - ®0dyg L 0@ - ®0d®yg
vn vn
y por resultados anteriores cada sumando es bi-libre, y obviamente son idénticamente distribui-
dos.

]+AT(TQ®0@---@O)

+...+r{ %AT(O@'--@O@M

Las igualdades para los cumulantes en una variable x1(a), k1(b), km(a) y £n(b) son resultados
conocidos. Para demostrar la igualdad de xp,,(a,b) usamos la notacién del inciso anterior
para Hpy. Observemos que las variables aleatorias

L)L), r(9), 7" (9), Mi(Th), Ar(T2) - en (B(F(H)), ™n),
tienen la misma distribucion que las variables

o i iy

] A BT, ATy & B Ty) en (BIF(HA)), Trn

. {geém@g
VN

v las anteriores variables aleatorias son suma de N variables, donde los sumandos tienen la
misma distribucion conjunta que las variables

1 1.1 1,
ﬁl(f%ﬁl (f):ﬁT(g)aﬁT (9), M(Th), Ar(T2) en (B(F(H)), ™)

Usando que los cumulantes son multilineales, vemos que cada sumando de k, »(a,b) es de la
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forma Kpyn(ct, ..., Cm,d1, ..., dy), donde ¢; € {I(f),1*(f), Mi(T1)} y d; € {r(g),7*(g9), Ar(T2)}.

Por nuestro primer teorema,

Fman (CLy ooy Cmy iy oy dp) = Hm N - (G- Epdy - - dp$2, Q),

N—o0

donde

_ ) 7 (rlg) m(g9)
¢ € \/Nv \/N’Al(Tl)} y dje{\/ﬁv \/N’AT(TQ)}»

en correspondencia con ¢; y dj. Por definicién de los elementos en el espacio de Fock, los tinicos
cumulantes no cero de K, n(a,b) son

/{m+n(l*(f)a Al(T1)7 L) Al(Tl)v AT(T2)7 E) AT(TQ)a T(g))a

m—1 veces n—1 veces

que es igual a

Jim N (N )™ AT

por la hipétesis de que a y b conmutan.

r(9)Q, Q) = (17" £, 137 g),

|
Lo anterior serd tutil mas adelante, ahora discutamos la primera caracterizacién de las distribu-
ciones infinitamente divisibles bi-libres: la representaciéon de Lévy-Hincin.

5.2 Representaciéon de Lévy-Hincin

Comenzamos con un resultado que relaciona la transformada R de una variable de dos caras en un
C*- espacio de probabilidad no conmutativo y la transformada R univariada de las caras.

Lema 5.2.1 Para una variable de dos caras (a,b) bipartita y autoadjunta en un C*-espacio de
probabilidad no conmutativo (A, ), tenemos

7-\)'(a,b) (Z> O) = ZRa(Z)a Y 7z(a,b) (07 'LU) = wa(w)a
para z y w en una vecindad de 0.

Demostraciéon. Demostremos la primera igualdad, la segunda es andloga. por la relacion 3.5 es
suficiente probar que
Zw

lim =1,
w00 G(qp) (Ka(2), Kp(w))

para z # 0 cerca de 0. Y como para (z,w) en una vecindad agujerada de (0,0), tenemos

G(a,b)(z_lv w_l) = w(p((z_l - a)_l(l - wb)_l)a
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entonces,

zZw _ z(wRp(w) + 1)
GlenFKall 0D (a0 a1 - )
plw

y como limy, 0 1/Kp(w) = 0y limy—0 wRy(w) = 0, se sigue que

. W z z
lim = = =1.

w=0 Gap) (Ka(2), Kp(w)) — @((Ka(z) —a)™")  Ga(Ka(2))

|
Una medida de probabilidad v con soporte compacto en R es H-infinitamente divisible si y sélo
si su transformada R tiene la forma

Ru(z) = mlf+/

R

z

1-— zsdp,,(s),

donde p, es llamada la medida de Lévy libre de v, es una medida de Borel finita en R, y &7 es
el primer cumulante de v. Tal representacion es conocida como la representacion de Lévy-Hincin
libre. Comencemos la discusién sobre la representacion de Lévy-Hincin bi-libre.

5.2.1 Primera forma: medidas con soporte compacto

Definicién 5.2.2 Consideremos una sucesion real de 2 variables R = { Ry n}mnen. Y definamos
en Co[s, t] (dlgebra de polinomios conmutativos en las variables s y t, con término constante igual
a cero) la forma sesquilineal [-,-|r, como [s™t", "1™ | p = Ry, 4mo.n1+ns

i) R se dice condicionalmente positiva semi-definida (CPSD) si [p,p]r > 0 para todo p € Cqs, t].

it) R se dice condicionalmente acotada, si existe un niumero L > 0 tal que

|[s™¢"p, plR| < L™ - [p, plR,

para todo p € Cy[s,t] y m,n > 0.

Teorema 5.2.3 [25, Teo. 3.10] Sea p una medida de probabilidad con soporte compacto en el
plano, y & = {Kmntmnen los cumulantes bi-libres de p tal que kb, kg > 0. Entonces, los
siguientes enunciados son equivalentes.

1. La medida p es BA-infinitamente divisible.
2. La 2-sucesion k es CPSD y condicionalmente acotada.

3. Existen medidas de Borel positivas p1 y pa con soporte compacto en R? y una medida de Borel
finita p en R? que satisfacen

10,01 < p1({(0,0)})p2(£(0,0)3),
tdp(s,0)] = sdp(s, )], sldpals,t)] = tldp(s, 1),
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tal que

(1 —zs)(1 —wt)

Ru(z,w) = 2R1(z) + wR2(w) + /
RQ

dp(s,t),

se tiene para (z,w) en una vecindad de (0,0), donde

v z
Rl(Z) = "11,0 +/ 1— stp1(87t)7 Y
]RQ
v w
R2

Si las afirmaciones anteriores se cumplen, entonces R, se extiende analiticamente a (C \ R)?
mediante las formulas anteriores.

Haremos una demostracién analitica de este teorema en la subseccién 5.6.1.

Supongamos ahora que p es una medida de probabilidad con soporte compacto en el plano. Si
k" es CPSD y ”5,2 = 0, entonces ki, , = 0 para cada (m,n) con m+n > 2, n > 1. En este caso, p
es la distribucién de (a, K,'LOL’I -1), donde a es una variable aleatoria autoadjunta en algtiin C*-espacio
de probabilidad no conmutativo. En otras palabras, u = v, X 5,{5,1, la medida producto de la
distribucién v, de a y 5,{5’1. Si, ademas, k" es condicionalmente acotada, entonces la 1-sucesién

{kl, +2,0}m>0 €s una sucesién de un problema de momentos de Hausdorff en un intervalo acotado,
y por tanto es determinada, lo que significa que existe una medida con soporte compacto p; en R
que tiene por momentos a la sucesién (ver [1] para mdas detalles). Por tanto v, es B-infinitamente
divisible, y la transformada R de p esta dada por

z
Ru(z,w) =z m6‘71+/1_28dp1(8) + w4,
RQ

reciprocamente, cualquier funcién que tiene la forma del lado derecho de la 1ltima expresion es la
transformada R bi-libre de alguna medida con soporte compacto. Aplicando esta observacién a
Ru/N para todo N € N se tiene la infinita divisibilidad bi-libre de y. En general, se puede ver (y lo
veremos mas adelante) que el producto de dos medidas con soporte compacto en R, HB-infinitamente
divisibles es HH-infinitamente divisible.

Lema 5.2.4 Supongamos que {un}nen es una sucesion de medidas en el plano con soporte com-
pacto con la propiedad de que, para todo m,n € N, el limite

Mpyn = 1\}5]000 s™t"dun (s, t),
R2

existe y es un nimero finito. Si existe un nimero L > 0 tal que |My,,| < L™ para todo
m,n € N, entonces la 2-sucesion M = { My, n}mnen €s una sucesion de momentos determinada,
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es decir existe una medida unica en el plano cuyos momentos son My, ,,, y tal medida tiene soporte
compacto (Ver [37] para mds detalles).

Demostracién. Para todo mg,ng € N U {0} fijos, las 1-sucesiones o = {Mp onotm>0 ¥ B =
{Mapmyn + Ronltn>0 cumplen todas las condiciones del problema de momentos de Hamburger (de
nuevo citamos [1]). Luego, usando el hecho de que |My, | < L™ concluimos que las medidas
representaciéon de v y 3 son ambas de soporte compacto y por tanto son determinadas (i.e es tinica).
|

En la siguiente seccién estableceremos resultados como los anteriores para medidas con soporte
no necesariamente compacto.

5.3 Transformadas R infinitamente divisibles

Recordando la notaciéon del problema central 5.0.1, sea v, la distribucién de la suma S,. Se
tiene que R,, = kR, en un bi-disco centrado en (0,0). Algunas condiciones necesarias para la
convergencia de {v, }nen son inmediatas, por ejemplo, si la sucesion v, converge débilmente a una
medida de probabilidad v en R? entonces

L. pn = 0(0,0), ya que existe un dominio comun de definicién {2 para todos los R,,,, y también
para todos los Ry, , tal que R,, = Ry, /kn = (Ry +0(1)) - o(1), cuando n — oo en Q y
Ry, (—iy, —iv) = Ry, (—iy, —iv)/k, = o(1) uniformemente en n, cuando y,v — 0. Asf que,
pin = 9(0,0)- Esto implica también que MS) = lin o7rj_1 = dg, j = 1,2 para las marginales. De
hecho el reciproco también es cierto, si las marginales MS ) = do, j = 1,2 entonces pn = (0,0)-

2. Para cada j, se tiene la convergencia débil V,(lj ) = ) para las marginales y por la proposicion
3.2.5 tenemos

NOIOE: MOE: IN:: M0}

k., veces

por propiedades de la biyeccién de Bercovici-Pata se sigue que v9) debe ser B-infinitamente

divisible. Por otro lado, aplicando la transformada R unidimensional a la convergencia débil
y,(l] ) = v, tenemos ,u,q(f ) = dop. Denotemos v = u%’a para decir que v (por ser B-infinitamente
divisible) tiene representacién de Lévy-Hincin (unidimensional) con par generador (v, o) en-

)

tonces para la convergencia de 1/7(1] es necesario y suficiente que

~ fnt_ )
wite | Ty
R

() =",

y el limite débil unidimensional

se cumplan simultaneamente.



5.3. Transformadas R infinitamente divisibles 81

()

Asi, asumiendo la convergencia débil de las marginales u,;’ bajo convolucién libre, la clave para
comenzar a responder a la pregunta principal del capitulo es el siguiente teorema.

Teorema 5.3.1 [30, Teo. 3.2] Sea {jin}nen una sucesion de medidas de probabilidad en R?, y sea
kn una sucesion de enteros tal que lim, o k, = 0o. Para j = 1,2, supongamos que Vj, = [MQ)]E’%
converge débilmente a I/%j’gj, la medida B-infinitamente divisible determinada por el par generador

(vj,05). Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes

1. Ellimite puntual R(z, w) = limp 00 kn Ry, (2, w) existe para (z,w) en un dominio 2 donde todos
los R, estdn definidos.

2. El limite puntual

D(z,w) = lim kn/ i Z?)U(Slt_ wh) dpn (s, t),

existe para todo (z,w) € (C\ R)2.

3. Las medidas con signo finitas

dpn(s,t) =

k st djin(s, )
nmm /’L’VZ I Y

convergen débilmente a una medida con signo finita p en R2.

Mas aun, si 1,2 y 8 se cumplen, entonces la funcion limite D tiene una representacion integral
unica

D(z.w) :/zw\/1+82\/1+t2dp(s,t),

(1 —2zs)(1 —wt)
y tenemos
R(z,w) = ZRUE’}Yalvo'l (z) + wRVBvaz»oz (w) + D(z,w).

En particular, el limite R(z,w) se extiende analiticamente a (C\ R)?

La demostracion es extensa y puede encontrarse en [30].

Supongamos ahora que las sucesiones {p,} y {kn} cumplen la condicién adicional
knRy, = Ry,, n=>1,

para alguna medida de probabilidad v, en R?. Por ejemplo, esto ocurre para cualquier k, cuando
ln tiene soporte compacto, y tomamos v, como la convolucién bi-libre de pu,, k,-veces con ella
misma. En este caso tiene sentido investigar la convergencia de las medidas {v,}. Con el siguiente
corolario respondemos una parte de la pregunta central 5.0.1.
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Corolario 5.3.2 (Criterio de Convergencia) Consideremos todas las hipdtesis del teorema 5.3.1.

La sucesion v, converge débilmente a una medida de probabilidad en R? si y sélo si las convoluciones
libres de marginales [MS)]BW y las medidas con signo p, convergen débilmente en R y R?, respec-
tivamente. Mas ain, si v, = v, [,ugf)]mk" = vg 7

) = V%j’gj, 7 =1,2 y ademds,

, 7 =129y p, = p, entonces las marginales

Gu(z,w) |1 = G i iga, (/G (2),1/G e (w))] =G, (2)G, e (w),

para (z,w) € (C\ R)2.

Demostracién. Supongamos v, = v para alguna medida v en R%. Como W) = [ug )]Bak", por la

proposicién 3.2.5, tenemos [,uq(f )]Eak" = v al tomar transformada R en el limite y en la sucesién
y que la transformada R univariada es aditiva con la convolucién B. Entonces el limite v(9) es
E-infinitamente divisible y p, = 0(9,0y. La convergencia de las medidas p;,, es entonces consecuen-
cia de la convergencia puntual R,, — v por el teorema 5.3.1. Reciprocamente, supongamos la
convergencia débil de [,u%] )]EE’“” y {pn}. La convergencia débil de las marginales implican que {v,}
es tensa, por tanto para la convergencia deseada (por resultados de la transformada R) sélo hay
que probar la convergencia puntual de R,,,, lo cual se sigue de que p,, converge débilmente (por el
teorema 5.3.1). Ademds como vimos antes la transformada R de un limite v tiene la representacién
integral

Ru(z,w) = 2R (2) + WR, 2.2 (W) + G iz 724, (1/ 2, 1/ w),

para (z,w) € (C\ R)2. [

Continuamos con nuestra investigacion de la caracterizacion de las leyes limite. Sea R =
lim,, o0 kR, el limite puntual del teorema 5.3.1. Entonces para cualquier entero m > 2, la funcién
R/m es el limite de |k,/m|R,,. En otras palabras, el limite de k,R,, se puede descomponer en
una suma de m funciones idénticas del mismo tipo. Esta propiedad del limite R puede verse también
de su representacién integral

R(z,w)/m = ZRygal/m,ol/m(Z) +WR s o m (W) + G sz izapym (/% 1/w),

donde la quintupla (71, y2, 01, 02, p) de nimeros y medidas nos la da el teorema 5.3.1. En el siguiente
teorema mostramos que todo limite integral de esa forma es una transformada R bi-libre.

Teorema 5.3.3 [70, Teo. 3.6] Sean {un} una sucesion de medidas de probabilidad y {k,} sucesion
en N, ambas satisfaciendo las hipdtesis del teorema 5.5.1, y supongamos que R = lim,_ o kR,
existe en un dominio ). Entonces existe una tunica medida de probabilidad v en R? tal que R = R,
en €.

En la seccién anterior definimos la divisibilidad infinita bi-libre para medidas con soporte com-
pacto. En base a los resultados anteriores eliminemos esa restriccion.

Definicion 5.3.4 Una transformada R bi-libre R, en un dominio €2 se dice infinitamente divisible
si para cada m € N existe una medida de probabilidad i, en R? tal que R, = mR,,, en ). En
ese caso, la medida v se dice infinitamente divisible bi-libre o HH-infinitamente divisible.
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5.4 Clases de distribuciones infinitamente divisibles

En esta seccién presentaremos tres clases importantes de distribuciones infinitamente divisibles
bi-libres, las Leyes gaussianas, Poisson compuestas y una mas trivial los productos de marginales
infinitamente divisibles.

5.4.1 Leyes gaussianas bi-libres

Sea (x1,x2) una variable de dos caras en un C*-espacio de probabilidad no conmutativo (A, ¢),
supongamos que la variable es autoadjunta, bipartita y tiene distribucién v de limite central
(definidas en el capitulo 2) con matriz de covarianzas

a c
°=(15)
donde a = p(22), b = @(23), ¢ = @(r172) = @(T271), esa tltima igualdad pues el par es bi-
partito. Es facil probar una desigualdad tipo Cauchy-Schwarz en los espacios de probabilidad no
conmutativos (es uno de los primeros resultados de [35]), por lo que |c|? < ab.
Por otro lado, sea 1o la distribucién limite, en la notacion del teorema 5.3.1, considerando
11 =72 =0,y 01 =ady, o2 =>bdyp=cdpp) En ese caso, RVE’}YHLUI (z) = az, RV%MQ (w) =bwy

D(z,w) = czw, y por tanto
R (2, 0) = az? + bw? + czw.
Pero también

Riap) (2, w) = Z Ry n(a,b)zmw".
m>0
n>0
m+n>1

Asi que concluimos de las dos expresiones que los cumulantes de vo de orden 1 y de orden > 3
son cero y por tanto es una distribucién de limite central con matriz de covarianzas 2. Como
la matriz de covarianzas determina de manera Unica a la distribucién de limite central entonces
vo = v. Por lo que podemos concluir que una distribucién es distribucién de limite central si y sdlo
si es un limite como el descrito en el parrafo anterior. Observe también que las marginales de v
tienen transformada R libre de una semicirculo.

El criterio de convergencia del ultimo corolario garantiza que la distribucién v tiene soporte
compacto y es absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue dsdt en R?, siempre
que |c| < Vab. El caso estdandar a = b = 1, es el que corresponde al teorema de limite central
bi-libre. Para el caso estandar, Huang y Wang obtienen en [30] una expresion, usando la férmula
de inversién con la que iniciamos el capitulo 3. Ellos obtienen para |c| < 1,

J 1—¢? V4 —s2V/4 — 12
V=
272 2(1 — ¢?)? — (1 4 ¢?)st + 2¢2(s? + t2?)

dsdt, (5.2)

donde —2 < s,t < 2. Observemos que si las marginales son no correlacionadas es decir ¢ = 0,
obtenemos v = § x S, la medida producto de dos leyes semicirculo estandar S. Por tal motivo, a la
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medida v de la expresién 5.2 la llamamos distribucion bisemicircular o bisemicirculo con coeficiente
de correlacién ¢, y al caso ¢ = 0 lo llamamos bisemicirculo estandar. El caso |¢| = 1 corresponde a
una medida de probabilidad que no es llena, i.e, con soporte concentrado en una linea recta en el
plano. A continuacién presentamos algunas graficas de la densidad 5.2 para diferentes parametros
c.

(a) Grafica (b) Gréfica de contorno

Figura 5.1: Distribucién bisemicirculo con ¢ = —1/3

-2 -1 L1 1 1

(a) Gréfica
(b) Gréfica de contorno

Figura 5.2: Distribucién bisemicirculo con ¢ = 1/2
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-2 -1 0 1 2

(a) Gréfica (b) Gréfica de contorno

Figura 5.3: Distribucién bisemicirculo con ¢ = 0.999

(a) Gréfica (b) Gréfica de contorno

Figura 5.4: Distribucién bisemicirculo estdndar (¢ = 0)

Ahora consideremos ¢ € [—1,1] y Z;, Z> dos variables aleatorias independientes en el sentido
clasico e idénticamente distribuidas con distribucién (1/2)6_1 + (1/2)d1, y sea u, la distribucién
del vector aleatorio

(X0, V) = (VA +¢)/2nZ) — /(1 — ¢)/2nZa, /(1 +¢)/2nZ1 — /(1 — ¢)/2nZs),

y como el dominio de atraccién de la distribuciéon normal estandar coincide con el de S, la conver-
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gencia débil de marginales [,u%] )]EE” = § se tiene para j = 1,2. Por otro lado, el limite puntual

XY,
D(z,w) = lim nE “02nTn

nooo | (1= 2 X (I —wY,) | T G0 (1/2,1/w),

implica la convergencia débil p, = ¢d(g0). Por lo que la distribucién limite es precisamente la
distribucién bisemicirculo con parametro c. El caso general para a,b se sigue de un argumento
parecido, re-escalando.

Podemos considerar una familia un poco mas amplia, que corresponde a los limites v, obtenidos
al considerar en el teorema 5.3.1 1,72 arbitrarios, y o1 = adg, o2 =bdg y p = cd(0,0)- En ese caso,
Ru%lv(’l (2) = + az, Ryﬂvawz (w) =72+ bwy D(z,w) = czw, y por tanto

Ru(z,w) = y12 + yow + az® + bw? + czw.

A esta clase limite la llamamos distribuciones gaussianas bi-libres con media (v1,72) y matriz

de covarianzas
a c
c b /)’

Obviamente las distribuciones bisemicirculares son distribuciones gaussianas bi-libres con media
(0,0) y matriz de covarianzas de la forma
1 ¢
c 1)’

Otra manera de obtener las distribuciones bisemicirculares es considerando el espacio de Fock
libre.
Sea H un espacio de Hilbert y consideremos en el C*-espacio de probabilidad (B(F(H)), ) las
variables a = I(f) + I*(f) vy b = r(g) + 7*(g), donde f,g € H son tal que Im(f,g) = 0. Por la
proposicién 5.1.5, a,b conmutan y son H-infinitamente divisibles, ademds dedicamos un tiempo a
demostrar que los inicos cumulantes de (a,b) que no se anulan son

“5,0 = [I71%, "55,2 = [lglI*, "ﬂlfg =(f,9),

donde p denota la distribucién de (a, b). Entonces,
Ru(z,w) = [[fI%2% + (£, g)2w + |lg|*w?,

y concluimos de la representacién de Lévy-Hincin para medidas con soporte compacto que u es
BH-infinitamente divisible con p1 = || f[*60,0), p2 = 91?00 ¥ 1 = (f9)0(0,0)- Puede verse de
esto que la distribucién de (a, b) es bisemicircular, en el caso en que ||f|| = ||g|| = 1, con pardmetro
(f,9), que por la desigualdad de Cauchy-Schwarz cumple las condiciones anteriores. Esto generaliza
lo ocurrido en el caso libre, en el cual sabemos que a, b son variables semicirculares.
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5.4.2 Leyes Poisson compuestas
Sea A >0y (o, 8) € R2. Para N € N, sea

A A
pn = (1 - N)5(0,0) + N5(a,5),

y sean {(an.x,bn.k)}h_, variables de dos caras bipartitas, bi-libres, idénticamente distribuidas y
autoadjuntas con distribucién py en algin C*-espacio de probabilidad no conmutativo (Ax, pn).
Notese que para m,n > 0, m +n > 1 tenemos

A

Fmn = IV - QDN(aﬁ;leJI\J/;I) =N Namﬁn = Aa"p".

Entonces por el teorema 5.1.3 existe una variable de dos caras bipartita (a,b) en algin espacio
de probabilidad no conmutativa (A, ¢) tal que los cumulantes bi-libres /153,’%) de (a, b) coinciden con

Km,n, Y 10s momentos mixtos [ s™¢" d,u%EN converge a ¢(a™b") para m,n >0, N — co. Sea
]RQ
kx(a,b) = kr(a,...,a,b,....b),
S~ Y~

m veces mn veces

para m € NC(m +n) y L = max{1,\, |«a|,|8|}. Entonces, usando la férmula momento cumulante
y las desigualdades |y, | < (L?)™" y el hecho de que |NC(k)| = Cj, < 4F (donde C}, es el k-ésimo
nimero de Catalan), tenemos

e < Y7 IRala,b)] < (LA™ INC(m+n)| < (4L7)",
Te€NC(m+n)

Y por tanto, la distribucién del par (a,b) es alguna medida de probabilidad en el plano con
soporte compacto f y Kmn = Kinn. Finalmente, un simple cdlculo muestra que

R,(z,w) = > Mozm)™(Buw)"

m,n>0, m+n>1

2w Aafzw
] e {“ 1—5w] T aa) (1 - Bu)’

y por la férmula tipo Lévy-Hincin para medidas con soporte compacto concluimos que p es HHE-
infinitamente divisible con p; = )\525((1,5), p2 = )\tQ(S(Q,B) y p = Astd(q,p). Observe también que la
funcién

0422

— Qaz

=\
z[a—Fl

R(z):)\{a—k o’z }

1—az

es la transformada R (univariada) de la distribucién de Poisson libre con tasa A e intensidad de salto
a. Lo anterior motiva a que llamemos a p la Distribucion Poisson bi-libre con tasa A e intensidad
de salto («, ).

La idea ahora es generalizar lo anterior; sean A > 0 un pardmetro y u # 6 ) una medida de
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probabilidad en R%. Consideremos,

A A
pn = (1= )00 + ()u, n =1

Se puede ver que la convoluciones libres marginales [ugf )]EH”, donde u,(f ) = (1=X/n)do+(\/n)p9),

convergen débilmente a una ley poisson compuesta libre con par generador

= [ @, o) = 2 @)
J 1+ x2 ’ J 1+ 2 ’
R
y las medidas con signo p,, converge débilmente en R? a
M (s, 1),

P= V1+ 521+ t2

Entonces por el teorema 5.3.3 el limite R = lim,, o, "R, existe y tiene representacion integral
R(z,w) = A[(1/2w)G,(1/2,1/w) — 1] o equivalentemente

1

129 —up WD 2w ER,

R@wg:—x+x/

R2

la ultima integral es de hecho la transformada R bi-libre de una tnica distribucién de probabilidad
Ux,u, @ tal distribucion la llamamos ley Poisson compuesta bi-libre con tasa A y saltos u. Para
demostrar la existencia de v) ,, procedemos por método de truncamiento. Para cada m € N,
sea fm, una funcién continua con soporte compacto tal que 0 < f,, < 1y fn(s,t) = 1 para
(5,t) € Ky = {(s,t) : |s| < m,[t| < m}y fm es cero en el complemento R? \ K,,,1. Para m
suficientemente grande, introducimos el siguiente truncamiento

d:u’m = Cmfmdﬂa

donde la constante de normalizacién ¢, es elegida tal que y™(R?) = 1. Por el teorema de con-
vergencia dominada, ¢,, — 1y g™ = p en R? cuando m — oo. Nuestro corolario “criterio de
convergencia” nos provee una ley vy ,m cuya transformada estd dada por

R (z,w) = AN[(1/2w)Gym(1/2,1/w) — 1], z,w €R,

V), um
y por tanto la convergencia débil p™ = u implica que {R,,Wm }men converge puntualmente a la
integral By Ry, ,m (—iy, —iv) — 0 uniformemente en m cuando y,v — 0%. Pero esto tltimo
garantizan que las distribuciones v ,m convergen débilmente a una unica distribucion limite v ,
y R="TR,, ,. Obviamente, la distribucién de Poisson bi-libre es un caso particular de esta clase, al
tomar p = 94, g)-

5.4.3 Producto de medidas infinitamente divisibles

Todas las medidas “deltas de dirac” son infinitamente divisibles bi-libres. Una manera menos
trivial de construir medidas infinitamente divisibles bi-libres es haciendo el producto de dos leyes
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E-infinitamente divisibles. Esto es muy sencillo de ver, ya que si (v1,01), y (72,02) son pares
generadores entonces la férmula de Lévy-Hincin unidimensional y nuestros resultados anteriores
implican que la medida producto

— ;1,01 2,02
V= Vg QLUg T,

en R? tiene transformada R bi-libre

w+t
1—wt

zZ+s

R,(z,w) =z %—i_/l—zs doi(s)| +w 724—/
R R

doa(t) |,

para (z,w) € (C\ R)2. Es obvio que R,/m es la transformada R bi-libre de la correspondiente
medida producto

v1/m,o1/m Y2/m,o2/m
Vg @ Vg ,

para todo m > 2.

5.5 Caracterizaciones importantes

Comenzamos esta secciéon con un teorema, que, junto con los resultados anteriores nos dan una
respuesta completa al problema central 5.0.1.

Teorema 5.5.1 (Caracterizacién tipo Hincin) [70, Teo. 3.9] Sea v una medida de probabi-
lidad en R?, y sea R, su transformada R definida en un dominio Q). La ley v es infinitamente
divisible bi-libre si y solo si existen medidas de probabilidad ji, en R? y enteros positivos ky, — o0,
tal que [,uglj)]EEk" =0, j=1,2 y R, = limy_s00 knR,, en Q.

Demostracion. El “sélo si” es el resultado del teorema 5.3.1. Para el “si” debemos probar que el
limite
Ry/m = T}i_)nolo[kn/m]Run,
es una transformada R bi-libre, pero eso es consecuencia del teorema 5.3.3. ]
En probabilidad libre, toda distribucién infinitamente divisible es limite de distribuciones Pois-

son compuestas. Ese resultado es ttil, y la prueba del teorema 5.3.3 nos hace pensar que ese
resultado también es cierto en probabilidad bi-libre, para demostrarlo necesitamos un lema.

Lema 5.5.2 Sean 7 y 7' dos medidas de Borel finitas positivas en R? que satisfacen

t2 2,
de(S, t) = 1 T t2 dT (S, t),
en la o-dlgebra de R? y tienen las mismas marginales
7'0771_1 :T/Oﬂ'l_l,

con respecto a la proyeccion my(s,t) = s. Entonces T = 71'.
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Demostracién. Es suficiente probar el resultado para todo rectdngulo abierto E = I x (a,b), donde
I,(a,b) intervalos (no necesariamente acotados en R) y de hecho si a > 0 0 b < 0, es inmediato.
Si a = 0, por la continuidad de 7 y 7" tenemos 7(E) = lim,_,g+ 7(I x (&b)) = lim o+ 7/(I X
(e,b)) = 7/(F). Similarmente si b = 0. Por otro lado, de la hipétesis de las marginales tenemos
7((a,b) x R) = 7/((a,b) x R) y por tanto se tiene el caso (a,b) = (0,00) y (a,b) = (—00,0), y vemos
que 7((a,b) x {0}) = 7'((a,b) x {0}). En general, si ¢ < 0 < d aplicando lo anterior a los conjuntos
(a,b) x (0,d), (a,b) x {0} y (a,b) x (c,0) se tiene el resultado. ]

Teorema 5.5.3 (Convergencia de leyes Poisson) [70, Prop. 3.11] Sea v una medida de pro-
babilidad en R?. Entonces v es infinitamente divisible bi-libre si y sélo si existen medidas i, en
R? y enteros positivos k, — oo tal que las leyes Poisson compuestas bi-libres Ukn,un COTVETGEN,
débilmente a la medida v.

Demostracién. La aproximacién Poisson vy, ,, = v se tiene para una subsucesién de enteros
siempre y cuando se tengan las convergencias débiles

k,, s k12

LS (s.8) = T,

142 dpin(s,t) = T2,

k, st
V14521 +¢2

sobre la misma subsucesion. Es facil verificar que los limites débiles 7 y p deben satisfacer

dpn(s,t) = p,

t S
ﬁdﬁ (5, t) = ﬁdﬂ(s, t),

en R?. De hecho las hip6tesis del lema anterior se satisfacen para cualquier limite débil 7y 7/ de
la sucesion ky,s2/(1 + s2)dpuy,, por lo que 7 = 7/. Similarmente para 9. De hecho las convergencias
débiles se tienen sin pasar a las subsucesiones, tal como la aproximacion de Poisson a v. ]

Otras caracterizaciones importantes involucran semigrupos aditivos, pero eso lo discutiremos
en la siguiente seccién. También definimos la convolucion bi-libre para medidas con soporte no
necesariamente compacto, pero infinitamente divisibles.

5.6 Procesos de Lévy y semigrupos

Recordemos que la forma integral de la transformada R de una medida v € BZD (medidas infini-
tamente divisibles bi-libres) estd dada por

Ru(z,w) = ZRV%LUI (2) + ’LURV%Q"Q (w) + Gy yirea,(1/7 1/w),
donde v3)"”, j = 1,2y pson las leyes limites del teorema 5.3.1. La quintupla I'(v) = (y1, 72, 01, 02, p)
es Unica para cada medida infinitamente divisible bi-libre y es independiente de las sucesiones
{pn}, {kn}, que usemos para obtenerla. Al ser limites, tales quintuplas son cerradas bajo suma
y multiplicaciéon por escalar real componente a componente. Esto implica que la convolucién bi-
libre HHH se puede extender de medidas con soporte compacto a medidas infinitamente divisibles
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bi-libres; Para cada vy, o € BID, su convolucién bi-libre vy H Hrs se puede definir como la tnica
distribucién infinitamente divisible bi-libre tal que

F(Vl H BE‘I/Q) = F(Vl) + F(VQ),
Pongamos esto en la siguiente proposicion, de una manera méas formal.

Proposicién 5.6.1 (Convolucién bi-libre aditiva generalizada) FEziste una operacién bina-
ria asociativa y conmutativa BE : BID x BID — BID, tal que para cada vy, s € BID, la relacion

lelEEBHVQ - Ryl + RVQ?
se tiene en (C\ R)2.

Ademas, la aplicacion I es inyectiva y débilmente continua, es decir, si I' (V) = (Y1n, V2n, O1ns O2n, Pn)
y I'(v) = (y1,72,01, 02, p), entonces v, = v implica que vj, — v, Ojn = 0; ¥ pn = p, cuando
n — oo, para j = 1,2. Sin embargo, la aplicacién I" no es sobreyectiva y su rango sera estudiado
mas adelante.

Dada una medida v € BZD, hemos visto que para cada t > 0, existe una unica ley v, € BID
tal que
Ry, = lim [tk,]R,, =tR,,
n—oo

en (C\ R)?, donde R, = lim,_ye0 knR,, para algunos {u,}, {k,} (como ya mencionamos la
construccién de v es independiente de esa eleccién). Fijando v = (g g), tenemos

I'(v) =tI'(v),

y la familia resultante {14 }+>0 forma un semigrupo débilmente continuo de medidas de probabilidad
en R? bajo la convolucién bi-libre (generalizada) B en el sentido que

U5+t:VSBHBHVt, Satzoa

y vt = vo = d(0,0) cuando t — 0%. Reciprocamente, si {14};>0 es un HH-semigrupo débilmente
continuo de medidas de probabilidad en R?, entonces cada 14 es infinitamente divisible bi-libre. En
particular, la ley v pertenece a la clase BID y genera al proceso {14}+>0 en términos de la trans-
formada R bi-libre. Ponemos todo esto en la siguiente proposicién, que nos da una caracterizacién
mas, aunque la demostracion formal la haremos cuando definamos Procesos de Lévy bi-libres.

Proposicién 5.6.2 (Propiedad de Incrustacién) Sea v medida de probabilidad en R?. En-
tonces v € BID si y solo si existe un BB-semigrupo débilmente continuo {vi}i>0 de medidas de
probabilidad en R?, que satisface vy = v y Ry, =tR, en (C\ R)2.

Notemos que las marginales {I/t(j )}tzo de un EHH-semigrupo {1;}i>¢ forman también un semi-
grupo continuo respecto a la convolucion libre en R, y se tiene que

R,0(2) = 1R, (), Im(z) #0,
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para las transformadas R unidimensionales. El andlisis arménico libre que hacen en [I1] muestra
que la dindmica del proceso {I/t(j)}tzo esta gobernada por las ecuaciones diferenciales parciales
complejas tipo Burgers

%G, (2) + R, 5)(G ) (2))0:G ) (2) = 0,

en el plano superior, para t > 0, donde la derivada respecto al tiempo de GV@ (z) en t = 0 es igual
t

a la transformada R unidimensional R, (z). Definamos ahora los procesos de Lévy bi-libres.

Definicién 5.6.3 Un Proceso de Lévy bi-libre (Z;);>o es una familia de variables de dos caras
bipartitas y autoadjuntas en algin C*-espacio (comun) de probabilidad no conmutativo, esto es,
Zy = (X1, Y;), donde X; = X, Vi =Y, vy [X4,Y:] =0, con las siguientes propiedades

i) Zo = (0,0).
ii) Para cualquier 0 <ty <t} < --- < ty, los incrementos

Zt()uZh - ZtO’ZtQ - Ztla "'aZt - Ztn 19

son bi-libres, donde Z; — Zs = (X; — X, Y; — Ys).
iii) Para s,t > 0, la distribucién de Zs;; — Zs depende sélo de t.
iv) La distribucién de Z; tiende a d(g o) débilmente cuando t — 0%.

Andlogo al caso libre, tenemos la siguiente relacién entre procesos de Lévy bi-libres y distribuciones
HH-infinitamente divisibles.

Teorema 5.6.4 [, Teo. 4.2/

1. Sea (Z)¢>0 un proceso de Lévy bi-libre, y sea p; la distribucion de Zy, t > 0. Entonces,
w1 es BE-infinitamente divisible, y para cada T > 0, las distribuciones (pu)o>t>1 tienen
soportes uniformemente acotados. Mas ain, la familia (p)e>o satisface la propiedad aditiva
del semigrupo bi-libre

MSEEHt:MS-ﬁ-ta Sutzoa
y para cada t > 0, la identidad
R/Lt (Z’ U}) = tR,ul (Za ’U)),

se tiene en una vecindad de (0,0).

2. Para cada medida con soporte compacto en el plano u € BID, existe un proceso de Lévy
bi-libre (Zt)¢>0 tal que la distribucion de Zy es igual a pu.

Demostracion. Probemos la segunda afirmacion. Sean f,g € H, espacio de Hilbert, y los opera-
dores

a=1(f) + 1 (f) + M(T) + wly,
b=r(g) +r°(g) + Ar(T2) + Kl
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en B(H). Sean K = L?(Ry,dz) ® H. Para cada conjunto de Borel I en R, denotemos por xr la
funcién = 1 en I y = 0 en otro caso, y My el operador multiplicacién por x; en B(L?(R,,dx)).
Ademas sea

fr=x1®f, gr=x1®g9, Ay =M ®T1, y Br=M;®1T5.
Consideremos ahora la familia (Z;)i>0 = ((Xt, Yz))e>0, donde

Xo = U fio.g) + 1" (fro,9) + Mi(Apyg) +t- "#,07
Y = r(g0,9) + 7" (90,0) + Ar(Bpog) +t- K1,

son variables aleatorias autoadjuntas que conmutan en el C*-espacio de probabilidad no conmu-
tativo (B(F(K)), k). Claramente la primera y segunda condicién de la definicién de procesos de
Lévy se cumplen para la familia (Z;)1>0, ya que {L?((¢j,tj41],dz) @ H}o<j<n—1 son espacios de
Hilbert ortogonales. Ademés los cumulantes bi-libres de Zs1; — Z4 estdn dados por

Fmm = (M(s 544 © T (X(s,544 @ )y (Ms,5404 @ T2)" (X(s,544) @ 9))
= <X(s,s+t] & Tlm_lfa X(s,ert} & T2n_19>
= (T f, 15 g) =t

m,n’

para m,n > 1, donde /@f}n denota los cumulantes bi-libres de Z7, y

KEm,0 = <(M(s,s+t] ® Tl)m72(X(s,s+t} ® f)v (X(s,ert} ® f))
(X(s,s+t] ® T1m_2f7 X(s,54t] ® f) = tK/TZ)’LI,O’

para m > 0. Similarmente, tenemos ko, = tlsgfn, paran > 2. Y K1 = tnfg. Y como los cu-
mulantes de Zs1; — Zs dependen sélo de ¢, entonces también la distribucion de Zs;4+ — Zs, y se
tiene la tercera afirmacién. Notemos que eso demuestra también que los cumulantes bi-libres de Z;
coinciden con los de . Para finalizar la prueba, falta demostrar que piy = 99,9y cuando ¢ — 0. Y
como supg<i<1{||X¢|l, [|Y¢]|} < oo, sélo hay que probar que los momentos mixtos de p; convergen
a 0, cuando t — 0T, pues los soportes de u¢ son uniformemente acotados. Usando el hecho que
nf{’n = mﬁ;n — 0, cuando t — 0, de donde se tiene el resultado.

Probemos ahora la primera afirmacion, sea (Z;):>o un proceso de Lévy bi-libre con distribuciones
(u¢)e>0. Entonces tenemos Zs — Zy y Zsyt — Zs son bi-libres y Zii s = (Zs — Zo) + (Zs41 — Zs). Esto
muestra que pus BB, = psyy para s, t > 0. Por la propiedad de semigrupo, pq es HE-infinitamente
divisible y por la afirmacién que probamos antes existe un semigrupo aditivo bi-libre (v¢);>otal que
v = p, vt = 0(g,0) cuando t — 0%, y Ry, = tR,,. Por la propiedad de semigrupo tenemos

/,Ll/qEEBEI"'BHEE,ul/q:Vl/qBHEH--'BHBHZ/Uq,

q veces q veces

para todo ¢ € N; asi, q/@‘fnl,éq = ql@fﬁﬁf para todo m,n > 0, m +n > 1 por la aditividad de los

cumulantes bi-libres, y el hecho de que los cumulantes bi-libres mixtos se anulan. Esto muestra que
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p1/q = V1/q Para todo g € Ny asi

tp)q = H1/g BE--- BB g = vy BE--- BBy ), =

TV
p veces p veces

/9>

para todo p/q € QN [0,00). Por la propiedad de semigrupo de nuevo, la continuidad en 0 implica
la continuidad en cualquier ¢, por lo que py = 14 para todo ¢t > 0. Entonces R, = tR,,, como se
queria. [

Terminamos mencionando que en el articulo de Gu, Huang y Mingo [25], hacen la prueba del
siguiente teorema, utilizando compresiones (p.Ap, pP“P), tal como en el libro [35].

Teorema 5.6.5 [25, Teo. 5.3] Sea pn una medida de probabilidad con soporte compacto en R?;
entonces, existe un semigrupo aditivo (pt)i>1 de medidas de probabilidad con soporte compacto en
R? tal que py = p y ps B Buy = psys para todo s,t > 1 y la aplicacion t — py es continuo con
respecto a la topologia débil-x en las medidas de probabilidad en el plano.

5.6.1 Representaciéon de Lévy-Hincin: caso general

Empecemos asumiendo que v es una medida con soporte compacto, y por tanto su transformada R
R, puede escribirse como una serie de potencias absolutamente convergente con coeficientes reales

en algiin disco Q = {(z,w) € C? : |z|,|w| < r}. Nétese que como koo = 0,2R,1)(2) = Ry (2,0) y
wR 2 (w) = R, (0,w), entonces R,1) y R, también tienen una expresion convergente en series
de potencias y son uniformemente acotadas en ) y asi, la propiedad de semigrupo muestra que
Rym, j=1,2y R, tienden a cero uniformemente en € cuando ¢t — 0*. Por tanto existe tg > 0

taltque la identidad

zZw
14 tzRgl)(z) + twR?) (w) = tRu(2z,w)

Gt KV (2), K2 (w))

Y

se cumple para 0 <t <ty y (z,w) € Q* =Q\ {(0,0)}, donde G(t, z,w) es notacién de lo siguiente
G(t,z,w) = Gy, (z,w), Kt(l)(z) =tR,m(z) +1/z, Kt(z) (w) =tR,2 (w) + 1/w,

entonces la funcién G(t,Kél)(z),Kt(z) (w)) es una funcién C! en t y es holomorfa en (z,w) en el

conjunto abierto (0,%p) x Q*. Y tenemos la expresién

aG(t, KV (2), K2 (w) = ~R, ) (2)0.G(t, K (2), K (w))
2w(Ry(z,w) — 2R,1)(2) — wR,2)(w))
(1+tzR,0)(2) + twR 2 (w) —tR,(z,w))?’

Ry (w)Du Gt KM (2), K (w)) +



Procesos de Lévy 95

y también tenemos el limite v+ = d(0,9), asi que

lim 0.G(t, KM (2), K (w)) = lim

2
0t =0t (1Y) = K — )

lim 9,G(t, KV (2), K (w)) = —zu?,

t—0t

usando el teorema del valor medio, para cada (z,w) € Q* la funcién
te Gt KD (), K (),

también es diferenciable por la derecha en ¢ = 0, tomando también en cuenta que lim;_,q+ Kt(j ) (A =
1/A, j = 1,2 tenemos el siguiente resultado.
Proposicion 5.6.6 La derivada por la derecha

lim G 1/2,1/w) - G(0,1/2,1/w)

t—0+ t

= 2wR, (2, w),

para (z,w) € Q*.
Presentamos ahora (de nuevo), la férmula de Lévy-Hincin para medidas con soporte compacto.

Teorema 5.6.7 (Férmula de Lévy-Hincin para medidas con soporte compacto) [0, Teo.
4.2] Sea v una medida con soporte compacto en BID, y sea {vi}1>0 el BE-semigrupo generado por
v. Entonces existe una tripleta unica (p1, p2,p), donde p1, p2 medidas de Borel positivas con soporte
compacto y p medida de Borel con signo con soporte compacto en R? tal que

i) Las convergencias débiles
2 2

t t
S—dye(s,t) = p1, —dve(s,t) = pa, S—dye(s,t) = p,
€ € €

en R? y los limites
1 1
— [ sdve(s,t) = k1o y — [ tdve(s,t) = Ko,
€ €
R2 R2
se cumplen simultdneamente cuando ¢ — 0T,

i1) Tenemos

2 2

Ry (z,w) = K102 + Ko w +/ 1 j stpl(s,t) + / 1 iuwtdpg(s,t)
R2 R2
2w
d t
+/ (1 —2s8)(1 —wt) pls,1);

R2
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para (z,w) € (C\R)2U {(0,0)}.

iii) La masa total p;(R?) es igual a la varianza de la marginal v, j = 1,2, el nimero p(R?)
la covarianza de v, y las medidas p1, p2 y p satisfacen

tdpy = sdp,  sdps = tdp,
({0, 0 < pr({(0,0)})p2({(0,0)}).

Demostracién. Tenemos la igualdad

2wRy(z,w) = lim (1/€)[G(e,1/z,1/w) — G(0,1/z,1/w)]

e—0t

1 Zw
= lim — dve(s,t) —
0+ € / (1 —2zs)(1 —wt) ve(s,t) = 2w

. 1 / z8 N wt N zwst dve(s.1)
=zw | lm — Vels, )
=0t € l—2zs 1—wt (1—2zs)(1l—wt)

]R2

en un bidisco (2, el integrando es igual a cero para (z,w) = (0,0). Haciendo w = 0 tenemos

Ry (2) = (1/2)Ro(2,0) = lim ~

d t
e—o0te ) 1—zs ve(s,?),
R2
y tomando la parte imaginaria.
613&/ - 28’2 dve(s,t) = Im(Ry) (), |2] <.

Esto muestra que la familia {(1/¢)s?dv, : 0 < € < to} es uniformemente acotada en la norma de
la variacién total. De manera similar

R2
1

Kol = 6l_l)r(]gl+ - t dve(s,t)
R2

Y el conjunto {(1/€)t?dv, : 0 < € < tp} es acotado en la norma de la variacién total. Ademds
por la desigualdad de Cauchy-Schwarz el conjunto {(1/¢)stdv, : 0 < € < to} también es acotado,

asi que se tiene la existencia de las leyes limite p1, p2 y p, ya que la familia {v. : 0 < € < tp} es
tensa y tiene soporte uniformemente acotado. Por lo anterior tenemos

) 2w
61_1>r[1)1+ 1= 25) (1 —wi) < dye(s t) =Ru(z,w) — zR,1)(2) — wR,2)(w),
RQ
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Para (z,w) € Q. De donde se obtiene la unicidad de p y el hecho de que p(R?) = k11 (covarianza
de v). La unicidad de p1, p2 también se tiene y las igualdades son evidentes. ]

Presentamos ahora el resultado principal de esta subseccién, que tiene mas ventajas que el teo-
rema anterior, pues el soporte compacto no es necesario y nos provee una completa parametrizacién
de la clase BZD, y la prueba puede verse en [30)].

Teorema 5.6.8 (Representaciéon de Lévy-Hincin bi-libre: Caso general) [0, Teo. 4.3/
Sea R una funcién holomorfa definida en el dominio producto @ = (AU A) x (AU A) asociada a
algin dngulo de Stolz A. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes

1. FEuxiste una ley v € BID tal que R =R, en (.

2. Ezisten 1,72 € R, dos medidas de Borel finitas positivas p1 y p2 en R?, y una medida de Borel
con signo finita p en R? tal que

t/V1+t2dpr = s/ 1+ s2dp,
s/V 1+ s2dps =t/ 1+ t3dp,
({0, 00})* < pr({(0,0)})p2({(0,0)}),

y la funcion R se extiende analiticamente a (C\ R)2, via la férmula

224 zs w? 4+ wt w1+ s2V/1 + 2
R = d t —d t d t).
o) =zt [T e+ [ ST e+ [ TR )
R2 R2 R2

En este caso, la quintupla (y1,72,p1,p2,p) €S unica, y se tienen las leyes marginales ) =

@)
ViP5 .
vg © o, J=1,2.

El caso v soporte compacto se sigue del teorema anterior al hacer el cambio de variable dp| =
(14 s2)dp1, dphy = (1 +t2)dp2, dp' =1+ s2V/1+t2dpy

ap =7+ /Sdp1(87t)7 az =72 + /thQ(Sat)a
R? R2

y la prueba del teorema (que podemos ver en [30]) anterior nos brinda una tultima caracterizacién
de las distribuciones infinitamente divisibles bi-libres.

Corolario 5.6.9 v € BID si y solo si v = puy B Bus B HBus, donde p1 es alguna distribucion
gaussiana bi-libre, po es una medida producto de distribuciones infinitamente divisibles libres y ps
es una distribucion Poisson compuesta bi-libre.

5.7 Caso general: no bipartito

Desde que iniciamos el capitulo 3, y hasta antes de esta seccién no habiamos hablado de variables
de dos caras generales, pues la definicién de las transformadas bi-libres (R,S,T') la hicimos para
un tipo especial de variables de dos caras, variables cuya relacién algebraica entre las variables
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izquierdas y derechas asegura que todos los momentos pueden ser calculados de los momentos de
dos bandas (¢(LR)), y demostramos que los sistemas con rango < 1 de conmutacién (incluyendo,
por supuesto las bipartitas) cumplian esa condicién. El presente capitulo abordé la teoria de di-
visibilidad infinita bi-libre, pero considerando el caso bipartito; esto con el fin de usar todos los
resultados de nuestro capitulo combinatorio y analitico, sin embargo, en el caso general (sin suponer
nada en las variables de dos caras) también podemos asegurar algunas cosas, y el objetivo de esta
seccion es presentar los avances de la divisibilidad infinita en el caso general, y aunque no podremos
usar los resultados del capitulo analitico, se tienen teoremas limite interesantes y procesos de Lévy.
A continuacién presentamos algunas definiciones y teoremas, cuyas demostraciones pueden encon-
trarse en [24], para el caso no bipartito.

Sea (A, ¢) un espacio de probabilidad no conmutativo y para cada N € N sea

{lar,n1,arN1), (N2, 0rN2)s -, (AN N, Gr N N) TS

N
una sucesién de variables de dos caras en A, definamos S,y = Y apni, h € {l,r}y Snv =

i=1
(S1,Ns Sy )-
Teorema 5.7.1 [/, Teo. 2.3] La sucesion de variables de dos caras {Sy : N > 1} converge en
distribucion a una variable de dos caras b = (b, b,) en un espacio de probabilidad no conmutativo
(B, ), cuando N — oo si y solo si para cadan > 1y x:{1,2,....,n} — {l,r} el limite
A Np(ay (1), N,18x(2), 8,10 Gx(n),N,1);

existe. Mas aun si el limite existe entonces la distribucion conjunta del par limite b = (b;,b,) estd
determinada en términos de los cumulantes bi-libres

K:X(b) = Rx,1, (bx(1)7 bx(Z)v ooy bx(n)) = ]\}gnoo N@(ax(l),N,lax(Z),N,l T ax(n),NJ)a

para x : {1,2,...n} — {l,r}.

Corolario 5.7.2 (teorema de limite central bi-libre) Sea z(™ = ((zgn))iel, (Z§n))z‘ej),n e N
(n)) —

una familia bi-libre de variables de dos caras idénticamente distribuidas en (A, ) tal que (2

1 N,
ONkeIHJyneFLSwSszvﬁ 2" parak € IT[J,N € Ny Sy = ((Sna)ics, (Snj)jes)
n=1

distr . . .
entonces Sy — b, donde b es una variable de dos caras en un espacio de probabilidad no conmu-

(n) (n)

tativo (B, ¢) que tiene distribucion gaussiana bi-libre centrada, tal que rk(bgb) = ¢(z,"2'") para
k,lel][J yneN.

Demostracion. Usando el teorema anterior

(m) _(m) (m)
“k(1) “k(2 k(n

VNVN VN

m) _(m)  _(m)y (m) (m) . _(m)
D7) Zhi) = T 2P(2(1)2h2) Py

z

-z
Nl
N

Kk,1,(b) = Jim N

=

= 1 N
- Ngnoo N”/QSO(Z
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Definicién 5.7.3 Una variable de dos caras a = (a;, a,) autoadjunta en un C*-espacio de probabi-
lidad no conmutativo (A, ¢) tiene distribucién infinitamente divisible si para cada N € N, existe una
sucesion bi-libre de variables de dos caras idénticamente distribuidas {(a; n, arn;s) 4 =1,2,..., N}
autoadjuntas en un C*-espacio de probabilidad no conmutativo (A, ¢n) tal que

N N
Sn = (Sin, Sev) = O arni Y arni),
i=1 i=1

en (An, pn) tiene la misma distribucién que a = (a;,a,) en (A, ¢).
Ahora el teorema principal de la seccién.

Teorema 5.7.4 [2/, Teo. 3.7 Sea a = (a;,a,) una variable de dos caras autoadjunta en un
C*-espacio de probabilidad (A, ). Los siguientes enunciados son equivalentes.

1) a tiene distribucion infinitamente divisible.

2) El conjunto de cumulantes {ky(a) : x : {1,2,...,n} = {l,r}, n > 1} es condicionalmente
positivo definido y condicionalmente acotado.

3) Para cada N € N, eziste una familia bi-libre {(a; N, ar,N;:)} de variables de dos caras que
también son idénticamente distribuidas y autoadjuntas en un C*-espacio de probabilidad no
conmutativo (AN, pnN), tal que

ryla) = lm Noy(ay) nity),n - axmNds ¥X {1 2, ony = {lry, k=1,

donde 1 >4 > N.
Como dijimos antes, también podemos definir procesos de Lévy para variables no bipartitas.

Definicién 5.7.5 Una familia {a; = (a;4,ar.) : t > 0} de variables de dos caras autoadjuntas en
un C*-espacio de probabilidad (A, ¢) es un Proceso de Lévy bi-libre si se satisfacen las siguientes
condiciones.

1. apg = (0,0)

2. 810 <t <. <ty, entonces ar, — at,,...,a¢
QAl,s, Qprt — ar,s)-

— ay,_, son bi-libres, donde a; — as = (a;; —

n

3. Para 0 < s <'t, la distribucion de a; — as depende sdlo de t-s.

4. La distribucién pu; de a; converge a 0, cuando t — 0.
Y el dltimo teorema, que nos relaciona las distribuciones infinitamente divisibles con los procesos
de Lévy.
Teorema 5.7.6 1. Sea {a; = (ait,ar) : t > 0} un proceso de Lévy bi-libre. Entonces ay tiene
distribucion infinitamente divisible bi-libre.

2. Sia = (a,a,) tiene distribucion infinitamente divisible bi-libre, entonces existe un proceso de
Lévy bi-libre {by = (byt,br¢) : t > 0} en un C*-espacio de probabilidad (B, ®) talque a y by
tienen la misma distribucion.
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