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su amistad y sus consejos académicos y personales, planeo aprender mucho más de ustedes.
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Introducción

El objetivo principal de esta tesis es abordar y exponer de manera detallada los fundamentos de la
teoŕıa de probabilidad bi-libre, propuesta por Dan Voiculescu en 2013, y los avances que ha tenido
desde entonces.

En 1985 Voiculescu introdujo la teoŕıa de probabilidad libre con el fin de atacar algunos pro-
blemas en la teoŕıa de álgebras de operadores. En las últimas décadas la teoŕıa ha ganado re-
conocimiento por su importante relación con ramas de las matemáticas tales como combinatoria,
probabilidad clásica, representaciones de grupos simétricos, como también con algunos modelos
matemáticos de la f́ısica y teoŕıa de la información, además de su vital importancia en la teoŕıa de
matrices aleatorias.

La teoŕıa de probabilidad libre tiene dos enfoques. El primero es anaĺıtico, iniciado en 1986
por Voiculescu (consultar [51]), el cual le permitió definir una convolución libre y transformadas
importantes, análogo a las transformadas y convolución en probabilidad clásica. El segundo en-
foque es puramente combinatorio, propuesto por Speicher en los 90’s (leer [45]), con el cual se
facilitaron muchos cálculos. Al tener convoluciones libres y usando los dos enfoques se estudiaron
las distribuciones infinitamente divisibles libres y con éstas los procesos de Lévy libres, los cuales
son bien conocidos hoy en d́ıa (ver [2, 3, 11,12,23]).

La independencia libre surge del producto libre de espacios de Hilbert, y en este último existen
factorizaciones que dan origen a dos operadores: los operadores izquierdos y los derechos. Al
modelar variables aleatorias libres, debemos elegir que tipo de operador usar (teniendo las dos
opciones anteriores), pero al final, obtenemos resultados equivalentes con ambas elecciones, es decir
la elección no afecta en esencia al resultado. En 2013, Dan Voiculescu crea la teoŕıa de probabilidad
bi-libre con el fin de estudiar estructuras que distingan dos tipos de variables (caras) y una definición
de independencia que utiliza los operadores izquierdos y derechos simultáneamente; estructura que
a su vez generaliza la conocida en la teoŕıa de probabilidad libre.

En estos cuatro años, esta generalización ha avanzado considerablemente, teniendo ya análogos
a mucho de lo existente en probabilidad libre, y con resultados inesperados como el que las cinco
nociones naturales de independencia “viven” alĺı.

La organización de esta tesis es la siguiente. En el caṕıtulo 1, se presentan de manera breve las
definiciones básicas y principales teoremas de la teoŕıa de probabilidad libre, con el fin de generalizar,
en caṕıtulos posteriores, todo lo que se exponga en este apartado. Comenzamos definiendo los
espacios de probabilidad no conmutativos y la noción de independencia libre, aśı como algunos
ejemplos. Enseguida se presentan las convoluciones libres y principales transformadas en esta
teoŕıa, también se presenta el enfoque combinatorio de la probabilidad libre. Después, se exponen
los principales resultados y caracterizaciones de las distribuciones infinitamente divisibles libres.
Finalmente, definimos los elementos principales del espacio de Fock libre, los cuales aparecerán en
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xii Introducción

repetidas ocasiones en esta tesis.
El caṕıtulo 2 está dedicado al concepto de independencia bi-libre y cumulantes. Comenzamos

estudiando el producto libre de espacios y sus principales elementos, lo que será vital para las
secciones siguientes. Seguido de esto se presentan las bases de la teoŕıa de probabilidad bi-libre, la
definición de las variables de dos caras y una noción adecuada de independencia para esos elementos.
Se exponen también ejemplos concretos donde surge la independencia bi-libre de manera natural y
se definen las convoluciones bi-libres. Además se presentan los cumulantes bi-libres, con los cuales
podemos definir distribuciones de ĺımite central y presentar un teorema de ĺımite central bi-libre.

En el caso libre, podemos escribir las principales transformadas y caracterizaciones importantes
en términos de los cumulantes; la idea es tener una relevancia análoga en el caso bi-libre; se parte
de un teorema de existencia y unicidad de los cumulantes, después en términos de tales cumulantes
se definen las distribuciones de ĺımite central y se enuncian teoremas que garantizan la existencia
de las mismas. Finalmente y dado lo anterior se enuncia y demuestra el teorema de ĺımite central
bi-libre.

El caṕıtulo 3 incluye todo el trabajo anaĺıtico hecho hasta hoy y ejemplos mas sofisticados.
Comenzamos estudiando las principales propiedades de la transformada de Cauchy bivariada, en-
seguida se define la transformada R bi-libre que linealiza la convolución aditiva bi-libre y se hace
un detallado estudio de sus propiedades anaĺıticas. Seguido de esto se estudian variables de dos
caras donde las variables izquierda y derecha respetan una relación de “casi” conmutación. Es-
tos sistemas se llaman de rango ≤ 1 de conmutación y con estos se obtiene la función principal
de un operador completamente no normal que está en términos de los operadores aniquilación y
creación en un espacio de Fock. El caṕıtulo termina analizando las propiedades anaĺıticas de las
transformadas S y T bi-libres, las cuales se comportan bien con las otras convoluciones bi-libres.

El caṕıtulo 4 presenta el enfoque combinatorio de la probabilidad bi-libre. Se define un látiz
de particiones adecuado llamado bi-particiones que no se cruzan, y una sucesión de funciones
con una fórmula recursiva análoga a la fórmula momento-cumulante, a los cuales llamamos (l, r)-
cumulantes; esto último es suficiente para definir un álgebra de incidencia de ese látiz y usar toda
nuestra herramienta combinatoria. Utilizando lo mencionado se demuestra que los (l, r)-cumulantes
y los cumulantes del caṕıtulo 2 coinciden y por tanto la independencia bi-libre es equivalente a que
los (l, r)- cumulantes se anulen. Por último, se obtiene una fórmula para los cumulantes de la
convolución bi-libre multiplicativa de medidas en términos de un complemento de Kreweras en el
nuevo látiz.

Finalmente, el caṕıtulo 5 aborda el tema de divisibilidad infinita bi-libre, y comienza con algunos
teoremas ĺımite importantes para motivar la definición y primeros resultados relevantes. Usando la
herramienta combinatoria y anaĺıtica de los caṕıtulos pasados se encuentra una representación tipo
Lévy-Hincin para la transformada R de una variable de dos caras. Se presentan ciertos resultados
para el caso bipartito, con el fin de facilitar los cálculos y después el caso general. Enseguida, y
usando la representación tipo Lévy-Hincin, definimos clases importantes de distribuciones infini-
tamente divisibles y con ellos obtenemos caracterizaciones de la divisibilidad infinita bi-libre de
impacto análogo al caso libre, por ejemplo, se demuestra que toda distribución infinitamente divi-
sible bi-libre es convolución bi-libre de una ley gaussiana, un producto de marginales libres y una
distribución Poisson compuesta bi-libre. Al final del caṕıtulo se exponen los semigrupos de medida
continuos bi-libres y los Procesos de Lévy bi-libres.

Cabe mencionar que los avances de la teoŕıa de probabilidad bi-libre se han desarrollado muy
rápido y que muchos temas nuevos no fueron incluidos en esta tesis. Temas tales como indepen-
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dencia bi-libre con amalgamación (ver [16,43]), donde el papel del funcional lo juega una esperanza
condicional (aspectos combinatorios y anaĺıticos); independencia bi-libre condicional [26, 27], que
generaliza la C-libertad (C-Freeness); también existe una generalización del teorema de intercambi-
abilidad libre de De Finetti para Bi-freeness [22], aśı como el trabajo de Voiculescu sobre extremos
en el plano, donde la distribución del máximo de dos pares define una convolución (consultar [56]).
Otro trabajo interesante es el trabajo de Skoufranis donde demuestra que en el marco de “bi-
freeness” (independencia bi-libre) “viven” los 5 tipos de independencias naturales de Muraki, per-
mitiendo aśı, trasladar problemas de probabilidad no conmutativa a este marco (ver [42]); existen
análogos bi-libres de liberación [15] y de subordinación [13], además el interesante trabajo de Paul
Skoufranis sobre modelos bi-matriciales [40], y un último trabajo que queremos mencionar es el de
Hasebe, Huang y Wang [29] en donde se demuestra que existe una biyección tipo Bercovici-Pata en-
tre las familias de distribuciones infinitamente divisibles (clásicas) y las distribuciones infinitamente
divisibles bi-libres.





Caṕıtulo 1

Teoŕıa de probabilidad libre

En este caṕıtulo presentamos el marco teórico en el que se desarrolla la Probabilidad Libre y algunos
resultados importantes que serán generalizados después para la independencia bi-libre. Primero
definimos los espacios de probabilidad no conmutativos y las nociones naturales de independencia.
Seguido de esto se definen las principales transformadas para las convoluciones libres, aditiva y
multiplicativa, y para la primera una noción divisibilidad infinita, también se exponen algunos
aspectos de la combinatoria de la probabilidad libre. Cerramos el caṕıtulo con la definición y
principales propiedades de los espacios de Fock.

1.1 Espacios de probabilidad no conmutativos

1.1.1 Primeras definiciones

Una Álgebra A sobre un campo F, es un espacio vectorial sobre F, que además tiene una operación
de multiplicación · : A×A → A que es asociativa y bilineal, y es una álgebra con unidad si además
tiene un único neutro multiplicativo. Si también existe en A una involución,i.e., una operación
∗ : A → A que cumple lo siguiente,

� (a+ b)∗ = a∗ + b∗ para todo a, b ∈ A,

� (λa)∗ = λ̄a∗ para todo λ ∈ F y a ∈ A,

� (a∗)∗ = a para todo a ∈ A,

� (ab)∗ = b∗a∗ para todo a, b ∈ A.

entonces A es llamada ∗-álgebra.

Definición 1.1.1 Un espacio de probabilidad no-conmutativo es un par (A, ϕ) donde A es una
álgebra compleja (el campo es el de los complejos) con unidad 1A y ϕ : A → C es un funcional
lineal con ϕ(1A) = 1.

Si A es una ∗-álgebra y ϕ cumple que ϕ(a∗a) ≥ 0 para toda a ∈ A, entonces el par (A, ϕ)
es llamado ∗-espacio de probabilidad no conmutativo. A los elementos de A se les llama variables
aleatorias no-conmutativas, o sólo variables aleatorias.

Una variable aleatoria a ∈ A es

1



2 Teoŕıa de Probabilidad Libre

a) Autoadjunta o real si se tiene que a = a∗.

b) Normal si aa∗ = a∗a.

c) Unitaria si aa∗ = a∗a = 1A.

d) Positiva si existe x ∈ A tal que a = xx∗.

Decimos que ϕ es

a) Tracial si ϕ(ab) = ϕ(ba) para todo a, b ∈ A.

b) Fiel si ϕ(a∗a) = 0 sólo si a = 0.

En este marco la información probabiĺıstica de las variables aleatorias está codificada por el
funcional ϕ cuando actúa en los elementos (a)n1(a∗)m1 · · · (a)nk(a∗)mk , aśı pues llamamos a la
colección ϕ((a)n1(a∗)m1 · · · (a)nk(a∗)mk) momentos mixtos de la variable aleatoria a.

Definición 1.1.2 Denotemos por C 〈x, y〉 el álgebra de polinomios en dos variables no conmutati-
vas y coeficientes complejos. Dada una variable aleatoria a ∈ (A, ϕ), la ∗-distribución en el sentido
algebraico de a es el funcional µa : C 〈x, y〉 → C definida por

µa((x)n1(y)m1 · · · (x)nk(y∗)mk) = ϕ((a)n1(a∗)m1 · · · (a)nk(a∗)mk).

Si a es un elemento normal y existe una medida µ con soporte compacto en C que cumple

ϕ(am(a∗)n) =

∫
C
zmz̄nµ(dz),

llamamos a µ la distribución (en el sentido anaĺıtico) de a.
Mas general, para una familia de variables {ai}i∈I en (A, ϕ), la distribución conjunta de las

variables es el funcional µ : C 〈xi : i ∈ I〉 → C definido por

µ((xi1)n1(xi2)n2 · · · (xik)nk) = ϕ(an1
i1
an2
i2
· · · ankik ).

En este sentido, la ∗-distribución en el sentido algebraico de a es la distribución conjunta de la
familia {a, a∗}.

Observación 1.1.3 Para el caso de una variable aleatoria a autoadjunta, la distribución en el
sentido anaĺıtico, si existe, es una medida µ con soporte compacto en R y los momentos mixtos son

ϕ(am) =

∫ ∞
−∞

xmµ(dx).

En un espacio de probabilidad no conmutativo, no toda variable aleatoria tiene distribución en
este sentido; sin embargo, si añadimos propiedades extras al espacio podemos garantizar que toda
variable aleatoria normal tiene distribución en el sentido anaĺıtico, tal restricción es la siguiente

Definición 1.1.4 Un C∗-espacio de probabilidad no conmutativo es un espacio de probabilidad no
conmutativo (A, ϕ), donde A es una C∗-álgebra, i.e., A es una ∗-álgebra y ademas está dotada de
una norma ‖·‖ : A → [0,∞), que la hacen un espacio de Banach y cumple



Conceptos básicos 3

a) ‖ab‖ ≤ ‖a‖‖b‖ para todo a, b ∈ A,

b) ‖a∗a‖ = ‖a‖2 para todo a ∈ A,

y además ϕ es lineal, positivo y unitario, es decir es un estado.

1.1.2 Nociones de independencia

Dada la generalidad de la definición de espacio de probabilidad no conmutativo, podŕıamos definir de
muchas maneras una noción de independencia de variables aleatorias. Sin embargo, es deseable que
la definición de independencia cumpla ciertas propiedades (axiomas) que permitan tener riqueza
análoga al caso clásico (por ejemplo trabajar con procesos de Lévy), Muraki (2003) demostró
en [36] que, sólo hay cinco tipos de independencia en términos de los axiomas de Ben Ghorbal y
Schürmann: las independencias clásica, libre, booleana, monótona y la antimonótona, que definimos
a continuación para el caso de dos variables.

Definición 1.1.5 Sea (A, ϕ) un EPNC

1. Decimos que a, b ∈ (A, ϕ) son independientes en el sentido tensorial si se cumple que

ϕ(am1bn1 · · · amkbnk) = ϕ
(
a
∑k
i=1mi

)
ϕ
(
b
∑k
i=1 ni

)
,

para todo mj , nj ∈ N ∪ {0}, i = 1, 2, . . . , k.

2. Decimos que a, b ∈ (A, ϕ) son independientes en el sentido booleano si se cumple que

ϕ(am1bn1 · · · amkbnk) =
k∏
i=1

ϕ (ami)ϕ (bni) ,

para todo mj , nj ∈ N ∪ {0}, i = 1, 2, . . . , k.

3. Decimos que a, b ∈ (A, ϕ) son independientes en el sentido monótono si se cumple que

ϕ(am1bn1 · · · amkbnk) = ϕ
(
a
∑k
i=1mi

) k∏
i=1

ϕ (bni) ,

para todo mj , nj ∈ N ∪ {0}, i = 1, 2, . . . , k.

4. Decimos que a, b ∈ (A, ϕ) son independientes en el sentido antimonótono si se cumple que

ϕ(am1bn1 · · · amkbnk) = ϕ
(
b
∑k
i=1 ni

) k∏
i=1

ϕ (ami) ,

para todo mj , nj ∈ N ∪ {0}, i = 1, 2, . . . , k.

5. Decimos que dos variables aleatorias a, b ∈ (A, ϕ) son independientes en el sentido libre (o
libres) si para cualesquiera polinomios Pi, Qi i = 1, 2, . . . , n, tales que ϕ (Pi (a)) = 0 =
ϕ (Qj (b)) para todo i, j = 1, 2, . . . , n, se cumple que

ϕ (P1 (a)Q1 (b) · · ·Pn (a)Qn (b)) = 0.



4 Teoŕıa de Probabilidad Libre

Vamos a poner el caso libre en términos más generales. Decimos que la familia de subálgebras
Ai, i ∈ I en un espacio de probabilidad no conmutativo (A, ϕ) (considerando queAi ⊂ A y 1A ∈ Ai)
es libre si ϕ(a1a2 · · · an) = 0 siempre que ϕ(aj) = 0, aj ∈ Ai(j) y i(1) 6= i(2) 6= · · · 6= i(n). Aún mas
general decimos que la familia de subconjuntos Ωi ⊂ A, i ∈ I es una familia libre si las álgebras gen-
eradas por Ωi ∪ {1A} forman una familia libre. Decimos que las variables aleatorias a1, ..., an ∈ A
son independientes en el sentido libre (o libres) si los conjuntos Ωi = {ai}, i = 1, 2, ..., n. son una
familia libre, y se puede verificar que para el caso de un par de variables esto es equivalente a lo
escrito en la anterior definición.

Las nociones de independencia, entre ellas la libre, se puede entender como una regla para
calcular momentos mixtos. Un resultado sencillo, pero importante es que si a y b son variables
aleatorias libres, la ∗-distribución de a + b y de ab sólo dependen de la ∗-distribución de a y la
∗-distribución de b, y por tanto podemos definir

µa � µb = µa+b,

µa � µb = µab.

De hecho, si µ y ν son medidas con soporte compacto en R, existe un C∗-espacio de probabilidad
no conmutativo (A, ϕ) y variables aleatorias autoadjuntas a, b ∈ A tal que a tiene ∗-distribución µ
y b tiene ∗-distribución ν, y además a y b son libres, y por lo tanto podemos extender lo anterior
para medidas, aśı que llamamos a µ� ν la convolución libre aditiva y a µ� ν la convolución libre
multiplicativa, de las medidas µ y ν. Más adelante, volveremos a esto.

1.2 Transformadas de medidas

El objetivo de esta sección es presentar las principales transformadas en la teoŕıa de probabilidad
libre, como referencia para las demostraciones de esta sección tenemos el trabajo [4].

Definición 1.2.1 Dada una medida finita µ en R, su transformada de Cauchy Gµ se define como

Gµ(z) =

∞∫
−∞

1

z − t
µ(dt), z ∈ C \ R.

Usando el hecho de que Hµ(z) = −Gµ(z) es una función de Herglotz y de la definición se tienen
las siguientes dos proposiciones.

Proposición 1.2.2 Sea µ una medida finita en R. Entonces

i) Gµ(C±) ⊂ C∓ y Gµ(z̄) = Gµ(z).

ii) |Gµ(z)| ≤ µ(R)

|Im(z)|
.

iii) lim
y→∞

y|Gµ(iy)| <∞.

iv) lim
y→∞

iyGµ(iy) = µ(R).
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En adelante, denotemos por C+ = {x+ iy ∈ C : y > 0} y C− = {x+ iy ∈ C : y < 0} y para α > 0
sea Γα = {z = x+ iy : y > 0, x < αy}.

Proposición 1.2.3 Sea G : C+ → C− una función anaĺıtica. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes

i) Existe una medida de probabilidad µ en R tal que Gµ = G en C+.

ii) Para cada α > 0,

lim
|z|→∞, z∈Γα

zG(z) = 1.

iii) lim
y→+∞

iyG(iy) = 1.

En caso que µ tenga soporte acotado, y si denotamos mk =
∫
R
tkµ(dt), se tiene la expresión en serie

de potencias de la transformada de Cauchy

Gµ(z) = z−1 +
∞∑
k=1

mk(µ)z−k−1, |z| > r,

con r = sup{|t| : t ∈ supp(µ)}. Por esta expresión se puede pensar a la transformada de Cauchy
como una función generadora de momentos.

Introducimos aqúı una distribución muy importante en probabilidad libre, pues juega un papel
análogo al de la normal en probabilidad clásica.

Definición 1.2.4 Sea m ∈ R y σ2 > 0 la densidad de la distribución del semićırculo con parámetros
m y σ2, es

wm,σ(x) =
1

2πσ2

√
4σ2 − (x−m)2 · 1[m−2σ,m+2σ](x).

Si m = 0 y σ = 1, la densidad queda

s0,1(x) =
1

2π

√
4− x2 · 1[−2,2](x),

a esta última la llamamos semicircular estándar.

La transformada de Cauchy de la distribución de semićırculo con parámetros m y σ es

Gwm,σ(x) =
2

r2
(z −

√
(z −m)2 − r2).

Definición 1.2.5 Sea µ una medida finita en R con transformada de Cauchy Gµ. La función de
Pick Fµ : C+ → C+ definida como

Fµ(z) =
1

Gµ(z)
, z ∈ C+,

es llamada rećıproca de la transformada de Cauchy.
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De la definición y las caracterizaciones de la transformada de Cauchy se tiene la siguiente
proposición.

Proposición 1.2.6 Sea F : C+ → C+ una función de Herglotz. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes

i) Existe una medida de probabilidad µ en R tal que Fµ = F en C+.

ii) Para cada α > 0,

lim
|z|→∞, z∈Γα

F (z)

z
= µ(R).

iii) lim
y→+∞

F (iy)/iy = µ(R).

Para α, β > 0 sea Γα,β = {z = x + iy : y > β, |x| < αy} (esta región será usada en el resto de la
sección).

Proposición 1.2.7 Sea µ una medida de probabilidad en R. Entonces existe un dominio Γ de la
forma Γ = ∪α>0Γα,βα tal que Fµ tiene una inversa derecha F−1

µ definida en Γ. Más aún

Im(F−1
µ (z)) ≤ Im(z), z ∈ Γ,

y para cada α > 0

lim
|z|→∞, z∈Γα

F−1
µ (z)

z
= 1.

En adelante denotaremos por Γ la región que existe para una medida de probabilidad µ de la
proposición 1.2.7.

Definición 1.2.8 Sea µ una medida de probabilidad en R con transformada de Cauchy rećıproca
Fµ. La transformada de Voiculescu φµ : Γ→ C− esta definida como

φµ(z) = F−1
µ (z)− z, z ∈ Γ.

Una medida de probabilidad en R está determinada por su transformada de Voiculescu, ya que µ, ν
son medidas tales que φµ = φν en una región Γα,β, entonces Fµ = Fν en alguna región de C+ y por
continuación anaĺıtica Fµ = Fν en todo C+ y por tanto tienen la misma transformada de Cauchy,
lo que implica que µ = ν.

Otra propiedad importante de la transformada de Voiculescu es que si µ, ν son medidas con
soporte compacto en R entonces φµ�ν = φµ + φν , lo que motiva la definición de convolución de
medidas de probabilidad en R sin importar si tienen soporte compacto o no, y la escribimos en
la definición 1.2.12. A continuación escribimos dos importantes teoremas de la transformada de
Voiculescu.
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Teorema 1.2.9 [14, Cor. 5.8] Sean µ y ν medidas de probabilidad en R y φµ, φν sus respectivas
transformadas de Voiculescu. Entonces φ = φµ + φν es la transformada de Voiculescu de una
(única) medida de probabilidad en R.

Teorema 1.2.10 [14, Prop. 5.7] Sea {µn}n∈N una sucesión de medidas de probabilidad en R.
Entonces los siguientes enunciados son equivalentes

i) La sucesión {µn}n∈N converge en distribución a µ.

ii) Existen α, β > 0 tal que la sucesión {φµn}n∈N converge uniformemente en compactos de Γα,β
a una función φ, más aún φ = φµ.

Dos variantes de la transformada de Voiculescu que son muy importantes son la transformada R
y la transformada cumulante libre, que juega un papel análogo al logaritmo de la transformada de
Fourier en probabilidad clásica.

Definición 1.2.11 Con las mismas restricciones de la transformada de Voiculescu, definimos la
Rµ-transformada (o transformada R de µ) como

Rµ(z) = φµ(
1

z
) = F−1

µ (z−1)− 1

z
, z−1 ∈ Γ.

Definimos también la transformada cumulante libre Cµ como

Cµ(z) = zφµ(
1

z
) = zF−1

µ (z−1)− 1, z−1 ∈ Γ.

La transformada de Cauchy y la transformada R están relacionadas por la ecuación

Gµ(Rµ(z) +
1

z
) = z. (1.1)

Definamos ahora la convolución libre de medidas.

Definición 1.2.12 Sean µ y ν medidas de probabilidad en R. La convolución libre aditiva de µ y
ν es la única medida de probabilidad µ� ν en R tal que

φµ�ν(z) = φµ(z) + φν(z), z ∈ Γα1,β1 ∩ Γα2,β2 .

La anterior definición es equivalente a las condiciones Cµ�ν(z) = Cµ(z)+Cν(z) para z−1 ∈ Γα1,β1 ∩
Γα2,β2 y también Rµ�ν(z) = Rµ(z)+Rν(z) en el mismo conjunto. Para una medida de probabilidad
µ en R con soporte compacto y momentos mn(µ), n ≥ 1, tenemos la expansión en serie de potencias
de la función generadora de momentos clásica de µ,

Ψµ(z) =

∞∑
n=1

mn(µ)zn.

Si m1(µ) 6= 0, la inversa χµ(z) de Ψµ(z) existe y es única como serie formal en z. En este caso,
la transformada S se define como

Sµ(z) = χµ(z)
1 + z

z
.
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Proposición 1.2.13 Sean µ1 y µ2 dos medidas de probabilidad en R+ con µi 6= δ0, i = 1, 2.
Entonces µ1 � µ2 6= δ0 y

Sµ1�µ2(z) = Sµ1(z)Sµ2(z).

Además (µ1 � µ2)({0}) = max{µ1({0}), µ2({0})}

También se puede definir y estudiar la transformada S para algunas familias de distribuciones con
soporte no acotado pero con algunas condiciones extras como simetŕıa, como se puede ver, por
ejemplo, en [8].

1.3 Particiones y cumulantes libres

Definición 1.3.1 1. Sea Ω un conjunto no vaćıo. Una partición de Ω es una familia finita
de subconjuntos disjuntos a pares de Ω, π = {V1, ..., Vn} tal que

⋃
1≤k≤n Vk = Ω. A los

subconjuntos Vi los llamaremos bloques de π.

2. Si π es una partición de Ω, decimos que a ∼π b si a, b están en el mismo bloque.

3. Supongamos que Ω está totalmente ordenado, decimos que una partición π de Ω no se cruza
si siempre que a < b < c < d y a ∼π c, b ∼π d se tiene que b ∼π c. En otro caso decimos que
la partición se cruza.

4. En el caso que Ω = {1, 2, ..., n}, denotamos al conjunto de todas las particiones de Ω por
P(n), al conjunto de todas las particiones que no se cruzan por NC(n).

5. Si Ω = {1, 2, ..., n}, un bloque V de una partición π de Ω se llama intervalo si es de la
forma V = {k, k + 1, ..., k + p} para algún k ∈ {1, 2, ..., n}, una partición es partición por
intervalos si todos sus bloques son intervalos. Al conjunto de todas las particiones intervalo
de Ω = {1, 2, ..., n} lo denotamos por I(n).

6. Sean π, σ ∈ P(n), decimos que π ≤ σ si cada bloque de π está contenido (como subconjunto)
en algún bloque de σ, a este orden parcial se le llama refinamiento en reversa.

7. El complemento de Kreweras es una aplicación Kr : NC(n) → NC(n) definida como sigue.
Se consideran números adicionales 1̄, ..., n̄ y se intercalan con 1, 2, ..., n de la siguiente forma

1 < 1̄ < · · · < n < n̄,

y sea π una partición en NC(n), entonces Kr(π) ∈ NC(1̄, ..., n̄) ∼= NC(n) se define como
el elemento mas grande (en el sentido del refinamiento en reversa) tal que π ∪ Kr(π) ∈
NC(1, 1̄, ..., n, n̄).

Vamos a hacer algunas observaciones.

Observación 1.3.2 � El refinamiento en reversa hace a los conjuntos P(n), NC(n), I(n) látices.
Eso es muy útil a la hora de trabajar con ciertas funciones multiplicativas en el álgebra de
incidencia asociada (véase [48]), lo que permite usar la teoŕıa de inversión de Möbius.
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� Una caracterización muy útil de las particiones que no se cruzan es la siguiente: Una partición
π ∈ P(n) no se cruza si y sólo si π tiene un bloque intervalo V y además π\V es una partición
que no se cruza en {1, ..., n} \ V con el orden heredado.

La representación gráfica de la partición π = {{1, 5, 6}, {2, 3, 4}, {7}} ∈ P(7) es:

1 2 3 4 5 6 7

También se muestran diagramas del complemento de Kreweras de las siguientes particiones en
NC(4), {{1}, {2}, {3}, {4}}, {{1}, {2}, {3, 4}}, {{1}, {2, 3}, {4}}, {{1}, {2, 4}, {3}} y {{1}, {2, 3, 4}}.

1 2 3 41′ 2′ 3′ 4′ 1 2 3 41′ 2′ 3′ 4′ 1 2 3 41′ 2′ 3′ 4′

1 2 3 41′ 2′ 3′ 4′ 1 2 3 41′ 2′ 3′ 4′

1.3.1 Cumulantes libres

Definición 1.3.3 Sea (A, ϕ) un espacio de probabilidad no conmutativo. Si existen funcionales
(κn : An → C) con An = A× · · · × A, n veces, tal que

ϕ(a1 · · · an) =
∑

π∈NC(n)

κπ(a1, ..., an),

donde κπ(a1, ..., an) =
∏

V={j1,...,j|V |}∈π
κ|V |(j1, ..., j|V |) entonces les llamaremos cumulantes libres de

(A, ϕ).

Cabe decir que en todo espacio de probabilidad no conmutativo, existen los cumulantes libres.
El siguiente teorema es muy importante y más adelante veremos su análogo en Probabilidad bi-libre.

Teorema 1.3.4 [35, Teo. 11.16] Sea (A, ϕ) un espacio de probabilidad no conmutativo y (κn)n∈N
sus respectivos funcionales cumulantes libres. Consideremos {Ai}i∈I subálgebras unitarias de A.
Entonces los siguientes enunciados son equivalentes

1. {Ai} son álgebras libres.

2. Para n ≥ 2 y para aj ∈ Ai(j), i(j) ∈ I, j = 1, 2, ..., n se tiene que κn(a1, ..., an) = 0,
i(1) 6= i(2) 6= · · · 6= i(n).
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Otro aspecto importante es que dada una medida de probabilidad µ con soporte compacto en
R y a variable aleatoria con distribución µ, podemos escribir la transformada R de µ como

Rµ(z) =

∞∑
n=0

κn+1(a)zn,

donde κn(a) = κn(a, a, ..., a), y la transformada R no depende del espacio en que está definida la
variable a. Finalizamos esta sección con el teorema de ĺımite central libre.

Teorema 1.3.5 [35, Teo. 8.10] Sea (A, ϕ) un ∗-espacio de probabilidad no conmutativo y sean
a1, a2, ... ∈ A una sucesión de variables aleatorias autoadjuntas, libres e idénticamente distribuidas
con ϕ(ai) = 0 y ϕ(a2

i ) = 1. Entonces

lim
N→∞

ϕ

[(
a1 + · · · aN√

N

)m]
= ϕ(sm), (1.2)

donde s es una variable aleatoria con distribución en el sentido anaĺıtico semicircular estándar.

Los cumulantes libres son aditivos y homogéneos, y por tanto conocemos como se comportan cuando
tienen por argumentos suma de variables aleatorias o el producto de una variable aleatoria por un
escalar. También se puede calcular los cumulantes libres del producto de variables aleatorias y es
el resultado final de esta sección.

Teorema 1.3.6 [35, Teo. 11.12] Sea (A, ϕ) un espacio de probabilidad no conmutativo, y sean
a1, a2, ..., an, b1, b2, ..., bn ∈ A tal que {a1, a2, ..., an} y {b1, ..., bn} son familias libres, entonces

κn(a1b1, ..., anbn) =
∑

π∈NC(n)

κπ(a1, ..., an)κKr(π)(b1, ..., bn),

donde Kr(π) es el complemento de Kreweras de π.

En un espacio de probabilidad no conmutativo se pueden definir otros funcionales cumulantes
los cuales se comportan bien con los otros tipos de independencia. Para las definiciones de los otros
funcionales cumulantes y como se relacionan entre śı se recomienda leer el art́ıculo [7].

1.4 Divisibilidad infinita libre

A continuación se presenta una śıntesis de los principales resultados en divisibilidad infinita libre
con el fin de generalizarlos en el caṕıtulo 5, para el caso bi-libre.

1.4.1 Definición y propiedades principales

Definición 1.4.1 Sea µ una medida de probabilidad en R. Decimos que µ es infinitamente divisible
libre, si para todo n ∈ N, existe una medida de probabilidad µn tal que

µ = µn � µn � · · ·� µn︸ ︷︷ ︸
n veces

.

Denotamos por ID(�) a la clase de distribuciones infinitamente divisibles libres.
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Usando la asociatividad y la conmutatividad de �, es fácil probar las siguientes dos proposiciones.

Proposición 1.4.2 Sean µ, ν ∈ ID(�) entonces

i) µ� ν es �-infinitamente divisible.

ii) Si

µ = µn � µn � · · ·� µn︸ ︷︷ ︸
n veces

,

entonces µn es �-infinitamente divisible.

Proposición 1.4.3 Sea µ una medida de probabilidad �-infinitamente divisible, entonces existe
una familia (µt)t≥0 de medidas de probabilidad en R tal que

i) µ0 = δ0, µ1 = µ.

ii) µt+s = µt � µs, para s, t ≥ 0.

iii) La aplicación t→ µt es continua con respecto a la topoloǵıa de la convergencia débil.

1.4.2 Caracterizaciones

Análogamente al caso clásico, donde una distribución µ es infinitamente divisible si y sólo si su
transformada de Fourier tiene la representación de Lévy-Hincin,

µ̂(z) = exp

iγz +

∫
R

(
eizx − 1− izx

1 + x2

)
1 + x2

x2
σ(dx)

 ,
con γ ∈ R y σ medida finita en R, i.e µ tiene par generador (γ, σ), también tenemos una repre-
sentación para la transformada de Voiculescu llamada representación de Lévy-Hincin libre.

Teorema 1.4.4 [14, Teo. 5.10] Sea µ una medida de probabilidad en R. Las siguientes afirma-
ciones son equivalentes.

i) µ es �-infinitamente divisible.

ii) φµ tiene una extensión anaĺıtica definida en C+ con valores en C− ∪ R.

iii) Existe una medida finita σ en R y una constante real γ tal que

φµ(z) = γ +

∫
R

1 + tz

z − t
σ(dt) z ∈ C+

el par (γ, σ) es llamado par generador libre de µ.

Como en ambos casos (clásico y libre) tenemos un par generador para las distribuciones in-
finitamente divisibles, podemos construir una función de una manera natural. Tal función es la
biyección de Bercovici-Pata.
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Definición 1.4.5 La biyección de Bercovici-Pata es la función Λ : ID(∗)→ ID(�) que a la medida
µ con par (γ, σ) en ID(∗) le asigna la medida Λ(µ) con el mismo par pero en la representación de
Lévy-Hincin libre.

Proposición 1.4.6 La biyección de Bercovici-Pata Λ : ID(∗)→ ID(�) cumple lo siguiente:

i) Si µ, ν ∈ ID(∗), entonces Λ(µ ∗ ν) = Λ(µ)� Λ(ν).

ii) Si µ ∈ ID(∗) y c ∈ R, entonces Λ(Dcµ) = DcΛ(µ), donde Dc con c 6= 0, es la dilatación de µ,
es decir la medida que cumple que Dcµ(A) = µ(c−1A).

iii) Para toda constante c ∈ R, tenemos Λ(δc) = δc.

El último teorema de esta sección caracteriza la convergencia débil de medidas en términos del par
generador.

Proposición 1.4.7 Sean µ, (µn)n∈N ∈ ID(�). Para cada n, sea (γn, σn) el par generador libre de
µn, y (γ, σ) el de µ. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes.

i) µn ⇒ µ cuando n→∞.

ii) γn → γ y σn ⇒ σ cuando n→∞.

donde ⇒ denota convergencia débil.

Debido a que no es el objetivo de este trabajo, no añadimos ejemplos de distribuciones infini-
tamente divisibles libres. Sin embargo, ese tema es muy importante y se recomienda la lectura
de [5, 6, 9].

1.5 Espacios de Fock

Los espacios de Fock nacen en el intento de Vlad́ımir Fock de definir un espacio de Hilbert que
brinde realizaciones espećıficas de las llamadas relaciones de conmutación en f́ısica (el conmutador
de dos elementos f, g en un álgebra es el elemento [f, g] := fg−gf). En esta tesis seguimos la ĺınea
del art́ıculo de Speicher, Bozejko y Kümmerer en [46], y [35].

Definición 1.5.1 Sea H un espacio de Hilbert complejo y Ω ∈ H un vector fijo al que llamamos
vector vaćıo.

i) El espacio de Fock libre (también llamado completo) F(H) de H es la completación del espacio
de pre-Hilbert,

CΩ⊕
⊕
n≥1

H⊗n,

con el producto interior 〈f1⊗· · ·⊗fn, g1⊗· · ·⊗gm〉 = δn,m
n∏
k=1

〈fi, gi〉, donde CΩ = {λΩ : λ ∈ C}

y H⊗n = H⊗ · · · ⊗ H, n veces.
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ii) Al funcional lineal τH : B(F(H))→ C definido como,

τH(T ) = 〈TΩ,Ω〉,

lo llamamos estado vector correspondiente al vector vaćıo Ω.

iii) Para f ∈ H, T ∈ B(H), ξ = ξ1 ⊗ · · · ⊗ ξn ∈ H ⊗ · · · ⊗ H︸ ︷︷ ︸
n veces

, definamos

l(f)Ω = f, l(f)ξ = f ⊗ ξ, r(f)Ω = f, r(f)ξ = ξ ⊗ f,

Λl(T )Ω = 0, Λl(T )ξ = (Tξ1)⊗ ξ2 ⊗ · · · ⊗ ξn,

Λr(T )Ω = 0, Λr(T )ξ = ξ1 ⊗ · · · ⊗ ξn−1 ⊗ (Tξn).

A l(f) lo llamamos operador creación izquierdo y a su adjunto l(f)∗ operador aniquilación
izquierdo. A r(f) lo llamamos operador creación derecho y a su adjunto r(f)∗ operador
aniquilación derecho. A Λl(T ) lo llamamos operador de Gauge izquierdo y a Λr(T ) lo lla-
mamos operador de Gauge derecho.

En adelante se presentará una serie de resultados para los operadores creación, aniquilación y
de Gauge izquierdos, pero los resultados son análogos para el caso derecho.

Obtener realizaciones concretas de álgebras libres, usando sólo la definición no es trivial, sin
embargo, los espacios de Fock nos facilitan el trabajo. El siguiente resultado nos dice que basta
con encontrar subespacios ortogonales, para tener tal realización.

Proposición 1.5.2 Consideremos el C∗-espacio de probabilidad (B(F(H)), τH), donde H es un
espacio de Hilbert. Sea H1, ...,Hk familia de subespacios de H tal que Hi ⊥ Hj para i 6= j y 1 ≤
i, j ≤ k. Para cada 1 ≤ i ≤ k sea Ai la C∗-subálgebra de (B(F(H)) generada por {l(ξ) : ξ ∈ Hi}.
Entonces A1, ...,Ak es una familia libre en (B(F(H)), τH).

Para la siguiente proposición, cuya prueba podemos encontrar en [35], necesitamos la definición
de familia semicircular libre.

Definición 1.5.3 Sea (A, ϕ) un ∗-espacio de probabilidad. Un sistema semicircular libre en (A, ϕ)
es una familia x1, ..., xk de elementos autoadjuntos de A tal que

i) Cada xi es un elemento semicircular estándar en (A, ϕ).

ii) Las variables x1, ..., xk son libres con respecto a ϕ.

Proposición 1.5.4 Sea H un espacio de Hilbert. Consideremos el C∗-espacio de probabilidad
(B(F(H)), τH). Sea ξ1, ..., ξk un sistema ortogonal de vectores en H entonces los elementos

l(ξ1) + l(ξ1)∗, ..., l(ξk) + l(ξk)
∗,

forman un sistema semicircular libre en (B(F(H)), τH).

Con lo visto sobre cumulantes libres se obtiene fácilmente el siguiente resultado (este resultado
saldrá como caso particular de una fórmula más general de los cumulantes bi-libres).
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Proposición 1.5.5 Sea H un espacio de Hilbert y consideremos el C∗-espacio de probabilidad
(B(F(H)), τH). Entonces los cumulantes libres de las variables aleatorias l(f)∗, l(g),Λ(T ) son de
la siguiente forma: Sea n ≥ 2, f, g ∈ H, T1, ..., Tn−2 ∈ B(H),

κn(l(f)∗,Λ(T1), ...,Λ(Tn−2), l(g)) = 〈T1 · · ·Tn−2g, f〉,

y todos los demás cumulantes con argumentos en el conjunto {l(f) : f ∈ H} ∪ {l(g)∗ : g ∈ H} ∪
{Λ(T ) : T ∈ B(H)} son cero.

Los espacios de Fock, además de darnos realizaciones espećıficas de las relaciones de conmutación
y de variables aleatorias gaussianas (semicirculares en el caso libre), también nos dan realizaciones
de variables aleatorias infinitamente divisibles.

Proposición 1.5.6 Sea H un espacio de Hilbert y consideremos el C∗-espacio de probabilidad
(B(F(H)), τH). Para f ∈ H, T = T ∗ ∈ B(H), λ ∈ R, sea a el operador autoadjunto

a = l(f) + l(f)∗ + Λ(T ) + λ · 1, (1.3)

entonces la distribución de a es infinitamente divisible libre.

Demostración. Si demostramos el caso λ = 0 se tiene inmediatamente el caso λ 6= 0. La idea
de la demostración es sencilla, pues basta con observar que para N ∈ N fijo, la distribución de
a = l(f) + l(f)∗ + Λ(T ) es la misma que la de[

l

(
f ⊕ 0⊕ · · · ⊕ 0√

N

)
+ l∗

(
f ⊕ 0⊕ · · · ⊕ 0√

N

)
+ Λ(f ⊕ 0⊕ · · · ⊕ 0)

]
+ · · ·

+

[
l

(
0⊕ 0⊕ · · · ⊕ f√

N

)
+ l∗

(
0⊕ 0⊕ · · · ⊕ f√

N

)
+ Λ(0⊕ 0⊕ · · · ⊕ f)

]
,

y cada uno de esos sumandos es autoadjunto, tiene la misma distribución y son independientes.
Como esto se tiene para todo N ∈ N a es infinitamente divisible.

De hecho podemos afirmar también el rećıproco. Si µ es una distribución �-infinitamente
divisible entonces existe un espacio de Hilbert H y un operador a de la forma (1.3) tal que a tiene
distribución µ, i.e., toda distribución infinitamente divisible libre es la distribución de un elemento
de la forma (1.3) para algún espacio de Fock. Para ver esto último considere µ distribución de
probabilidad en R infinitamente divisible en el sentido libre. Como la distribución es infinitamente
divisible libre, su sucesión de cumulantes (κn)n∈N es condicionalmente positiva definida, es decir,

para todo r ∈ N, se tiene que
r∑

n,m=1
αnᾱmκn+m ≥ 0 para todo α1, ..., αr ∈ C. Sea

C0〈X〉 = C〈X〉 ⊕ C〈X2〉 ⊕ · · · ,

el conjunto de polinomios en una variable X sin coeficiente constante. Dotemos a C0〈X〉 con la
siguiente forma sesquilinear positiva (positiva porque los cumulantes son condicionalmente positivos
definidos),

〈Xn, Xm〉 = κn+m.
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Esta forma sesquilinear puede extenderse a un producto interior identificando (dividiendo) en
el núcleo, con el cual tenemos un espacio pre-Hilbert. Sea H el espacio de Hilbert que se obtiene
al tomar completación. Consideremos en el C∗-espacio de probabilidad (B(H), τH) la variable

a = l(X) + l(X)∗ + Λ(X) + κ1 · 1,

donde Λ(X) es el operador multiplicación por X. Denotemos por κan el n-ésimo cumulante de a.
Entonces se tiene para n = 1,

κa1 = κ1.

Para n = 2,

κa2 = κ2(l∗(X), l(X)) = 〈X,X〉 = κ2,

y para n > 2

κan = κn(l∗(X),Λ(X), ...,Λ(X), l(X)) = 〈X,Λ(X)n−2X〉 = 〈X,Xn−1〉 = κn.

Como los cumulantes caracterizan a la distribución, se tiene que a tiene distribución µ.

Cabe mencionar que existen otros espacios de Fock, además del libre. De hecho para un espacio
de Hilbert H y q ∈ [−1, 1] se define el espacio de Fock q-deformado como el espacio de Hilbert
Fq (H), como la completación del espacio pre-Hilbert

∞⊕
n=0

H⊗n,

con el producto 〈·, ·〉q, donde

〈u1 ⊗ · · · ⊗ un, v1 ⊗ · · · ⊗ vn〉q =
∑
π∈Sn

qi(π)〈f1, gπ(1)〉 · · · 〈fn, gπ(n)〉,

y i(π) = #{(i, j) : 1 ≤ i < j ≤ n, π(i) > π(j)}.
Además, dado f ∈ H, definimos el operador creación a∗(f) y el operador aniquilación a(f)

sobre Fq (H), como

a∗(f)Ω = f,

a∗(f)f1 ⊗ · · · ⊗ fn = f ⊗ f1 ⊗ · · · ⊗ fn,

y

a(f)Ω = f,

a(f)f1 ⊗ · · · ⊗ fn =

n∑
i=1

qi−1〈f, fi〉f1 ⊗ · · · ⊗ f̂i ⊗ · · · ⊗ fn,

Se puede ver fácilmente que el espacio de Fock libre es el espacio de Fock q-deformado con
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q = 0. Los casos q = 1 y q = −1 también son importantes y se relacionan con otros tipos de
independencia; para profundizar en esto ver [46].



Caṕıtulo 2

Nociones básicas de probabilidad
bi-libre

En este caṕıtulo se definen los conceptos básicos de la teoŕıa de probabilidad bi-libre. Comenzamos
definiendo el producto libre de espacios de Hilbert y de espacios vectoriales, lo cual será de vital
importancia para la definición de independencia bi-libre. Seguido de esto, se introducen los con-
ceptos de par de caras y familias de dos caras que formaliza la idea de Dan Voiculescu de lidiar con
dos tipos de variables “las variables izquierdas” y “las variables derechas” de manera simultánea,
y para estos nuevos elementos (pares de caras) definimos una noción de independencia adecuada.
En seguida, se presentan ejemplos donde este ambiente surge de manera natural. Adicionalmente
y en base a resultados de las secciones anteriores se definen convoluciones bi-libres de medidas. La
siguiente sección está dedicada a definir una noción adecuada de cumulantes bi-libres en términos
del teorema 2.5.1 de existencia y unicidad de los mismos. También se definen las distribuciones
de ĺımite central y las ∗-distribuciones de limite central, además del importante teorema 2.6.4 que
nos da una condición necesaria y suficiente para que una distribución de ĺımite central sea una
∗-distribución de ĺımite central en términos de los momentos de segundo orden. Por último y en
base a lo anterior se presenta el teorema del ĺımite central bi-libre. Como referencia general para
los resultados de este caṕıtulo está el art́ıculo de Voiculescu [53].

2.1 Preliminares en productos libres

Existen dos construcciones del producto libre y sus factorizaciones que nos ayudan a definir in-
dependencia bi-libre, una que involucra espacios de Hilbert y otra puramente algebraica, en esta
sección presentamos ambas.

2.1.1 Producto libre de espacios de Hilbert

Sea (Hi, ξi), i ∈ I una familia de espacios de Hilbert con vectores unitarios especificados etiquetados
por el conjunto de ı́ndices I. El producto libre de los espacios de Hilbert (Hi, ξi), i ∈ I, el cual

17
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denotamos por (H, ξ) = ∗
i∈I

(Hi, ξi) es la completación del espacio pre-Hilbert

Cξ ⊕
⊕
n≥1

⊕
i1 6=i2 6=... 6=in

◦
Hi1 ⊗

◦
Hi2 ⊗ · · · ⊗

◦
Hin ,

con el producto interno 〈f1 ⊗ · · · ⊗ fn, g1 ⊗ · · · ⊗ gm〉 = δn,m
n∏
k=1

〈fi, gi〉 y donde
◦
Hi = Hi 	 Cξi y ξ

es dado de norma 1. La tercera suma directa se hace sobre todos los subconjuntos {i1, ..., in} ⊂ I
de tamaño n y tal que i1 6= i2 6= ... 6= in (nótese que en principio i1 puede ser igual a i3).
También para cada i ∈ I definimos

H(l, i) = Cξ ⊕
⊕
n≥1

⊕
i1 6=i2 6=... 6=in

i1 6=i

◦
Hi1 ⊗

◦
Hi2 ⊗ · · · ⊗

◦
Hin ,

y

H(r, i) = Cξ ⊕
⊕
n≥1

⊕
i1 6=i2 6=... 6=in

in 6=i

◦
Hi1 ⊗

◦
Hi2 ⊗ · · · ⊗

◦
Hin ,

Existen también identificaciones naturales que llevan estas factorizaciones al producto libre de
una manera “natural” identificando unidades. Formalmente hablamos de los operadores unitarios
Vi : Hi ⊗H(l, i)→ H y Wi : H(r, i)⊗Hi → H, donde Vi se define como,

ξi ⊗ ξ 7→ ξ,

◦
Hi ⊗ ξ 7→

◦
Hi,

ξi ⊗ (
◦
Hi1 ⊗

◦
Hi2 ⊗ · · · ⊗

◦
Hin) 7→

◦
Hi1 ⊗

◦
Hi2 ⊗ · · · ⊗

◦
Hin ,

◦
Hi ⊗ (

◦
Hi1 ⊗

◦
Hi2 ⊗ · · · ⊗

◦
Hin) 7→

◦
Hi ⊗

◦
Hi1 ⊗ · · · ⊗

◦
Hin .

Mientras que Wi se define como,

ξ ⊗ ξi 7→ ξ,

ξ ⊗
◦
Hi 7→

◦
Hi,

(
◦
Hi1 ⊗

◦
Hi2 ⊗ · · · ⊗

◦
Hin)⊗ ξi 7→

◦
Hi1 ⊗

◦
Hi2 ⊗ · · · ⊗

◦
Hin ,

(
◦
Hi1 ⊗

◦
Hi2 ⊗ · · · ⊗

◦
Hin)⊗

◦
Hi 7→

◦
Hi1 ⊗ · · · ⊗

◦
Hin ⊗

◦
Hi.

La factorización de H en términos de H(l, i) o H(r, i) y las definiciones de Wi y Vi nos brindan
dos maneras de llevar operadores que actúan en los espacios Hi a operadores que actúan en el
producto libre (H) de la siguiente forma.

Si T es un operador lineal en Hi definimos.

λi(T ) = Vi(T ⊗ IH(l,i))V
−1
i ,
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y
ρi(T ) = Wi(IH(r,i) ⊗ T )W−1

i ,

el operador izquierdo y el operador derecho, respectivamente (ambos ρi y λi son representaciones
de B(Hi) en B(H)).

Existe una factorización más de H la cual es Hi ⊕ (Hi ⊗
◦
H(lr, i) ⊗Hi) e identificando de una

manera natural a λi(T ) y ρi(T ) con T ⊕ (T ⊗ IH(l,i) ⊗ IHi) y T ⊕ (IHi ⊗ IH(l,i) ⊗ T ), donde

◦
H(lr, i) =

⊕
n≥1

⊕
i1 6=i2 6=... 6=in
i1 6=i 6=in

◦
Hi1 ⊗

◦
Hi2 ⊗ · · · ⊗

◦
Hin ,

pero aún aśı tenemos sólo dos maneras de representar B(Hi) en B(H), la izquierda y derecha.

2.1.2 Producto libre de espacios vectoriales

Existen tres maneras equivalentes de denotar un espacio vectorial con vector especificado.

1. (X ,
◦
X , ξ), donde X es un espacio vectorial,

◦
X ⊂ X es un espacio de codimensión 1 y 0 6= ξ ∈ X

un vector tal que X =
◦
X ⊕ Cξ.

2. (X , p, ξ), donde de nuevo X es un espacio vectorial, p : X → X operador idempotente de
rango 1 y 0 6= ξ ∈ X tal que p(ξ) = ξ.

3. La última es (X , φ, ξ), con X espacio vectorial, φ funcional lineal de X y ξ ∈ X tal que
φ(ξ) = 1.

Notemos que en 2 y 3 podemos definir
◦
X = ker p y respectivamente

◦
X = kerφ, obteniendo la

tripleta de 1. En adelante usaremos 3 y la observación anterior.
Si L(X ) denota el conjunto de todos los operadores lineales T : X → X , definamos el funcional

ϕξ : L(X )→ C tal que para T operador lineal acotado actuando en X se tiene ϕξ(T ) = φ(Tξ). Dado
que ϕξ(I) = 1, el par (L(X ), ϕξ) es un espacio de probabilidad no conmutativo. Otra construcción
análoga del funcional ϕξ, es usando 2, como el único funcional que cumple que ϕξ(T )p = pTp, en
este caso usaremos la notación ϕp.

Sea (Xi,
◦
X i, ξi)i∈I una familia de espacios vectoriales con vectores especificados etiquetados por

el conjunto de ı́ndices I. El producto libre de los espacios vectoriales es (X ,
◦
X , ξ) = ∗

i∈I
(Xi,

◦
X i, ξi)

donde

X =
◦
X ⊕ Cξ,

y
◦
X =

⊕
n≥1

⊕
i1 6=i2 6=... 6=in

◦
X i1 ⊗

◦
X i2 · · · ⊗

◦
X in .

Nótese que esta fórmula luce idéntica al caso con espacios de Hilbert, pero aqúı las sumas y produc-
tos tensoriales son puramente algebraicos y no involucran completaciones, ni ortogonalidad, pues



20 Independencia bi-libre

no hay producto interior.

Ahora bien, para cada i ∈ I definimos

X (l, i) = Cξ ⊕
⊕
n≥1

⊕
i1 6=i2 6=... 6=in

i1 6=i

◦
X i1 ⊗

◦
X i2 ⊗ · · · ⊗

◦
X in ,

y

X (r, i) = Cξ ⊕
⊕
n≥1

⊕
i1 6=i2 6=... 6=in

in 6=i

◦
X i1 ⊗

◦
X i2 ⊗ · · · ⊗

◦
X in .

A partir de aqúı las definiciones de las identificaciones naturales dadas por los operadores
unitarios Vi : Xi ⊗ X (l, i) → X , Wi : X (r, i) ⊗ Xi → X y por tanto de λi : L(Xi) → L(X ) y
ρi : L(Xi) → L(X ) son idénticas a las del producto de espacios de Hilbert, si cambiamos H’s por
X ’s.

De la ortogonalidad en el producto libre (en ambos casos) y las factorizaciones se sigue que si
T1 ∈ L(Xi) y T2 ∈ L(Xj) entonces

[λi(T1), ρj(T2)] =

{
0 si i 6= j,

[T1, T2]⊕OH	Hi si i = j,

donde λi, ρi son, respectivamente, los operadores izquierdo y derechos, antes definidos y OH	Hi
denota la restricción de la función cero al conjunto H	Hi.

Terminamos esta sección aclarando que por un morfismo entre espacios vectoriales con vectores

especificados (X ,
◦
X , ξ) y (X ′,

◦
X ′, ξ′) hablamos de una función lineal S : X → X ′, tal que Sξ = ξ′ y

S(
◦
X ) ⊂

◦
X ′.

2.2 Independencia bi-libre

La idea de independencia bi-libre es trabajar con una estructura que distinga dos tipos de variables,
cuya noción de independencia combine los operadores izquierdos y derechos del producto libre y
que además generalice la independencia libre. Podŕıamos trabajar con simples pares ordenados,
por ejemplo si (A, ϕ) es un ∗-espacio de probabilidad no conmutativo, podemos dotar a A×A con
la siguiente estructura:

� (Definición de suma) (a, b) + (c, d) = (a+ c, b+ d).

� (Producto) (a, b)(c, d) = (ac, bd).

� (Involución) (a, b)∗ = (a∗, b∗).

� (Definición del funcional) φ(a, b) = ϕ(a)+ϕ(b)
2 .

Es fácil ver que (A×A, φ) es un ∗-espacio de probabilidad no conmutativo, aśı que una noción de
independencia natural para estos elementos debe ser una de las cinco independencias que Muraki
presenta en [36]. Esta es una de las razones por las que esta estructura no es adecuada, pues
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buscamos una generalización de libertad (freeness), aplicada además a pares de álgebras (A1,A2),
que si bien ambas entradas “viven” (como subconjuntos) en el espacio (A, ϕ), no respetan ninguna
relación entre ellas y no es necesario que tengan la misma cardinalidad (tener por ejemplo una
cantidad infinita de variables en la primera entrada y una finita en la segunda; que no es el caso del
ejemplo anterior pues si distinguiéramos a las variables de la primera entrada y a las de la segunda
entrada como “variables izquierdas” y “variables derechas”, respectivamente, entonces toda familia
de pares tendŕıa la misma cantidad de variables izquierdas y derechas).

En 2013, Dan Voiculescu presenta los elementos adecuados para evitar los anteriores problemas,
los cuales son pares ordenados de familias de variables aleatorias pero sin pensar que estos pares
viven en un espacio al que le asignaremos propiedades, si no usando las propiedades que conocemos
de nuestro espacio inicial y un tipo de independencia que combine operadores izquierdos y derechos.

2.2.1 Conceptos básicos

Definición 2.2.1 Un par de caras en un espacio de probabilidad no conmutativo (A, ϕ) es un
par ordenado ((B, β), (C, γ)) donde B, C son álgebras con unidad y β : B → A, γ : C → A son
homomorfismos. Nos referimos a (B, β) y a (C, γ) como cara izquierda y respectivamente cara
derecha en el par de caras.

Si B y C son subálgebras con unidad deA, y β, γ los homomorfismos inclusión, el par ((B, β), (C, γ))
también se denotará (B, C), y B y C serán llamadas la cara izquierda y la cara derecha, respectiva-
mente.

La definición anterior nos brinda los elementos sobre los que definiremos nuestro nuevo concepto
de independencia.

Definición 2.2.2 Una familia de dos caras de variables aleatorias en un espacio de probabilidad
no conmutativo (A, ϕ) es un par ordenado ((bi)i∈I , (cj)j∈J) de familias de variables aleatorias en
(A, ϕ) (i.e., las bi y cj son elementos de A). Nos referiremos a (bi)i∈I como la familia de variables
izquierdas y a (cj)j∈J como la familia de variables derechas en la familia de dos caras.

Si tanto I como J tienen un sólo elemento, digamos I = J = {1} nos referimos a la familia de
dos caras ({b1}, {c1}), la cual denotaremos por (b1, c1), como variable de dos caras.

Finalmente si tenemos una familia de dos caras como arriba, el par de caras asociado a tal
familia es ((C<Xi : i ∈ I>,β) , (C<Yj : j ∈ J>, γ)) donde β es homomorfismo tal que β(Xi) = bi y γ
tal que γ(Yj) = cj .

Definamos ahora lo que entenderemos por distribución en este marco teórico.

Definición 2.2.3 Si π = ((Bk, βk), (Ck, γk))k∈K es una familia de par de caras en (A, ϕ) entonces
su distribución conjunta es el funcional µπ : ∗

k∈K
(Bk ∗ Ck) → C definido como µπ = ϕ ◦ α donde

α : ∗
k∈K

(Bk ∗ Ck) → A es el homomorfismo tal que α |Bk= βk y α |Ck= γk. La distribución de

una familia de variables de dos caras ((bi)i∈I , (cj)j∈J) = (b̂, ĉ) es la distribución de su par de caras
asociado.

Observación 2.2.4 Una consecuencia de la definición anterior es que si ((bi)i∈I , (cj)j∈J) = (b̂, ĉ)
es una familia de dos caras de variables aleatorias no conmutativas en (A, φ), entonces su dis-
tribución µb̂,ĉ es el funcional µb̂,ĉ = φ ◦ α donde α : C<Xi, Yj : i ∈ I, j ∈ J>→ A es el ho-

momorfismo α(Xi) = bi y α(Yj) = cj. Equivalentemente, la distribución de la familia de dos
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caras ((bi)i∈I , (cj)j∈J) = (b̂, ĉ) es la distribución conjunta en el sentido algebraico de la familia
{(bi)i∈I , (cj)j∈J} como lo entendemos en probabilidad no conmutativa.

Esto se sigue de identificar C<Zi : i ∈ I> con ∗
i∈I
C<Zi> y puede ser usada como definición de

distribución.

Para la definición de independencia bi-libre, la cual es la piedra angular de esta teoŕıa, nece-
sitamos hacer uso de los productos libres y operadores izquierdo y derecho definidos en la sección
anterior, y como ya vimos, esto se puede hacer de dos formas y aunque en la definición que dare-
mos las dos son equivalentes, presentaremos ambas; la razón de esto es que en algunas definiciones
futuras usaremos la definición con producto de espacios de Hilbert y en otras con producto de
espacios vectoriales.

2.2.2 Versión con espacios de Hilbert

Definición 2.2.5 Una familia π = ((Bk, βk), (Ck, γk))k∈K de pares de caras en (A, ϕ) es bi-libre (o
bi-libremente independiente) si existe una familia de espacios de Hilbert con vectores especificados
(Hk, ξk)k∈K y homomorfismos lk : Bk → B(Hk) y rk : Ck → B(Hk) tal que si π̄ = ((Bk, λk ◦
lk), (Ck, ρk ◦ rk))k∈K es la familia de par de caras de (B(H), ξ), donde (H, ξ) = ∗

i∈I
(Hi, ξi), tenemos

la igualdad de las distribuciones µπ = µπ̄. Una familia de dos caras es bi-libre si su familia de par
de caras asociado es bi-libre. La familia π es estrictamente bi-libre si es bi-libre y k 6= j implica
[βk(Bk), γj(Cj)] = 0, donde λk, ρk son los operadores izquierdos y derechos, respectivamente.

De la definición se sigue que π = {(Al, Ar), (Bl, Br)}, que consiste solamente en un par de par
de caras, es bi-libre si su distribución en (A, ϕ) es la misma que la de

π̃ = {(λ1(l1(Al)), ρ1(r1(Ar))), (λ2(l2(Bl)), ρ2(r2(Br)))},

esta última en (B(H), ξ), para algunos homomorfismos l1, l2, r1, r2 (con los dominios y contrado-
minios análogos a la definición) tal como se muestra en la figura 2.2.2.

Donde el rectángulo punteado de la izquierda es la familia de par de caras que vive en (A, ϕ)
y tiene distribución µπ y el de la derecha la familia de par de caras que inducen los homomorfis-
mos y los operadores izquierdos y derechos en (B(H),Ψξ), donde (H, ξ) = (H1, ξ1) ∗ (H2, ξ2) con
distribución µπ̃. En otras palabras, Una familia de par de caras en (A, ϕ) es bi-libre si se puede
meter de manera muy especifica a un espacio (B(H),Ψξ) de operadores de un producto libre, y su
distribución queda invariante, donde Ψξ(T ) = 〈Tξ, ξ〉.
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l1

r1

(A, ϕ)

Ar

B(H1)

λ1

ρ1

Al

(B(H),Ψξ)

l2

r2

π π̃µπ = µπ̃

Br

B(H2)

λ2

ρ2

Bl

Una manera de entender la analoǵıa que tiene la independencia libre con la independencia
bi-libre es al leer el trabajo original de Voiculescu [50] donde prácticamente dice lo siguiente.

Las subálgebras A1 y A2 de A son libres si y sólo si existen espacios de Hilbert Hk y homomor-
fismos αk : Ak → B(Hk), k = 1, 2 tal que el siguiente diagrama conmuta:

A1 ∗A2
i //

α1∗α2

��

A ϕ // C

B(H1) ∗B(H2)
λ1∗λ2

(ρ1∗ρ2)
// B(H1 ∗ H2)

Ψξ

::

Figura 2.1: Diagrama libre

Ahora veamos la similitud con el caso bi-libre, representando diagramáticamente lo que la
definición de independencia bi-libre dice, para el caso de una familia de dos pares de caras
Los pares de caras (Al,1, Ar,1) y (Al,2, Ar,2) de A son bi-libres si y sólo si existen espacios de Hilbert
Hk y homomorfismos αk : Al,k → B(Hk) y βk : Ar,k → B(Hk) k=1,2. tal que el siguiente diagrama
conmuta:

Como se puede ver en el primer diagrama la elección entre usar los operadores izquierdos o
usar operadores derechos, es equivalente, en el sentido que podemos modelar independencia libre
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Al,1 ∗Ar,1 ∗Al,2 ∗Ar,2
i //

α1∗β1∗α2∗β2

��

A ϕ // C

B(H1) ∗B(H1) ∗B(H2) ∗B(H2)
λ1∗ρ1∗λ2∗ρ2 // B(H1 ∗ H2)

Ψξ

;;

Figura 2.2: Diagrama bi-libre

con ambos. En el segundo diagrama, correspondiente a independencia bi-libre, se combinan las
álgebras de una forma espećıfica y se utilizan tanto los operadores izquierdos como los derechos.

Observación 2.2.6 La definición de independencia bi-libre para familias de dos caras se puede
poner en términos más prácticos, (tomando en cuenta las mismas consideraciones que en la obser-
vación 2.2.4) como sigue.

Dos familias de dos caras de variables de (A, ϕ), ((bi)i∈I , (cj)j∈J) y ((b′i)i∈I′ , (c
′
j)j∈J ′) son

bi-libres si existen (H1, ξ1) y (H2, ξ2) espacios de Hilbert con vectores especificados y operadores
((Ti)i∈I , (Sj)j∈J) actuando por la izquierda y derecha, respectivamente en H1 y ((T ′i )i∈I′ , (S

′
j)j∈J ′)

actuando por la izquierda y derecha respectivamente en H2 tal que la distribución de las vari-
ables {(bi)i∈I , (cj)j∈J , (b′i)i∈I′ , (c′j)j∈J ′} es la misma que la de {(Ti)i∈I , (Sj)j∈J , (T ′i )i∈I′ , (S′j)j∈J ′}
en B(H) con respecto a ξ.

2.2.3 Versión con espacios vectoriales

Definición 2.2.7 Una familia π = ((Bk, βk), (Ck, γk))k∈K de pares de caras en (A, ϕ) es bi-libre (o
bi-libremente independiente) si existe una familia de espacios vectoriales con vectores especificados

(Xk,
◦
X k, ξk)k∈K y homomorfismos lk : Bk → L(Xk) y rk : Ck → L(Xk) tal que si π̄ = ((Bk, λk ◦

lk), (Ck, ρk ◦ rk))k∈K es la familia de par de caras de (L(X ), ξ), donde, (X ,
◦
X , ξ) = ∗

k∈K
(Xk,

◦
X k, ξk)

tenemos la igualdad de las distribuciones µπ = µπ̄. Una familia de dos caras es bi-libre si su familia
de par de caras asociado es bi-libre.

2.2.4 Resultados generales

Dejaremos a un lado el hecho que tenemos dos versiones de independencia bi-libre y consideraremos
ambas como equivalentes, vamos a establecer resultados interesantes y algunas consecuencias de la
definición.

Necesitamos demostrar que la independencia bi-libre no depende de una particular elección de
los homomorfismos lk y rk. Para lo que necesitamos el siguiente lema.

Lema 2.2.8 Sean Bk, Ck álgebras con unidad y lk : Bk → L(Xk), rk : Ck → L(Xk), l′k : Bk → L(X ′k),

r′k : Ck → L(X ′k) homomorfismos, donde (Xk,
◦
X k, ξk) y (X ′k,

◦
X ′k, ξ′k) son espacios vectoriales con

vectores especificados y supongamos que existen morfismos Sk : (Xk,
◦
X k, ξk) → (X ′k,

◦
X ′k, ξ′k) que
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entrelazan las representaciones lk y l′k de Bk (i.e Sklk(a) = l′k(b)Sk, ∀b ∈ Bk) y también entre-

lazan las representaciones rk y r′k de Ck. Entonces si (X ,
◦
X , ξ) = ∗

k∈K
(Xk,

◦
X k, ξk), (X ′,

◦
X ′, ξ′) =

∗
k∈K

(X ′k,
◦
X ′k, ξ′k), S = ∗

k∈K
Sk y α : ∗

k∈K
(Bk ∗ Ck) → L(Xk) y α′ : ∗

k∈K
(Bk ∗ Ck) → L(X ′k) son los

homomorfismos tal que α|Bk = λk ◦ lk, α|Ck = ρk ◦ rk α′|Bk = λ′k ◦ l′k, α′|Ck = ρ′k ◦ r′k entonces
S entrelaza a α y a α′. Mas aún también se tiene que Ψξ ◦ α = Ψξ′ ◦ α′, donde Ψξ,Ψξ′ son los
funcionales en L(Xk) y L(X ′k) respectivamente.

Proposición 2.2.9 Sea π = ((πk))k∈K = ((Bk, βk), (Ck, γk))k∈K una familia de pares de caras

en (A, ϕ) y para cada k ∈ K sea (X ′k,
◦
X ′k, ξ′k) un espacio vectorial con vector especificado y

sean l′k : Bk → L(X ′k) y r′k : Ck → L(X ′k) homomorfismos que definen un par de caras π′k =
((Bk, l′k), (Ck, r′k))k∈K en (L(X ′k), ϕξ′k) tal que tenemos la igualdad de distribuciones µπk = µπ′k , k ∈

K. Sea además (X ′,
◦
X ′, ξ′) = ∗

k∈K
(X ′k,

◦
X ′k, ξ′k) y sea π̄′ = ((π̄k

′))k∈K = ((Bk, λ′k◦l′k), (Ck, ρ′k◦r′k))k∈K
la familia de caras en (L(X ′), ϕξ′). Entonces π es bi-libre si y sólo si µπ = µπ̄′.

Demostración. La suficiencia se sigue inmediatamente de la definición, pues ya tenemos la exis-
tencia de los morfismos y la igualdad de las distribuciones.

Supongamos que π es bi-libre y sea (X ′′k ,
◦
X ′′k, ξ′′k)k∈K el espacio que existe de la definición de in-

dependencia bi-libre, con µπ = µπ′′ , aśı que sólo basta encontrar morfismos Sk : (X ′k,
◦
X ′k, ξ′k)k∈K →

(X ′′k ,
◦
X ′′k, ξ′′k)k∈K que cumplan las propiedades del lema anterior y aśı por la igualdad de Ψ′′ξ ◦α′′ =

Ψξ′ ◦ α′ se cumplirá que µπ′ = µπ′′ y por tanto µπ′ = µπ.

Definamos pues X = Bk ∗ Ck,
◦
X k = kerµπk , ξk = 1 y los homomorfismos lk, rk las representa-

ciones izquierdas de Bk y respectivamente de Ck en Bk ∗ Ck.
Ahora para ε ∈ {′,′′ } definimos Sεk(x) = αεk(x)ξεk(x), donde αεk : Bk ∗ Ck → L(X ε) es el

homomorfismo tal que αεk|Bk = lεk y αεk|Ck = rεk. Si x ∈
◦
X k = kerµπk = kerµπεk entonces

0 = µπεk(x)pεk = Ψξεk
(αεk(x))pεk = pεkα

ε
k(x)pεk y entonces 0 = pεkα

ε
k(x)ξεk, de aqúı que Sεk

◦
X k ⊂

◦
X
ε

k. De
S′k y S′′k se construye el morfismo deseado.

Corolario 2.2.10 1. Si πk = ((Bk, βk), (Ck, γk)) son pares de caras en (A, ϕ) para todo k ∈
K y la familia π = (πk)k∈K es bi-libre, entonces su distribución µπ está completamente
determinada por las distribuciones µπk , k ∈ K.

2. Sea (Bk, Ck) pares de álgebras con unidad, k ∈ K y µk : Bk ∗ Ck → C funcionales lineales tal
que µk(1) = 1. Entonces existe una única aplicación lineal µ : ∗

k∈K
(Bk ∗ Ck) → C, µ(1) = 1,

tal que la familia de par de caras ((Bk, Ck))k∈K es bi-libre en ( ∗
k∈K

(Bk ∗ Ck), µ) y µ |Bk∗Ck= µk

para todo k ∈ K.

Demostración.

1. Podemos tomar (X ′k,
◦
X ′k, ξ′k) tal que L(X ′k) = Bk ∗ Ck, aśı tomando como homomorfismos a

las inclusiones tenemos todas las hipótesis del teorema y la distribución de esta construcción
depende sólo de los µk entonces por la proposición tal distribución es igual a µπ.
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2. Se toma µ = ∗
k∈K

µk. La unicidad y linealidad, aśı como la propiedad de que µ |Bk∗Ck= µk

se sigue de la definición de producto libre de operadores. Sea L(X ′k) = Bk ∗ Ck entonces se
satisfacen las condiciones de la proposición tomando como homomorfismos a las inclusiones.

Si A es un álgebra, su espacio algebraico de estados Σ(A) es el subconjunto convexo del dual de
A, que consiste de los funcionales lineales ϕ : A → C tal que ϕ(1) = 1. El espacio de distribuciones
para la familia de par de caras (Bk, Ck)k∈K es el conjunto Σ((Bk, Ck) : k ∈ K) = Σ( ∗

k∈K
(Bk ∗ Ck)).

Para toda familia µk ∈ Σ(Bk, Ck), k ∈ K existe una única distribución producto bi-libre µ =
∗ ∗
k∈K

µk ∈ Σ((Bk, Ck) : k ∈ K) tal que µ |Bk∗Ck= µk, k ∈ K y por el segundo resultado del corolario

anterior ((Bk, Ck))k∈K es bi-libre en ( ∗
k∈K

(Bk ∗ Ck), µ).

El hecho de que las álgebras unitarias de la definición de par de caras no necesariamente sean
subconjuntos de A es muy útil en cuestión de generalidad, pero puede volverse tedioso en las
demostraciones, el siguiente corolario nos da la razón por la cual no hay pérdida de generalidad al
hacer nuestras demostraciones considerando que ambas caras “viven” en A.

Corolario 2.2.11 La familia de par de caras ((Bk, βk), (Ck, γk))k∈K es bi-libre en (A, ϕ) si y sólo
si ((βk(Bk), γk(Ck))k∈K es bi-libre en (A, ϕ).

Demostración. Si ((βk(Bk), γk(Ck))k∈K es bi-libre entonces tomamos a lk ◦ β y rk ◦ γ como los
nuevos homomorfismos y se tiene que ((Bk, βk), (Ck, γk))k∈K es bi-libre. Supongamos ahora que

((Bk, βk), (Ck, γk))k∈K es bi-libre, sea Xk = βk(Bk) ∗ γk(Ck), ξk = 1 y
◦
X k = kerµk, donde µk es la

distribución de ((βk(Bk), γk(Ck)), los morfismos Bk ∗ Ck → βk(Bk) ∗ γk(Ck) y la proposición anterior
nos dan el resultado.

Un hecho útil del producto de espacios vectoriales es el siguiente: Sea (Xk,
◦
Xk, ξk)k∈K una familia

de espacios vectoriales con vectores especificados y K =
∐
i∈I
Ki una partición del conjunto de ı́ndices,

donde
∐

denota unión disjunta. Sea (Yi,
◦
Yi, ηi)i∈I la familia de productos libres (Yi,

◦
Yi, ηi) =

∗
k∈Ki

(Xk,
◦
Xk, ξk). Entonces existen identificaciones naturales σ : ∗

i∈I
(Yi,

◦
Yi, ηi) → ∗

k∈K
(Xk,

◦
Xk, ξk),

Vki : Xk ⊗ Yi(l, k)⊗ Y(l, i)→ X , Wik : Y(r, i)⊗ Yi(r, k)⊗ Xk → X , siempre que k ∈ Ki (Note que
aqúı X = Y).

Mas aún tenemos que σλi(λk(T )) = λk(T )σ, σρi(ρk(T )) = ρk(T )σ, donde T ∈ L(Xk), k ∈ Ki y
los λk, ρk en la parte izquierda son operadores en Yi, mientras que λk, ρk de la parte derecha son
operadores en X .

La anterior observación se menciona en esta parte pues de tal hecho se sigue de manera inmediata
la siguiente proposición.

Proposición 2.2.12 Sea π = ((Bk, βk), (Ck, γk))k∈K una familia de par de caras en (A, ϕ). Sea
K =

∐
i∈I
Ki, Di = ∗

k∈Ki
Bk, Ei = ∗

k∈Ki
Ck y sea δi : Di → A, εi : εi → A los homomorfismos tales que

δi |Bk= βk, εi |Ck= γk, si k ∈ Ki. Si π es bi-libre, entonces ((Di, δi), (εi, εi)) es bi-libre.

El resultado siguiente nos dice que la noción de independencia bi-libre es más estructurada que
simplemente libertad en las caras izquierdas o independencia en las caras alternadas.
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Proposición 2.2.13 Sean A1,B2 álgebras y (Ak,Bk)k∈K una familia de par de caras en un espacio
de probabilidad no conmutativo (A, ϕ).

i) Suponiendo (Ak,Bk)k∈K bi-libre entonces (Ak)k∈K es una familia libre en (A, φ). Similarmente
(Bk)k∈K es una familia libre en (A, ϕ).

ii) (Ak,Bk)k∈K bi-libre implica Ak es independiente en el sentido tensorial con Bi para todo i 6= k.
Mas aún si L ⊂ K entonces las subálgebras ∪

k∈L
Ak y ∪

k∈K−L
Bk son independientes en el sentido

tensorial.

iii) A1 y A2 son independientes en el sentido tensorial si y sólo si (A1,C1A) y (C1A,A2) son
bi-libres.

iv) A1 y A2 son álgebras libres si y sólo si (A1,C1A) y (A2,C1A) son bi-libres.

Demostración. Para esta demostración nos vamos a referir a los diagramas algebraicos 2.1 y 2.2.

i) Si (Ak,Bk)k∈K es bi-libre tenemos un diagrama como el diagrama bi-libre 2.2, con homomor-
fismos ∗

k∈K
(αk ∗ βk) hacia abajo, donde αk : Ak → L(Xk) y βk : Bk → L(Xk), tomando pues

las restricciones ∗
k∈K

(αk ∗ βk) | ∗
k∈K
Ak y sólo los operadores izquierdos ∗

k∈K
λk y las restricciones

de las inclusiones al mismo conjunto, obtenemos un diagrama como el diagrama libre 2.1. Por
tanto (Ak)k∈K son libres. Análogamente (Bk)k∈K tomando los operadores derechos solamente.

ii) (Ak,Bk)k∈K bi-libre implica que la familia ( ∪
k∈L
Ak, ∪

k∈L
Bk), ( ∪

k∈K−L
Ak, ∪

k∈K−L
Bk) es bi-libre, y

podemos seguir reduciéndolo, por lo que basta demostrar el caso K = {1, 2} y L = {1}.
Sea (X ,

◦
X , ξ) = ∗

k∈{1,2}
(Xk,

◦
X k, ξk) de la definición de independencia bi-libre. Definamos para

Tk ∈ L(Xk),

◦
Tk = Tk − ϕpk(Tk)I, tk = ϕpk(Tk),

◦
xk =

◦
Tkξk ∈

◦
Xk.

Luego, por las propiedades de los operadores izquierdo y derecho tenemos que

λ1(T1)ρ2(T2) = λ1(T1)[
◦
x2 + t2ξ] =

◦
x1 ⊗

◦
x2 + t2

◦
x1 + t1

◦
x2 + t1t2ξ,

entonces

ϕp(λ1(T1)ρ2(T2)) = t1t2 = ϕp1(T1)ϕp2(T2) = ϕp(λ1(T1))ϕp(ρ2(T2)).

Como el par es bi-libre las álgebras tienen la misma distribución que sus imágenes en el producto
libre, aśı que los momentos tienen la factorización adecuada y las álgebras son independientes.

iii) Un sentido (la suficiencia) es inmediato del inciso anterior. El otro se demuestra en [42].

iv) La condición suficiente es consecuencia inmediata del inciso i. Si las álgebras son libres tenemos
un diagrama como el diagrama libre 2.1. Tomamos βk : C1A → L(Xk) como βk(λ1) = λ1L(Xk)
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y lo superponemos en el segundo diagrama (figura 2.2), por las propiedades de la identidad es
claro que obtendremos un diagrama como el de la figura 2.1 y por tanto se tiene el resultado.

Todas las nociones de independencia que consideramos en la definición 1.1.5, se definen en términos
de una factorización de momentos mixtos, pues el concepto de independencia bi-libre también se
puede poner en esos términos, aunque no tenemos forma cerrada para los polinomios.

Proposición 2.2.14 Dados conjuntos I, J, T , para cada n ∈ N y el par (α, t) : {1, ..., n} → K × T
donde K = I

∐
J , existe m ∈ N y transformaciones αr : {1, ..., n(r)} → K, t(r) ∈ T , 1 ≤ r ≤ m y

un polinomio universal Pα,t(X1, ..., Xm), (m,n(r), αr, t(r) dependen de (α, t)) tal que: Una familia
de familias de dos caras zt = ((zt,i)i∈I , (zt,j)j∈J), t ∈ T en (A, ϕ) es bi-libre si y sólo si para cada
(α, t), tenemos ϕ(zt(1),α(1)...zt(n),α(n)) = Pα,t(ϕ(zt(r),αr(1)...zt(r),αr(nr)))(1 ≤ r ≤ m).

2.3 Ejemplos simples

En esta sección se presentan ejemplos donde la independencia bi-libre surge de manera natural.

1. Si (Xi, ξi) familia de espacios de Hilbert y L(Xi) denota el álgebra de operadores lineales en
Xi y (X, ξ) es el producto libre con vectores especificados. Usando los operadores izquierdos
y derechos es casi tautológico (usando como homomorfismos la identidad) que la familia de
par de caras (λi(L(Xi)), ρi(L(Xi)))i∈I es bi-libre en (L(X), ξ).

2. Si H es un espacio de Hilbert complejo y F(H) es su espacio de Fock libre, l(h), r(h) los
operadores creación izquierda y creación derecha tal como se definen en el caṕıtulo 1 . Si wi ⊂
H, i ∈ I tal que i 6= j ⇒ wi⊥wj (ortogonales) entonces la familia ((l(wi) ∪ l∗(wi)), ((r(wi) ∪
r∗(wi)))i∈I es bi-libre en (L(T (H)), < ·Ω,Ω >), donde Ω es el vector vaćıo.

3. Sea (Gi)i∈I colección de grupos y G = ∗
i∈I
Gi su producto libre. Sea g ∈ G, y denotemos

por L(g), R(g) el operador desplazamiento a la izquierda por g (left shift), y el operador
desplazamiento a la derecha por g (right shift), i.e L(g)ξh = ξgh y R(g)ξh = ξhg, en l2(G)
respectivamente, y τ en L(l2(G)) es el funcional < ·δe, δe >, y el conjunto δg, g ∈ G es la base
canónica l2(G) entonces la familia de par de caras ((L(g))g∈Gi , (R(g))g∈Gi) es bi-libre en ese
espacio (consultar [57] para más detalles de este ejemplo).

Observación 2.3.1 En [35] se demuestra que la familia (l(wi)∪ l∗(wi))i∈I , bajo las mismas condi-
ciones del ejemplo anterior, inciso 2, es libre (de hecho semicircular). ahora con la independencia
bi-libre del ejemplo dos y los resultados de la sección anterior(ver proposición 2.2.13) se puede
concluir como corolario la independencia libre de ((l(wi)∪ l∗(wi))i∈I y de ((r(wi)∪ r∗(wi))i∈I y que
cualquier (l(wi)∪ l∗(wi)) es independiente en el sentido clásico con (r(wj)∪ r∗(wj)) para todo i 6= j
en I.

2.4 Convoluciones bi-libres

2.4.1 Independencia bi-libre en espacios de probabilidad de Banach

Una álgebra de von Neumann, actuando en un espacio de Hilbert H es una subálgebra de B(H)
que contiene a la función identidad y es cerrada con la operación de tomar adjunto y es cerrado
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como conjunto en la topoloǵıa débil inducida por las funcionales lineales a 7→ 〈aξ, η〉, ξ, η ∈ H.
Un W ∗-espacio de probabilidad es un par (A, ϕ), donde A es una álgebra de von Neumann en

algún espacio de Hilbert complejo y ϕ es un funcional fiel, unitario, tracial, positivo y lineal.

Definición 2.4.1 Sea (A, ϕ) un C∗-espacio de probabilidad, i.e, A es una C∗-álgebra y ϕ es un
estado. Una familia de pares de caras ((Bk, βk), (Ck, γk))k∈K es una familia de pares de C∗-caras si
Bk, Ck son C∗-álgebras y βk, γk ∗-homomorfismos.

Similarmente, si (A, ϕ) es un W ∗-espacio de probabilidad, ((Bk, βk), (Ck, γk))k∈K es una familia
de pares de W ∗-caras si Bk, Ck son W ∗-álgebras y βk, γk ∗-homomorfismos ultradébilmente con-
tinuos, es decir, funciones que preservan las operaciones, adjuntos y son continuos en la topoloǵıa
débil.

Decimos que una variable de dos caras (a, b) es autoadjunta (normal, positiva, unitaria) si tanto
a como b son autoadjuntas (normales, positivas, unitarias).

Ahora presentaremos definiciones que nos permitirán trabajar con medidas de probabilidad.

Definición 2.4.2 Sea (A, ϕ) un C∗-espacio de probabilidad.

i) Decimos que una variable de dos caras (a, b) es autoadjunta (normal, positiva, unitaria) si
tanto a como b son autoadjuntas (normales, positivas, unitarias).

ii) La ∗-distribución de una familia de variables de dos caras ((bi)i∈I , (cj)j∈J) es la distribución
de la familia ((bi)i∈I

∐
(b∗i )i∈I , (cj)j∈J

∐
(c∗j )j∈J).

iii) Sea (a, b) una variable de dos caras autoadjunta y bipartita (es decir, a y b conmutan), si existe
una medida µ con soporte compacto en R2 tal que ∀n,m ∈ N,

ϕ(anbm) =

∫
R2

wnzmµ(dw, dz),

decimos que µ es la distribución en el sentido anaĺıtico de (a, b).

Que una variable de dos caras autoadjunta y bipartita (a, b) en un C∗-espacio de probabilidad
(A, ϕ) tenga distribución es consecuencia del teorema de representación de Riesz.

Teorema 2.4.3 Dadas dos medidas de probabilidad µ1, µ2 con soporte compacto en R2, existe
un C∗-espacio de probabilidad no conmutativo (A, ϕ) y dos variables de dos caras (a, b) y (c, d)
estrictamente bi-libres, autoadjuntas, bipartitas tal que (a, b) tiene por distribución en el sentido
anaĺıtico a µ1 y (c, d) a µ2.

Demostración. SeanH1 = L2(R2, dµ1) yH2 = L2(R2, dµ2) espacios de Hilbert, y ξ1 ∈ H1, ξ1(x, y) =
1 y ξ2 ∈ H2, ξ2(x, y) = 1 también ϕξi(·) = 〈·ξi, ξi〉, k = 1, 2. Ahora sea (H, ξ) = (H1, ξ1) ∗ (H2, ξ2).
Como vimos en el ejemplo 1 al inicio de esta sección, los pares (B(H1), B(H1)) y (B(H2), B(H2))
son bi-libres en (B(H), ϕξ). En particular para todo S1, T1 ∈ B(H1) y S2, T2 ∈ B(H2) los pares
(λ1(S1), ρ1(T1)) y (λ2(S2), ρ2(T2)) son bi-libres en (B(H), ϕξ).

Para construir el par deseado, definamos las funciones Si, Ti ∈ B(Hi), para i = 1, 2 como

Si(f)(x, y) = xf(x, y) y Ti(f)(x, y) = yf(x, y), (x, y) ∈ R2, f ∈ Hi.
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Es fácil ver que la distribución de (Si, Ti) respecto a ϕξi es µi, ya que las funciones son autoad-
juntas, el par claramente es bi-partito y además

ϕξi(S
p
i T

q
i ) =

∫
R2

(xξi(x, y))p(yξi(x, y))qdµi(x, y) =

∫
R2

xpyqdµi(x, y).

Aún nos falta la Bi-libertad pero eso se soluciona demostrando que (λi(Si), ρi(Ti)) también
tiene distribución µi pero con respecto a ϕξ, esto porque ese par también es bi-partito, autoadjunto
y además, usando las definiciones de λi, ρi y el hecho que los homomorfismos que definimos Vi :
Hi ⊗H(l, i)→ H y Wi : H(r, i)⊗Hi → H cumplen Vi(ξi ⊗ ξ) = ξ = Wi(ξ ⊗ ξi) tenemos

ϕξ(λi(Si)
pρi(Ti)

q) = 〈λi(Si)pρi(Ti)qξ, ξ〉
= 〈Wi(I ⊗ T qi )(ξ ⊗ ξi), Vi(S−pi ⊗ I)(ξi ⊗ ξ)〉

= 〈Wi(ξ ⊗ T qi ξi), Vi(S
−p
i ξi ⊗ ξ)〉

= 〈Wi(ξ ⊗ T qi ξi),Wi(ξ ⊗ S−pi ξi)〉
= 〈ξ ⊗ T qi ξi, ξ ⊗ S

−p
i ξi〉

= 〈ξ, ξ〉〈Spi T
q
i ξi, ξi〉 =

∫
R2

xpyqdµi(x, y)

Entonces tomando a = λ1(S1), b = ρ1(T1), c = λ2(S2), d = ρ2(T2) se tiene el resultado.

2.4.2 Convoluciones bi-libres

Si z = ((bi)i∈I , (cj)j∈J) y z′ = ((b′i)i∈I , (c
′
j)j∈J) es un sistema bi-libre de dos caras de vari-

ables aleatorias no-conmutativas y si s1 = ((bi + b′i)i∈I , (cj + c′j)j∈J), s2 = ((bib
′
i)i∈I , (cjc

′
j)j∈J)

y s3 = ((bi + b′i)i∈I , (cjc
′
j)j∈J) entonces las distribuciones µs1 , µs2 , µs3 dependen solamente de las

distribuciones µz, µz′ .

Esto nos proporciona la definición de las siguientes operaciones entre distribuciones

µz �� µz′ = µs1 ,

µz �� µz′ = µs2 ,

µz �� µz′ = µs3 .

Las cuales reciben el nombre de convolución aditiva bi-libre, convolución multiplicativa bi-libre
y convolución aditiva-multiplicativa bi-libre.

Observación 2.4.4 La razón por la que no se menciona una convolución multiplicativa-aditiva es
por la simetŕıa de la independencia bi-libre.

Sea X un espacio Hausdorff, decimos que una función f : X → C se anula en el infinito si para
todo ε > 0, el conjunto K = {x ∈ X : |f(x)| ≥ ε} es compacto. Al conjunto de todas las funciones
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f : X → C que se anulan en el infinito de un espacio X lo denotamos por C0(X). Vamos a enunciar
el teorema de Representación de Riesz, que nos ayudará en las siguientes observaciones.

Lema 2.4.5 (teorema de Representación de Riesz) Sea X un espacio de Hausdorff localmente
compacto y segundo numerable. Entonces cada funcional lineal acotado, Φ en C0(X) se representa
por una única medida con signo de Borel compleja µ. i.e

Φ(f) =

∫
X

fdµ ∀f ∈ C0(X).

Mas aún, ‖Φ‖ = |µ|(X).

Sean µ, ν dos medidas con soporte compacto en (0,∞) × (0,∞), siguiendo el mismo procedi-
miento que en el teorema 2.4.3 se puede ver que existe un C∗-espacio de probabilidad no conmutativo
(A, ϕ) y dos variables de dos caras (a1, b1) y (a2, b2) estrictamente bi-libres (osease [ak, bj ] = 0 para
k 6= j), autoadjuntas, bipartitas y supongamos que también positivas e invertibles tal que (a1, b1)
tiene por distribución en el sentido anaĺıtico a µ y (a2, b2) a ν.

Por todas las propiedades anteriores podemos ver que la distribución de (a1a2, b1b2) se reduce
a calcular los momentos ϕ((a1a2)p(b1b2)q), p, q ≥ 0 los cuales se pueden escribir también como

ϕ(a
1/2
1 b

1/2
1 (a

1/2
1 a2a

1/2
1 )p(b

1/2
1 b2b

1/2
1 )qb

−1/2
1 a

−1/2
1 ), y los operadores (a

1/2
1 a2a

1/2
1 ) y (b

1/2
1 b2b

1/2
1 ) son in-

vertibles positivos, y por tanto el funcional ψ en A definido por ψ(a) = ϕ(a
1/2
1 b

1/2
1 ab

−1/2
1 a

−1/2
1 ) es

acotado y ψ(1) = 1, esto se traslada por el teorema de Riesz a una medida con signo µ � �ν, la
cual es la distribución de (a1a2, b1b2).

Similarmente para µ, ν medidas con soporte compacto en (0,∞)×R pero usando ϕ((a1a2)p(b1 +

b2)q) = ϕ(a
1/2
1 (a

1/2
1 a2a

1/2
1 )p(b1+b2)qa

−1/2
1 ) se encuentra una medida µ��ν, la cual es la distribución

de (a1a2, b1 + b2).
Totalmente análogo para µ��ν para medidas µ, ν con soporte compacto en R× R.

Observación 2.4.6 Para evitar problemas con medidas con signo, y para decir más en la parte
anaĺıtica en el art́ıculo de Huang y Wang [31] trabajan con medidas con soporte en T2 = T × T,
donde

T = {z ∈ C : |z| = 1}.

Para medidas en el ćırculo se puede decir sin ningún problema que, si µ1 distribución de (u1, v1),
µ2 distribución de (u2, v2) y ambas medidas de probabilidad están definidas en T2, entonces,

µ1 ��µ2 = µ(u1u2,v1v2),

es una medida de probabilidad en T2.
En el mismo art́ıculo trabajan con otra convolución llamada convolución opuesta bi-libre, la cual

es la medida

µ1 ��
opµ2 = µ(u1u2,v2v1),

que a pesar de parecerse mucho a la convolución multiplicativa-multiplicativa, no son iguales.
también definen una “transformada S opuesta” que se comporta bien con esa convolución. Los
aspectos combinatorios de la transformada S opuesta se estudian en el art́ıculo de Skoufranis [44].
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2.5 Cumulantes

2.5.1 teorema de existencia y unicidad

Nuestro objetivo en esta sección es presentar el teorema de existencia y unicidad de los cumulantes,
el cual mencionamos a continuación. En lo siguiente se consideran los conjuntos de ı́ndices I, J de
las familias de dos caras ((zi)i∈I , (zj)j∈J) como disjuntos y denotaremos la unión disjunta de estos
conjuntos por I

∐
J y también denotaremos por C〈Xk : k ∈ K〉 al conjunto de los polinomios en

las variables no conmutativas Xk con coeficientes complejos.

Teorema 2.5.1 Para cada función α : {1, ..., n} → IqJ y K ⊂ {1, ..., n}, sea αK = α◦bK , donde
bK : {1, ..., |K|} → K es la biyección creciente (ordenar de menor a mayor los elementos de K).
Entonces existe un polinomio universal

Rα(XαK |∅ 6= K ⊂ {1, ..., n}) = Xα{1,...,n} + R̂α(XαK |∅ 6= K  {1, ..., n}),

el cual es homogéneo de grado n y R̂α sigue la recursión, donde XαK es dado de grado |K| y tal
polinomio tiene la propiedad cumulante: si z = ((zi)i∈I , (zj)j∈J), z′ = ((z′i)i∈I , (z

′
j)j∈J) es un par

bi-libre de familias de dos caras en un espacio de probabilidad no conmutativo (A, ϕ) y z + z′ =
((zi + z′i)i∈I , (zj + z′j)j∈J) y si K = {k1 < ... < kr} ⊂ {1, ..., n} y MαK = ϕ(zα(k1) · · · zα(kr)),
M ′αK = ϕ(z′α(k1) · · · z

′
α(kr)

), M ′′αK = ϕ((zα(k1) + z′α(k1)) · · · (zα(kr) + z′α(kr)
)), tenemos

Rα(MαK |∅ 6= K ⊂ {1, ..., n}) +Rα(M ′αK |∅ 6= K ⊂ {1, ..., n}) = Rα(M ′′αK |∅ 6= K ⊂ {1, ..., n}),

el polinomio Rα que satisface la propiedad de homogeneidad y la propiedad cumulante aditiva es
único.

Definición 2.5.2 Los polinomios Rα serán llamados cumulantes bi-libres. En el caso que tenemos
una familia de dos caras z = ((zi)i∈I , (zj)j∈J) en (A, ϕ) los cumulantes bi-libres de z son los
números Rα(ϕ(zα(k1) · · · zα(kr))|{k1 < ... < kr} ⊂ {1, ..., n}). Usaremos varias notaciones, si α, z
son dados y α(k) = ak y µz la distribución de z, escribiremos para los mismos cumulantes bi-libres
Ra1,...,an(µz), Ra1,...,an(z), Rα(µz), Rα(µz), Rα(z) o simplemente Rα o Ra1,...,an cuando sea claro
la familia de la que se habla.

Vamos a poner los cumulantes en términos más simples.

Para cada α : {1, 2, ..., n} → I
∐
J existe un polinomio universal Rα en las incógnitas XK

etiquetadas por los conjuntos no vaćıos K ⊂ {1, 2, ..., n} y satisfacen

i) Rα = X{1,2,...,n} + R̃α, donde R̃α es un polinomio universal en las incógnitas XK etiquetadas
por los conjuntos propios no vaćıos K  {1, 2, ..., n},

ii) Rα y R̃α son homogéneos de grado n cuando XK es dado de grado |K|,

iii) (Propiedad aditiva) Si Rα(z) es Rα evaluada en XK = ϕ(zα(k1) · · · zα(kr)) y K = {k1 < k2 <
· · · < kr}, entonces

Rα(z′ + z′′) = Rα(z′) +Rα(z′′),
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siempre que z′ y z′′ sean un par de variables de dos caras bi-libre.

Rα(z) es el α-cumulante de z.

2.5.2 Reducción al caso libre

Si α : {1, ..., n} → I
∐
J es tal que α({1, ..., n}) ⊂ I o α({1, ..., n}) ⊂ J entonces los cumulantes

bi-libres Rα(z) se reduce a los cumulantes libres de (zi)i∈I o respectivamente (zj)j∈J . En este caso
las condiciones de unicidad en independencia bi-libre e independencia libre son las mismas. Este
hecho se ilustra en el siguiente ejemplo cuya demostración es parte del caṕıtulo combinatorio de
independencia bi-libre.

Ejemplo 2.5.3 Consideremos los elementos del espacio de Fock, definidos en el caṕıtulo 1.Para
n,m ∈ N y sea α : {1, 2, ...,m + n} → {L,R} tal que |l−1({L})| = m y |r−1({R})| = n (sólo
necesitamos l y r pues consideraremos los cumulantes de una sola variable de dos caras). Sea
a = l(f) + l(f)∗ + Λl(T1) + λ1 · 1 y b = r(f) + r(f)∗ + Λr(T2) + λ2 · 1 y h(k) = k − 1 si k ≥ 1 y
h(0) = 0. Entonces

Rα(a, b) = 〈T h(m)
1 f, T

h(n)
2 g〉,

Aqúı se puede ver claramente que si n = 0 o m = 0 tenemos lo que ya teńıamos en el caso libre
(esto se demostrará en el caṕıtulo combinatorio).

Sea z = ((zi)i∈I , (zj)j∈J) una familia de variables de dos caras en un espacio de probabilidad no
conmutativo (A, ϕ). Veamos como son los cumulantes de grado ≤ 2, es decir, para α con dominio
{1, 2} y/o {1} y denotamos a = α(1) y b = α(2). Afirmamos que los cumulantes en estos casos son

Rα(1)(z) = ϕ(za),

Rα(1),α(2)(z) = ϕ(zazb)− ϕ(za)ϕ(zb),

ya que si definimos Fa(z) = ϕ(za), Fa,b(z) = ϕ(zazb)−ϕ(za)ϕ(zb) estos claramente son homogéneos
y cumplen la primera propiedad de los cumulantes, para ver que cumplen la propiedad cumulante,
veamos que para grado 1, ϕ((z′+ z′′)a) = ϕ(z′a) +ϕ(z′′a) por la linealidad y para grado 2: Si ambos
a, b están en I o ambos están en J entonces los cumulantes bi-libres se reducen a los cumulantes
libres que coinciden con Fa y Fa,b, para el caso mixto consideremos sin pérdida de generalidad que
a ∈ I y b ∈ J y como ϕ((z′a + ca1)(zb + cb1))−ϕ(z′a + ca1)ϕ(zb + cb1) = ϕ(zazb)−ϕ(za)ϕ(zb) basta
considerar el caso ϕ(z′a) = ϕ(z′b) = ϕ(z′′a) = ϕ(z′′b ) = 0. Para este caso Voiculescu demuestra que
ϕ(z′az

′′
b ) = ϕ(z′′az

′
b) = 0, y como 0 = ϕ(z′az

′′
b ) + ϕ(z′′az

′
b) = ϕ((z′a + z′′a)(z′b + z′′b ))− ϕ(z′az

′
b)− ϕ(z′′az

′′
b )

se tiene la propiedad cumulante, finalmente por la unicidad de los cumulantes Fa = Rα(1) y Fa,b =
Rα(1),α(2).

2.6 Distribuciones de ĺımite central

Definición 2.6.1 Una familia de variables de dos caras z = ((zi)i∈I , (zj)j∈J) en un espacio de
probabilidad no conmutativo (A, ϕ) tiene una distribución de ĺımite central bi-libre (o distribución
gaussiana centrada bi-libre) si sus cumulantes satisfacen Ra1,...,ak(z) = 0 si k = 1 o k ≥ 3.
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Teorema 2.6.2 Existe exactamente una distribución de ĺımite central bi-libre

γC : C〈 Zk | k ∈ I
∐

J 〉 → C,

para cada matriz C = (Ckl)k,l∈I
∐
J con entradas complejas tal que,

γC(ZkZl) = Ckl k, l ∈ I
∐

J.

Si h, h∗ : I
∐
J → H son aplicaciones y H un espacio de Hilbert, consideremos los elementos del

espacio de Fock libre de ese espacio de Hilbert. Definimos

zi = l(h(i)) + l∗(h∗(i)), i ∈ I,
zj = r(h(j)) + r∗(h∗(j)), j ∈ J,

entonces z = ((zi)i∈I , (zj)j∈J) tiene una distribución de ĺımite central bi-libre γC , donde Ckl =
〈h(l), h∗(k)〉. Toda distribución de ĺımite central bi-libre en los casos I, J finitos, se pueden obtener
de esta manera.

Demostración. Como una distribución está caracterizada por sus cumulantes y una distribución
de ĺımite central tiene sólo cumulantes de orden 2 distintos de cero (posiblemente), entonces está
determinada por sus cumulantes de segundo orden y por la afirmación previa a este teorema sólo
basta fijarse en los momentos de segundo orden, y cada familia de cumulantes son los cumulantes
de una distribucióin bi-libre.

Para ver la segunda afirmación observemos que zl1 = h(l) y z∗k1 = h∗(k) tal que

〈zkzl1,1〉 = 〈zl1, z∗k1〉 = 〈h(l), h∗(l)〉,

también 〈zk1,1〉 = 0. Por lo que es suficiente demostrar que Ra1,..,ak(z) = 0 para k ≥ 3, para
asegurar que z tiene distribución γC . Para ver esto último, en H⊕H sea h′(k) = h(k)⊕0, h′′(k) =
0 ⊕ h(k) h∗

′
(k) = h∗(k) ⊕ 0, h∗

′′
(k) = 0 ⊕ h∗(k) y definamos z′, z′′ usando estos h′, h∗

′
en vez

de h, h∗ entonces z′, z′′ son bi-libres y 2−1/2(z′ + z′′) tiene la misma distribución que z pues la
aplicación h 7→ 2−1/2(h ⊕ h) es isométrico. Por lo tanto Ra1,...,ak(z) = Ra1,...,ak(2−1/2(z′ + z′′)) =
2−k/2Ra1,...,ak(z′) + 2−k/2Ra1,...,ak(z′′) = 21−k/2Ra1,...,ak(z) y como 21−k/2 6= 1 si k 6= 2 entonces
Ra1,...,ak(z) = 0 siempre que k 6= 2.

Definición 2.6.3 Una ∗-distribución

ψ : C〈 Zk, Z∗k | k ∈ I
∐

J 〉 → C,

es una ∗-distribución de ĺımite central bi-libre, si es una distribución de ĺımite central bi-libre
para ((Zi, Z

∗
i )i∈I , (Zj , Z

∗
j )j∈J) y satisface la condición de positividad ψ(P ∗P ) ≥ 0 para P ∈

C〈 Zk, Z∗k | k ∈ I
∐
J 〉.

El siguiente teorema nos brinda una condición necesaria y suficiente para que una distribución
de ĺımite central bi-libre sea una ∗-distribución de ĺımite central.

Teorema 2.6.4 Una distribución de ĺımite central bi-libre,

ψ : C〈 Zk, Z∗k | k ∈ I
∐

J 〉 → C,
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es una ∗-distribución de ĺımite central bi-libre si y sólo si la matriz de momentos de segundo orden

C =

(
(ψ(Z∗kZl))k,l∈K (ψ(ZkZl))k,l∈K
(ψ(Z∗kZ

∗
l ))k,l∈K (ψ(ZkZ

∗
l ))k,l∈K

)
,

es positiva, donde K = I
∐
J .

Si K = I
∐
J es finito y h(k), h∗(l) ∈ H son vectores en el espacio de Hilbert H tal que

C =

(
(〈h(l), h(k)〉)k,l∈K (〈h(l), h∗(k)〉)k,l∈K
(〈h∗(l), h(k)〉)k,l∈K (〈h∗(l), h∗(k)〉)k,l∈K

)
,

entonces la ∗-distribución con respecto al vector vaćıo 1 ∈ F(H) de la familia de dos caras z =
((zi)i∈I , (zj)j∈J) donde

zi = l(h(i)) + l∗(h∗(i)), i ∈ I,
zj = r(h(j)) + r∗(h∗(j)), j ∈ J,

es precisamente la ∗-distribución de ĺımite central bi-libre con matriz de momentos de segundo orden
C.

Demostración. Es suficiente hacer la prueba bajo el supuesto de que K = I
∐
J es finito. La

equivalencia entre la positividad de C y la de ψ es evidente. Para la segunda afirmación basta
aplicar la segunda parte del teorema 2.6.2 a la familia (z, z∗) = ((zi, z

∗
i )i∈I , (zj , z

∗
j )j∈J).

Ahora presentamos la última definición de esta sección.

Definición 2.6.5 Una distribución

ψ : C〈 Xk | k ∈ I
∐

J 〉 → C,

es una distribución de ĺımite central bi-libre hermitiana si es ∗-distribución de ĺımite central y
ψ ≥ 0 y C〈 Xk | k ∈ I

∐
J 〉 es dotado de la estructura de ∗-álgebra en la cual Xk = X∗k para todo

k ∈ I
∐
J .

Ahora se presenta una condición necesaria y suficiente para que una distribución de ĺımite
central bi-libre sea una distribución de ĺımite central hermitiana bi-libre.

Teorema 2.6.6 Una distribución de ĺımite central bi-libre

ψ : C〈 Xk | k ∈ I
∐

J 〉 → C,

es hermitiana si y sólo si la matriz de momentos de segundo orden C = (ψ(XkXl))k,l∈I
∐
J es

positiva.
Si K = I

∐
J es finito y h(k) ∈ H vectores en el espacio de Hilbert H tal que

C = (〈h(l), h(k)〉)k,l∈K ,

entonces la distribución hermitiana con respecto al vector vaćıo 1 ∈ F(H) de la familia de dos caras
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z = ((zi)i∈I , (zj)j∈J) donde

zi = l(h(i)) + l∗(h(i)), i ∈ I,
zj = r(h(j)) + r∗(h(j)), j ∈ J,

tiene precisamente la distribución de ĺımite central bi-libre con matriz de momentos de segundo
orden C.

Demostración. De nuevo la equivalencia entre la positividad de C y ψ es inmediata; bajo el
supuesto de que I

∐
J es finito, se aplica de nuevo el teorema 2.6.2 a los operadores h(k) =

h∗(k), k ∈ K.

2.7 Teorema de ĺımite central bi-libre

Teorema 2.7.1 (teorema de ĺımite central bi-libre). Sea z(n) = ((z
(n)
i )i∈I , (z

(n)
j )j∈J), n ∈ N una

sucesión de familias de dos caras bi-libres en (A, ϕ), tal que se cumple lo siguiente:

i) ϕ(z
(n)
k ) = 0, k ∈ I

∐
J .

ii) sup
n∈N
|ϕ(z

(n)
k1
· · · z(n)

km
)| <∞ para todo k1, ..., km ∈ I

∐
J .

iii) lim
N→∞

N−1
∑

1≤n≤N
ϕ(z

(n)
k z

(n)
l ) = Ckl para todo k, l ∈ I

∐
J .

Definiendo SN = ((SN,i)i∈I , (SN,j)j∈J), con SN,k = N−1/2
∑

1≤n≤N
z

(n)
k , k ∈ I

∐
J y γC la dis-

tribución de ĺımite central bi-libre que nos brinda C = (Ck,l)k,l∈I
∐
J . Entonces

lim
N→∞

µSN (P ) = γC(P )

para cada P ∈ C〈 Zk | k ∈ I
∐
J 〉.

Demostración. Como los momentos son polinomios en los cumulantes, basta probar que

lim
N→∞

Rk1···km(µSN ) = Rk1···km(γC),

que en vista de la definición de γC significa

lim
N→∞

Rkl(µSN ) = Ckl, y

lim
N→∞

Rk1···km(µSN ) = 0, m 6= 2,

y como vimos antes, Rk(µSn) = ϕ(SN ) = 0, y

Rk1···km(µSN ) =
∑

1≤n≤N
Rk1···km(N−1/2µz(n)) = N−m/2

∑
1≤n≤N

Rk1···km(µz(n)).
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Además, como los cumulantes son polinomios en los momentos, se sigue del segundo inciso que
sup
n∈N
|Rk1···km(z(n))| = Bk1···km <∞ y por tanto para m ≥ 3 se tiene que lim

N→∞
Rk1···km(µSN ) = 0.

Para el caso m = 2

Rkl(µSN ) = N−1
∑

1≤n≤N
Rkl(µz(n)) = N−1

∑
1≤n≤N

ϕ(z
(n)
k z

(n)
l ),

por el inciso 3 tenemos que lim
N→∞

Rkl(µSN ) = Ckl.

En este caṕıtulo observamos la importancia de los momentos de segundo orden ϕ(ZlZr), con
ellos podemos decir si tenemos una distribución gaussiana o de ĺımite central. El saber cuándo una
sucesión de complejos (an,m)n,m∈N es la sucesión de momentos de una distribución en el plano es
un problema importante y nada trivial; avances en ese trabajo pueden encontrarse en [10, 37, 38].
En ellos se establecen condiciones para la existencia y unicidad de una distribución con momentos
an,m; de particular importancia es resolver este problema para el caso en que I, J son numerables
y an,m = ϕ(ZnZm), considerando la familia autoadjunta y n ∈ I, m ∈ J . Volveremos a esto más
adelante.





Caṕıtulo 3

Aspectos anaĺıticos de la probabilidad
bi-libre

Este caṕıtulo está dedicado a analizar los aspectos anaĺıticos que surgen en probabilidad bi-libre.
Comenzamos definiendo la transformada de Cauchy en dos variables y haciendo un análisis extenso
de la transformada R bi-libre de una variable de dos caras. Seguido de ese análisis se presentan
ejemplos de sistemas de variables de dos caras que cumplen una relación de conmutación menos
estricta que el ser bi-partito, tales ejemplos surgen de la teoŕıa de operadores seminormales y de
sistemas en entroṕıa libre. Termina la sección analizando las propiedades anaĺıticas de dos nuevas
transformadas bi-libres correspondientes a las convoluciones multiplicativa y multiplicativa-aditiva
bi-libre.

3.1 La transformada de Cauchy bivariada

Definición 3.1.1 Si µ es una medida en (R2,B(R2)) que satisface∫
R2

1√
1 + s2

√
1 + t2

µ(ds, dt) <∞, (3.1)

definimos la transformada de Cauchy bivariada de µ como

Gµ(z, w) =

∫
R2

1

(z − s)(w − t)
dµ(s, t), (3.2)

para (z, w) ∈ (C \ R)2 = {(z, w) ∈ C2 : z, w /∈ R}.

La función Gµ es holomorfa y análogo al caso univariado satisface

Gµ(z, w) = Gµ(z̄, w̄) (z, w) ∈ (C \ R)2.

Si además se le pide a µ que sea finita en todos los conjuntos compactos de R2 (esto implica
regular y σ-finita) entonces Gµ determina de manera única a µ. La razón de esto es porque los

39
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núcleos

1

π2

y2

(y2 + x2)(y2 + u2)
, y > 0,

son aproximadamente la identidad en el espacio L1(R2, dxdu) donde dxdu es la medida de Lebesgue
en R2 (basta con desarrollar la integral), y por tanto tenemos la fórmula de inversión

∫
R2

ϕ dµ = lim
y→0+

1

π2

∫
R2

ϕ(x, u)f(x, u, y) dxdu,

con ϕ función continua con soporte compacto en R2 y

f(x, u, y) =

∫
R2

y

(x− s)2 + y2

y

(u− t)2 + y2
dµ(s, t).

Por tanto para nuestro caso basta tomar

f(x, u, y) = Im

[
Gµ(x+ iy, u+ iy)−Gµ(x+ iy, u− iy)

2i

]
,

podemos invertir, obteniendo aśı la medida. Todo lo anterior es válido también para una medida
de Borel con signo, con variación total finita, bajo los mismos supuestos de regularidad. Definamos
de manera breve algunos conceptos que nos servirán en adelante.

Definición 3.1.2 i) Sean π1(s, t) = s y π2(s, t) = t las proyecciones. A µ(j) = µ ◦ π−1
j j = 1, 2

se le llaman las marginales de µ.

ii) Para z ∈ C \ R, sea αz =

√
1 +

[
Re(z)

Im(z)

]2

. Decimos que z → ∞ no-tangencialmente (y lo

denotamos por z →C ∞) si z /∈ R, pero |z| → ∞ con αz permaneciendo siempre acotada.
(Esto es equivalente a que z se mueva en un cono al infinito, ver [49]).

iii) Una familia F de medidas de Borel con signo finitas en R2 se dice tensa si

lim
m→∞

sup
µ∈F
|µ|(R2 \Km) = 0,

donde km = {(s, t) : |s| ≤ m, |t| ≤ m}. (La idea intuitiva es que la colección dada de medidas
no escapa al infinito).

iv) Sea z = (z1, z2) ∈ C2 y Ω una vecindad de z, f, g funciones holomorfas en Ω. Definamos la
siguiente relación de equivalencia: f ∼z g si existe una vecindad abierta U ⊂ Ω de z tal que
f |U = g|U (lo anterior denota las restricciones de f, g a U). A las clases de equivalencia de esta
relación las llamamos gérmenes y si f, g son representantes de la misma clase de equivalencia
escribimos f

germ
= g.

Lo anterior nos sirve para demostrar la siguiente proposición.



Transformada de Cauchy 41

Proposición 3.1.3 Sea F una familia tensa de medidas de probabilidad en R2, entonces para todo
(z, w) ∈ (C \ R)2

lim
λ→C∞

λGµ(z, λ) = Gµ(1)(z),

lim
λ→C∞

λGµ(λ,w) = Gµ(2)(w),

donde Gµ(j)(y) es la transformada de Cauchy univariada, y µ(1)(A) = µ(A×R), µ(2)(A) = µ(R×A),

Gµ(j)(y) =

∫
R

1

y − x
dµ(j)(x),

y los ĺımites se tienen uniformemente para µ en F . Mas aún, los ĺımites también son uniformes
para (z, w) en la unión {(z, w) : |Im(z)| ≥ ε > 0, |Im(w)| ≥ δ > 0}.

Demostración. Veamos el primer caso, el segundo será análogo. Sea µ ∈ F , z, λ ∈ R, m > 0

|λGµ(z, λ)−Gµ(1)(z)| = |λ
∫
R2

1

(z − s)(w − t)
dµ(s, t)−

∫
R

1

z − s
dµ(1)(s)|

= |
∫
R2

1

z − s

[
λ

λ− t
− 1

]
dµ(s, t)|

≤ 1

|Im(z)|

∫
{(s,t):|t|≤m}

| t

λ− t
|dµ(s, t) +

1

|Im(z)|

∫
{(s,t):|t|>m}

| λ

λ− t
− 1|dµ(s, t)

≤ m

|Im(z)||Im(λ)|
+
αλ + 1

|Im(z)|
µ(R2 \Km).

De estas desigualdades se tiene el resultado, pues λ →C ∞, por lo que el primer sumando se
va a cero y αλ del segundo permanece constante y como m es arbitrario se tiene esta desigualdad
para m→∞ el cual se va a cero porque la familia de medidas es tensa.

De lo que sabemos de transformadas de Cauchy en una variable podemos decir que

lim
z→C∞

zGµ(1)(z) = 1,

uniformemente para µ(1) en cualquier familia tensa de medidas de probabilidad en R, por lo tanto

Gµ(z, w) =
1

zw
(1 + o(1)) z, w →C ∞, (z, w) ∈ (C \ R)2, (3.3)

para toda µ en cualquier familia tensa de medidas de probabilidad en R2. También sabemos que
el conjunto de todas las medidas con signo de Borel finitas en R2 considerando la topoloǵıa de la
convergencia débil está fuertemente relacionado con las funciones continuas de R2 bajo la norma
del supremo. En esa topoloǵıa, una familia de medidas con signo es relativamente compacta si y
sólo si es tensa y uniformemente acotada en las normas de la variación total.

Por lo anterior y el teorema de Prokhorov podemos decir que una sucesión de medidas de pro-
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babilidad tensas contiene una subsucesión que converge débilmente a una medida de probabilidad.
Escribimos µn ⇒ µ, para la convergencia débil. Los siguientes resultados serán útiles en la sección
correspondiente a la transformada R.

Proposición 3.1.4 Sea {µn}n∈N una sucesión de medidas de probabilidad en R2. Entonces µn
converge débilmente a una medida de probabilidad en R2 si y sólo si se cumplen las siguientes
afirmaciones.

i) Existen dos subconjuntos abiertos U ⊂ C+ × C+, V ⊂ C+ × C− tal que el ĺımite puntual

lim
n→∞

Gµn(z, w) = G(z, w),

existe para todo (z, w) ∈ U ∪ V .

ii) zwGµn(z, w)→ 1 uniformemente en n cuando z, w →C ∞.

Mas aún si µn ⇒ µ entonces G = Gµ.

Proposición 3.1.5 Sean µ, µ1, µ2, ... medidas de probabilidad en R2. Entonces µn ⇒ µ si y sólo
si limn→∞Gµn(z, w) = Gµ(z, w).

Demostración. La condición necesaria se tiene de la proposición anterior. Para demostrar la
suficiencia notemos que, los conjuntos acotados en la norma de la variación total son también
débil-∗ precompactos, la sucesión {µn}n∈N tiene un ĺımite puntual débil-∗, digamos, σ. Observe
que para para todo (z, w) ∈ (C \ R), el correspondiente núcleo de Cauchy

1

(z − s)(w − t)
(s, t) ∈ R2,

es una función continua que se anula en el infinito, entonces siendo σ un ĺımite puntual débil-∗ de
{µn}n∈N, se debe tener Gσ = Gµ en (C \R)2, es decir, que todo ĺımite débil-∗, σ, es de hecho igual
a µ con lo que se tiene el resultado.

3.2 La transformada R

Definición 3.2.1 Para una variable de dos caras (a, b) en un espacio de probabilidad no conmu-
tativo (A, ϕ) definimos la colección de momentos de dos bandas como el conjunto de todos los
complejos ϕ(L(a)R(b)) donde L es un monomio en la variable a, y R es un monomio en la variable
b.

En el caṕıtulo anterior definimos para una familia ((zi)i∈I , (zj)j∈J) con I∩J = ∅ y una aplicación
α : {1, ..., n} → I q J , los cumulantes bi-libres en su versión más general. En este caṕıtulo
nos centraremos en el caso más simple de los cumulantes bi-libres. Sean n,m ∈ N y de nuevo
consideremos α : {1, ...,m + n} → I q J pero suponiendo que existen β : {1, ...,m} → I y γ :
{1, ..., n} → J , tal que α(k) = β(k) para 1 ≤ k ≤ m y α(m + l) = γ(l) para 1 ≤ l ≤ n en ese
caso Rα lo denotamos por Rβγ . El caso que estudiaremos a detalle es Rβγ pero con el supuesto
|I| = |J | = 1, una variable izquierda y una derecha, digamos (a, b); aqúı Rm,n(a, b) corresponde a
los cumulantes bi-libres con las variables Xr,s = ϕ(arbs) con 0 ≤ r ≤ m, 0 ≤ s ≤ n, r, s ∈ Z+.
Observemos que sólo tomamos los momentos de dos bandas.
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Definición 3.2.2 Sea (a, b) una variable de dos caras en un espacio de probabilidad no conmutativo
(A, ϕ). Definimos la transformada R (o R-transformada) de (a, b) como la serie formal en dos
variables

R(a,b)(z, w) =
∑
m≥0
n≥0

m+n≥1

Rm,n(a, b)zmwn,

donde Rm,n(a, b) son los cumulantes simples que discutimos en el párrafo anterior.

Para el par (a, b) como antes, sean Ra(z) y Rb(w) las transformadas R de a y b respectivamente.
Enunciemos ahora el teorema más importante de esta sección.

Teorema 3.2.3 [54, Teo. 2.1] Sea (a, b) una variable de dos caras en un W ∗-espacio de probabi-
lidad no conmutativo (A, ϕ). Tenemos la siguiente igualdad de gérmenes de funciones holomorfas
cerca de (0, 0) ∈ C2.

R(a,b)(z, w)
germ
= 1 + zRa(z) + wRb(w)− zw

Ga,b(Ra(z) + z−1, Ra(w) + w−1)
, (3.4)

donde Ga,b es la función de Green en dos variables, Ga,b(z, w) = ϕ
[
(z1− a)−1(w1− b)−1

]
.

La prueba de este teorema es larga y complicada y no será incluida en este trabajo, pero puede
encontrarse en [54].

Observación 3.2.4 i) En la demostración del teorema anterior, juega un papel importante la
propiedad 1.1 del caṕıtulo 1, Ga(Ra(z) + z−1) = z, donde Ga es la transformada de Cauchy de
la distribución de a.

ii) El hecho de que los cumulantes Rm,n(a, b) tienen coeficientes enteros se puede deducir del
teorema y del hecho que la expansión tiene coeficientes enteros.

iii) Un hecho muy importante que se observa de la demostración en [54] es que si (a1, b1) y (a2, b2)
son bi-libres entonces R(a1+a2,b1+b2) = R(a1,b1) +R(a2,b2). Resultado análogo al caso libre.

Pongamos lo anterior en términos de medidas, para futuras referencias. Como se pudo notar
desde antes la aplicación Ga,b no es más que la transformada de Cauchy en dos variables de la
distribución de (a, b), en el sentido definido en la primera sección. Aśı si µ medida de probabilidad
en R2.

Rµ(z, w) = zRµ(1)(z) + wRµ(2)(w) +

[
1− 1

hµ(z, w)

]
, (3.5)

donde hµ(z, w) =

Gµ

[
1

z
+Rµ(1)(z),

1

w
+Rµ(2)(w)

]
zw

, con Gµ la transformada de Cauchy en dos

variables. Análogo al caso libre, también definamos

Ωα,β = (4α,β ∪4α,β)× (4α,β ∪4α,β) = (4α,β ∪4α,β)2,
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donde 4α,β es un ángulo de Stolz, i.e. 4α,β = {x + iy ∈ C− : |x| < −αy, y > −β} y 4α,β = {z̄ :

z ∈ 4α,β} para algunos α, β > 0. Ahora bien, como z → 0 en 4α,β ∪ 4α,β si y sólo si
1

z
→C ∞,

se tiene que (z, w) → (0, 0) dentro de Ωα,β si y sólo si
1

z
,

1

w
→C ∞. De acuerdo a la relación 3.3

y que
1

λ
+ Rµ(j)(λ) =

1

λ
(1 + o(1)) →C ∞ cuando λ → 0 dentro de algún ángulo de Stolz en cero

(esto se puede ver en [14]), existe un ángulo de Stolz 4 más pequeño tal que hµ está bien definida
y no se anula en Ω = (4 ∪4)2. En ese dominio la transformada R es anaĺıtica y en adelante ese
será su dominio de definición, excepto en el caso que µ tenga soporte compacto, en cuyo caso se
toma como dominio un disco abierto con centro en (0, 0) donde Rµ admite una serie de potencias
absolutamente convergente. Una propiedad en la transformada R que hereda de la transformada
de Cauchy bi-variada y del hecho que Rµ(j)(λ) = Rµ(j)(λ̄) es que

Rµ(z, w) = Rµ(z̄, w̄).

Proposición 3.2.5 Sea Rµ : Ω → C la transformada R de una medida de probabilidad µ en R2.
Entonces

1. Para todo (z, w) ∈ Ω tenemos

lim
λ→0
Rµ(z, λ) = zRµ(1)(z),

lim
λ→0
Rµ(λ,w) = wRµ(2)(w).

2. lim(z,w)→(0,0)Rµ(z, w) = 0.

Demostración. (2) es claro de la relación 3.3, por la forma en que se relacionan la transformada
R y la transformada de Cauchy. En (1) vamos a demostrar el primer ĺımite, el otro es análogo.
Primero observemos que la transformada R univariada cumple que

lim
λ→0

λRµ(2)(λ) = 0,

y de los ĺımites no tangenciales de la transformada de Cauchy bi-variada, combinado con que

1

λ
+Rµ(2) =

1

λ
(1 + o(1))→C ∞,

cuando λ→ 0, λ ∈ 4 ∪4, se tiene que

lim
λ→0

hµ(z, λ) = lim
λ→0

Gµ(
1

z
+Rµ(1)(z),

1

λ
+Rµ(2)(λ))

zλ
= 1,

para todo z ∈ λ ∈ 4 ∪4, de donde se tiene el resultado.
Si en el resultado anterior se añade que la medida es tensa, la convergencia es uniforme. Al

igual que la transformada de Cauchy, la transformada R también caracteriza a la distribución.
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Teorema 3.2.6 [30, Prop. 2.5] Si dos medidas de probabilidad µ y ν en R2 tienen la misma
transformada R entonces µ = ν.

Demostración. Si Rµ = Rν en Ω = (4∪4)2, entonces µ(j) = ν(j) j = 1, 2 esto por la proposición
anterior. Además de la igualdad 3.5 se tiene que

Gµ(
1

z
+Rµ(1)(z),

1

w
+Rµ(2)(w)) = Gν(

1

z
+Rν(1)(z),

1

w
+Rν(2)(w)),

para (z, w) ∈ Ω. Ahora bien, la imagen de un ángulo de Stolz4 bajo la aplicación λ 7→ 1

λ
+Rµ(j)(λ)

contiene un cono truncado Γ = {x+ iy ∈ C : |x| < ay, y > b}, para algunos a, b > 0 (lo anterior se
puede ver en [14]). De ah́ı se concluye que Gµ = Gν en el abierto (Γ∪ Γ)2, luego, por analiticidad,
Gµ = Gν en (C \ R)2 lo que nos da el resultado.

Como hemos visto hasta ahora la transformada de Cauchy le ha heredado propiedades impor-
tantes a la transformada R. Ahora presentamos la última proposición de esta sección, un resultado
de continuidad para la transformada R bi-libre.

Proposición 3.2.7 Sea {µn}n∈N una sucesión de medidas de probabilidad en R2. Entonces µn
converge débilmente a una medida de probabilidad en R2 si y sólo si se cumplen las siguientes
afirmaciones.

1. Existe un ángulo de Stolz 4 tal que todos los Rµn están definidos en Ω = (4∪4)2.

2. El ĺımite puntual limn→∞Rµn(z, w) = R(z, w) existe para todo (z, w) ∈ Ω.

3. El ĺımite Rµn(−iy,−iv) → 0 uniformemente en n, con y, v → 0+. Mas aún, si µn ⇒ µ se
tiene R = Rµ. (Esta condición no es más que la familia sea tensa puesto de manera distinta).

Demostración. Supongamos que µn ⇒ µ. Entonces también tenemos la convergencia débil

µ
(j)
n ⇒ µ(j), j = 1, 2, para las marginales, ya que las proyecciones son continuas. De nuevo cita-

mos [14] en donde se puede ver que la convergencia de esas marginales implica la existencia de un
ángulo de Stolz 4 tal que limn→∞Rµ(j)n

= Rµ(j) punto a punto en 4 ∪ 4. Además tenemos de

observaciones previas que
1

λ
+ R

µ
(j)
n

(λ) →C ∞ uniformemente en n cuando λ → 0, λ ∈ 4 ∪ 4.

Contrayendo el ángulo si es necesario y de 3.5 se tiene que Rµn está definido en Ω = 4 ∪4 para
todo n y se tiene (1). (2) y (3) se siguen de tomar G = Gµ, lo cual se tiene de la convergencia débil
y la relación 3.5.

Rećıprocamente, supongamos que se tiene (2) y (3), entonces para todo ε > 0 existe δ > 0 tal
que

|Rµn(−iy,−iv)| < ε n ≥ 1 0 < y, v < δ.

Tomando ahora v → 0, con y fijo y de los ĺımites que vimos de la transformada R respecto a las
marginales, se tiene que (−iy)R

µ
(1)
n

(−iy) → 0 uniformemente en n cuando y → 0+. De nuevo de

resultados en [14], la sucesión {µ(1)
n }n∈N es tensa; análogamente {µ(2)

n }n∈N es tensa. De las dos
anteriores, se tiene que {µn}n∈N es tensa, y como la transformada R caracteriza a la medida, todo
ĺımite débil µ de la sucesión {µn}n∈N está unicamente determinado por la convergencia puntual (2);
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osease la sucesión llena µn converge débilmente a µ, (una medida en R2 se dice llena si su soporte
no está contenido en una ĺınea recta ).

3.2.1 Sistemas de rango menor que uno de conmutación

Definición 3.2.8 Un espacio de probabilidad no conmutativo implementado es una tripleta (A, ϕ,P),
donde (A, ϕ) es un espacio de probabilidad no conmutativo y P = P2 ∈ A una variable idempo-
tente, tal que PaP = ϕ(a)P. Un C∗-espacio de probabilidad implementado (A, ϕ,P) satisface los
requerimientos adicionales de que (A, ϕ) sea un C∗-espacio de probabilidad y P = P∗.

En un espacio de probabilidad implementado podemos ubicar variables de dos caras que “casi”
conmutan y nos permiten trabajar con menos momentos. Vamos a definirlas.

Definición 3.2.9 Un sistema con rango ≤ 1 de conmutación en un espacio de probabilidad im-
plementado (A, ϕ,P) es una familia de dos caras ((ai)i∈I , (bj)j∈J) en (A, ϕ), tal que [ai, bj ] = λijP
para algunos λij ∈ C, i ∈ I, j ∈ J . Llamaremos a (λij)i∈I,j∈J la matriz de coeficientes del sistema.

Observación 3.2.10 � La construcción GNS nos brinda un ejemplo de espacio de probabili-
dad implementado. Sea (A, ϕ) un C∗-espacio de probabilidad no conmutativa y (H, π, ξ) tal
representación (ver en [35] la construcción). Sea P ∈ B(H) la proyección sobre Cξ y Ã la
C∗-álgebra generada por π(A) y P, y ϕ̃ el operador 〈·ξ, ξ〉 en Ã. Entonces (Ã, ϕ̃,P) es un
C∗-espacio de probabilidad implementado y π es un homomorfismo de (A, ϕ) a (Ã, ϕ̃) tal que
ϕ̃(π(a)) = ϕ(a).

� Un sistema bipartito en un espacio de probabilidad implementado es un sistema de rango ≤ 1
de conmutación con coeficientes (λij)i∈I,j∈J = 0.

Proposición 3.2.11 Sean µ distribución de un sistema de rango ≤ 1 con conjunto de ı́ndices (I, J)
y ν distribución de un sistema de rango ≤ 1 con conjunto de ı́ndices (K,L).

a) Sea π la distribución de una familia de dos caras etiquetadas por (I
∐
K,J

∐
L) tal que µ es la

restricción de π a los ı́ndices (I, J) y ν la restricción de π a los ı́ndices (K,L). Si además µ y
ν son bi-libres entonces π es la distribución de un sistema de rango ≤ 1 de conmutación y con
matriz de coeficientes ((λij)i∈I,j∈J+(λkl)k∈K,l∈L), la suma directa de las matrices de coeficientes
de los sistemas con distribuciones µ y ν.

b) Si I = K,J = L entonces la convolución bi-libre aditiva es la distribución de un sistema de
rango ≤ 1 de conmutación y matriz de coeficientes la suma de las matrices de coeficientes para
los sistemas con distribuciones µ y ν.

Introducimos ahora la terminoloǵıa de bandas de sucesiones de ı́ndices. Si (I, J) es un par de
conjuntos de ı́ndices para un sistema de dos caras, una aplicación α : {1, ...,m} → I

∐
J es llamada

sucesión de ı́ndices de longitud m. Una banda en la sucesión de ı́ndices α es el máximo intervalo
[p, q], con 1 ≤ p ≤ q ≤ m, p, q ∈ N, tal que α(r), p ≤ r ≤ q está en uno sólo de los conjuntos
I y J . Una sucesión de ı́ndices que tiene n bandas se llamará n-banda. Será útil también decir
que α inicia a la izquierda si α(1) ∈ I (análogamente si inicia a la derecha). De manera natural
definimos que α termina a la izquierda y derecha. Si α tiene n bandas los correspondientes momentos
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no conmutativos serán llamados momentos de n-bandas y los correspondientes cumulantes de n-
bandas. Por último la parte de la distribución de un sistema de dos caras que involucran momentos
con bandas de tamaño menor que n será llamada distribución de n-bandas.

Proposición 3.2.12 La distribución de un sistema con rango ≤ 1 de conmutación está completa-
mente determinada por su distribución de 2-bandas iniciando a la izquierda y su matriz de coefi-
cientes.

Demostración. Sea (A, ϕ,P) un espacio de probabilidad implementado y sea ((zi)i∈I , (zj)j∈J)
un sistema de rango ≤ 1 de conmutación en (A, ϕ,P). Denotemos IJ = {(i1, ..., ip, j1, ..., jq) : p ≥
0, q ≥ 0, i1, ..., ip ∈ I, j1, ..., jq ∈ J} (tenemos un “vaćıo especial” cuando p = q = 0). Para
k ∈ I

∐
J definimos Tk en A como Tka = azk si a ∈ A. Sea también V ⊂ A el subespacio generado

por Pzi1 · · · zipzj1 · · · zjq donde (i1, ..., ip, j1, ..., jq) ∈ IJ . V es Tk-invariante, pues si k ∈ J entonces
(i1, ..., ip, j1, ..., jq, k) ∈ IJ y en ese caso TkPzi1 · · · zipzj1 · · · zjq = Pzi1 · · · zipzj1 · · · zjqzk ∈ V. Ahora
bien, si k ∈ I tenemos

TkPzi1 · · · zipzj1 · · · zjq = Pzi1 · · · zipzj1 · · · zjq

+

q∑
t=1

Pzi1 · · · zipzj1 · · · zjt−1 [zjt , zk]zjt+1 · · · zjq

= Pzi1 · · · zipzj1 · · · zjq

−
q∑
t=1

ϕ(zi1 · · · zipzj1 · · · zjt−1)λk,jtPzjt+1 · · · zjq ,

ya que [zjt , zk] = −λk,jtP y Pzi1 · · · zipzj1 · · · zjt−1P = ϕ(zi1 · · · zipzj1 · · · zjt−1)P. Esto muestra la
Tk-invarianza y más aún la formula para determinar TkPzi1 · · · zipzj1 · · · zjq está determinada por
la distribución de 2-bandas que comienza a la izquierda y la matriz de coeficientes del sistema
con rango ≤ 1 de conmutación. La prueba de la proposición se sigue de aplicar varias veces este
hecho al calcular Pzk1 · · · zkr = Tkr · · ·Tk1P donde k1, ..., kr ∈ I

∐
J y pasándolo a ϕ(zk1 · · · zkr)

que está dado como: ϕ(zk1 · · · zkr)P = (Tkr · · ·Tk1P)P. y como Tkr · · ·Tk1P ∈ V el cálculo de
(Tkr · · ·Tk1P)P da un polinomio

Pzi1 · · · zipzj1 · · · zjqP = ϕ(zi1 · · · zipzj1 · · · zjq)P,

y se tiene el resultado.
Presentamos ahora algunos ejemplos no triviales.

1. Los sistemas duales en entroṕıa libre (ver sección 5 de [52]) nos dan un ejemplo de sistema
de rango ≤ 1 de conmutación. Dada una álgebra de Von Neumann con un estado-traza nor-
mal y fiel (M, τ), y I ∈ B ⊂ M una ∗-subálgebra y Xj = X∗j ∈ M, 1 ≤ j ≤ n, un sis-

tema dual a (X1, ..., Xn;B) en L2(M, τ) es una n-tupla (Y1, ..., Yn) de operadores Yj = Y ∗j ∈
B(L2(M, τ)), 1 ≤ j ≤ n tal que [B, Yj ] = 0 y [Xj , Yk] = iδjkP donde P es la proyección ortogo-
nal sobre C1. Si (bk)k∈K es una familia en B, entonces ((X1, ..., Xn)

∐
(bk)k∈K), (Y1, ..., Yn) es un

sistema con rango ≤ 1 de conmutación en (B(L2(M, τ)), 〈·1,1〉,P). La matriz de coeficientes
en este caso es λpq = iδpq si 1 ≤ p, q ≤ n y λpk = 0 si 1 ≤ p ≤ n, k ∈ K.
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2. En la subsección 3.2.2, definiremos de manera breve los operadores hiponormales (para profun-
dizar ver [18]). Sea H un espacio de Hilbert y sea T ∈ B(H) un operador hiponormal, con
T ∗T − TT ∗ = λP, λ > 0 y P es la proyección ortogonal sobre un conjunto unidimensional
Cξ ∈ H, y ‖ξ‖ = 1. Consideremos en el espacio (B(H), 〈·ξ, ξ〉,P), al par (aT + bT ∗, cT + dT ∗),
con a, b, c, d ∈ C, entonces este par también es de rango ≤ 1 de conmutación y de hecho

[aT + bT ∗, cT + dT ∗] = −det ΩλP,

donde

Ω =

(
a b
c d

)
,

lo anterior es información importante en el estudio de operadores seminormales.

3. Un ejemplo más familiar nos lo brindan los espacios de Fock. Sea H un espacio de Hilbert, F(H)
el espacio de Fock libre, y h, h∗ : I

∐
J → H entonces zi = l(h(i)) + l∗(h∗(i)), i ∈ I y zj =

r(h(j))+r∗(h∗(j)), j ∈ J forman un sistema de rango ≤ 1 de conmutación en (B(F(H)), τH,P)
donde Pη = 〈η,1〉1. En ese caso tenemos [zi, zj ] = (〈h(j), h∗(i)〉 − 〈h(i), h∗(j)〉)P.

Teorema 3.2.13 [54, Teo. 4.1] Sea π = ((ai)i∈I , (bj)j∈J) una familia de dos caras en (A, ϕ).

a) La distribución de π es igual a la de π′ = ((a′i)i∈I , (b
′
j)j∈J) con a′i = ai y b′j = 0 si y sólo si

los únicos cumulantes bi-libres no cero de π corresponden a la sucesión de ı́ndices α cuyo rango
está en I. Análogo para el caso α con rango en J .

b) La distribución de π tiene la propiedad de que los únicos cumulantes bi-libres no cero correspon-
den a una sucesión de ı́ndices con rango en I o J si y sólo si las familias de variables aleatorias
no conmutativas ((ai)i∈I y (bj)j∈J son independientes en el sentido clásico en (A, ϕ).

Demostración.

a) Si α : {1, ..., n} → I
∐
J para todo k ∈ I

∐
J consideremos la aplicación de grado k 7→ #α−1(k).

Los cumulantes bi-libres son multi-homogéneos con aplicación de grado correspondiente a la
sucesión de ı́ndices. En vista de eso, π′ se obtiene de π, multiplicando bi’s por 0, se tiene que
los cumulantes correspondientes se obtienen de π los cuales involucran los ı́ndices derechos por
0. Como los cumulantes determinan a la distribución se tienen las dos partes.

b) Considerese π′ como en a) y π′′ el análogo donde a′′i = 0 y b′′j = bj . En vista de resultados del
caṕıtulo anterior, la suma bi-libre de π′ y π′′ consiste de copias independientes en el sentido
clásico de (ai)i∈I y (bj)j∈J y en vista de la propiedad aditiva de sus cumulantes son 0 o bien los
cumulantes libres de (ai)i∈I o (bj)j∈J . De nuevo como los cumulantes determinan la distribución
se tiene el resultado.

Corolario 3.2.14 Si µ y ν son distribuciones de familias de dos caras con variables izquierdas y
derechas independientes en el sentido clásico y los mismos conjuntos de ı́ndices, entonces µ��ν es
también una distribución con variables izquierdas y derechas independientes en el sentido clásico.
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3.2.2 Funciones principales

Comencemos con una lista de definiciones (se mencionan brevemente, para ahondar ver [18]).

Definición 3.2.15 Sea H un espacio de Hilbert y T ∈ B(H)

i) T se dice positivo si 〈Tx, x〉 ≥ 0 para todo x ∈ H, negativo si −T es positivo. Si T es negativo
o positivo se dice semidefinido.

ii) El auto-conmutador de T es el operador [T ∗, T ] = T ∗T − TT ∗.

iii) T es seminormal si su autoconmutador es semidefinido. T es normal si su autoconmutador es
0. Si el autoconmutador de T es positivo, decimos que T es hiponormal, si es negativo decimos
que T es cohiponormal.

iv) Sea T seminormal, decimos que T es puro o completamente no-normal si el único subespacio
A ⊂ H que cumple que T |A es normal es A = {0}.

v) Un operador puro es de clase-traza si tr(πi[T ∗, T ]) <∞. Para un operador completamente no-
normal de clase traza, tal que Y = X + iY , definimos su función principal g como la función
de dos variables reales que cumple

tr(i[p(X,Y ), q(X,Y )]) =
1

2π

∫∫
R2

[
∂p

∂x

∂q

∂y
− ∂q

∂x

∂p

∂y

]
g(x, y)dxdy,

para cualesquiera polinomios p, q en dos variables reales.

Estos operadores son importantes porque para ellos hay respuestas muy satisfactorias sobre
el problema del subespacio invariante no trivial y también tienen un teorema espectral, además
todo operador seminormal se puede descomponer como suma directa de un operador normal y un
operador completamente no-normal, y conocer la función principal nos ayuda a obtener información
acerca del espectro del operador. De hecho σ(T ) = supp(g).

En el art́ıculo de Dykema [21], se trabaja con un operador que surge de los espacios de Fock
y las distribuciones de ĺımite central vistas en el caṕıtulo 2, se obtiene su función principal y se
enuncia el siguiente teorema

Teorema 3.2.16 [21, Teo. 3.3] Sea H un espacio de Hilbert y v1, v2 ∈ H vectores linealmente
independientes, consideremos l, l∗, r, r∗ los operadores aniquilación y creación izquierdos y derechos
del espacio de Fock libre F(H). Sea T = l(v1) + l∗(v1) + i(r(v2) + r∗(v2)), si Im〈v1, v2〉 6= 0, el
espectro de T es el rectangulo cerrado

σ(T ) = {γ + iδ ∈ C : |γ| ≤ 2‖v1‖, |δ| ≤ 2‖v2‖}.

El teorema anterior se demuestra usando la herramienta de operadores seminormales. Con la
misma se demuestra el siguiente corolario.

Corolario 3.2.17 El operador T = l(v1) + l∗(v1) + i(r(v2) + r∗(v2)) con las mismas hipótesis del
teorema anterior es la suma de un operador normal más un operador compacto.
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Ejemplo 3.2.18 Sean v2 y u vectores ortogonales en un espacio de Hilbert H con ‖v2‖ = ‖u‖ = 1 y

sea α =
1√
2
− 1√

2
i ∈ C. Sea v1 ∈ H definido como v1 = αv2 +u. Supongamos que T es un operador

acotado en el espacio de Fock libre F(H) definido como antes, T = l(v1)+ l∗(v1)+ i(r(v2)+r∗(v2)).
Entonces [T ∗, T ] = 2

√
2P , con P una proyección de F(H) sobre un espacio unidimensional.

Tomando la restricción de T ∗ a su parte pura alg(T, T ∗,1)Ω, tenemos que T ∗ es un operador
hiponormal completamente no-normal. Usando resultados del art́ıculo [21] podemos obtener la
función principal de T . Para cada par (δ, γ) tal que |δ| ≤ 2 y |γ| ≤ 2

√
2, tenemos

g(δ, γ) =
1

π
Arg

[
1− (

1

2
+

1

2
i)ζ(

γ√
2

)ζ(δ)

]
+

1

π
Arg

[
1− (

1

2
− 1

2
i)ζ(

γ√
2

)ζ(δ)

]
− 1

π
Arg

[
1− (

1

2
− 1

2
i)ζ(

γ√
2

)ζ(δ)

]
− 1

π
Arg

[
1− (

1

2
+

1

2
i)ζ(

γ√
2

)ζ(δ)

]
,

donde ζ(t) =
t− i
√

4− t2
2

para t ∈ [−2, 2]. Como Im〈v1, v2〉 < 0, tenemos 0 ≤ g(δ, γ) < 1 para

todo (δ, γ) ∈ R2. Luego g(δ, γ) se anula solamente cuando (δ, γ) está en los bordes del rectángulo
{(δ, γ) ∈ R2 : |γ| ≤ 2, |δ| ≤ 2}. La gráfica de la función principal de T es la siguiente

Figura 3.1: Función principal g(δ, γ) de T cuando v1 = αv2 + u, α =
1√
2
− 1√

2
i y ‖v2‖ = ‖u‖ =

1, u ⊥ v1
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3.3 La transformada S

El objetivo de las secciones restantes es definir dos transformadas más, que se comportan “bien”
con las otras convoluciones, y estudiar algunas de sus propiedades anaĺıticas; se enunciarán teore-
mas que garantizan ese buen comportamiento, sin embargo no se demostrarán, para ello remiti-
mos al lector a [55]. Empecemos por establecer un poco de notación: Ga,b como antes denotará

la transformada de Cauchy en dos variables de la distribución de (a, b), Ka(z) =
1

z
+ Ra(z) y

Ha,b(t, s) = ϕ
[
(1− ta)−1(1− sb)−1

]
, con s, t ∈ C. También en el primer caṕıtulo vimos que para

variables que cumplen que ϕ(a) 6= 0, existe la inversa de una serie de potencias muy espećıfica. La

inversa la denotamos χa y la transformada S está definida como Sa(z) =
1 + z

z
χa(z). Además sea

ha(t) = t−1Ga(t
−1).

Definición 3.3.1 Sea (a, b) una variable de dos caras en un espacio de probabilidad no conmutativo
de Banach (A, ϕ), tal que ϕ(a) 6= 0, ϕ(b) 6= 0. Definimos la transformada S bi-libre en dos variables
como la función holomorfa en (z, w) ∈ (C \ {0})2, con z, w cerca de 0 de la siguiente manera

Sa,b(z, w) =
z + 1

z

w + 1

w

[
1− 1 + z + w

Ha,b(χa(z), χb(w))

]
, (3.6)

y como esto involucra sólo la distribución conjunta µa,b de (a, b), también escribimos Sµa,b(z, w) en
vez de Sa,b(z, w).

La definición anterior tal vez sea poco intuitiva y no parece a simple vista darnos información
importante; sin embargo, el siguiente teorema nos dice que tal definición es la correcta, pues la
transformada S se comporta como se espera con la convolución multiplicativa.

Teorema 3.3.2 [55, Teo. 2.1] Sean (a1, b1) y (a2, b2) un par de variables de dos caras bi-libre
en un espacio de probabilidad no conmutativo (A, ϕ) tal que ϕ(a1) 6= 0, ϕ(a2) 6= 0, ϕ(b1) 6= 0,
ϕ(b2) 6= 0. Entonces tenemos

Sa1a2,b1b2(z, w) = Sa1,b1(z, w)Sa2,b2(z, w), (3.7)

para (z, w) ∈ (C \ {0})2 cerca de (0, 0).

En términos de la notación de las distribuciones podemos ver esto aśı: si (a1, b1) y (a2, b2) son
un par de variables de dos caras bi-libre, donde las medias no se anulan, entonces

Sµa1,b1��µa2,b2 (z, w) = Sµa1,b1 (z, w)Sµa2,b2 (z, w).

Tal como comentamos en la observación 2.4.6, en el art́ıculo [31] se trabaja con medidas en T2,
y también desarrollan la teoŕıa anaĺıtica de la transformada S bi-libre, un resultado importante del
art́ıculo es el siguiente.

Teorema 3.3.3 [31, Prop. 2.3] Sean µi = µ(ui,vi) medidas en T2, con ui, vi en (B(H), ϕξ), y
supongamos ϕξ(ui) = 0 = ϕξ(vi), i = 1, 2. Entonces,

µ1 ��µ2 = m :=
dθ

2π
⊗ dθ

2π
,
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i.e. m es la distribución uniforme en T2 si y sólo si alguno de los momentos mixtos ϕξ(u1v1) o
ϕξ(u2v2) es cero. En particular, siempre tenemos µ(u,v)��m = m, siempre que ϕξ(u) = 0 = ϕξ(v).

Se demuestra también en el mismo art́ıculo que la transformada S caracteriza a las medidas
en T2, en el sentido de que si Sµ = Sν entonces µ = ν (bajo algunas condiciones). Además se
caracteriza la convergencia débil de medidas en términos de un ĺımite puntual de transformadas S,
de manera parecida al análisis que hicimos con la transformada R. Por último se estudian todos
los posibles ĺımites débiles de sucesiones del tipo:

µn = δλn ��µn1 �� · · ·��µnkn

y encuentran que esas medidas son las medidas de probabilidad ��- infinitamente divisibles en T2.
Mencionamos esto aqúı pues, es de suma importancia este art́ıculo, pero no se incluye el análisis

detallado en la sección, pues el trabajo se hizo público en fechas muy cercanas a terminar esta tesis,
se recomienda su lectura.

3.4 La transformada T

Definición 3.4.1 Sea (a, b) una variable de dos caras en un espacio de probabilidad no conmutativo
de Banach (A, ϕ), tal que ϕ(b) 6= 0. Definimos la transformada T bi-libre en dos variables como la
función holomorfa en (z, w) ∈ (C \ {0})2, con z, w cerca de 0 como

Ta,b(z, w) =
w + 1

w

[
1− z

Fa,b(Ka(z), χb(w))

]
, (3.8)

donde Fa,b(t, s) = ϕ((t− a)−1(1− sb)−1), como esto involucra sólo la distribución conjunta µa,b de
(a, b), también escribimos Tµa,b(z, w) en vez de Ta,b(z, w).

De nuevo el siguiente teorema justifica la definición poco intuitiva de la transformada T .

Teorema 3.4.2 [55, Teo. 3.1] Sean (a1, b1) y (a2, b2) un par de variables de dos caras bi-libre en
un espacio de probabilidad no conmutativo (A, ϕ) tal que ϕ(b1) 6= 0, ϕ(b2) 6= 0. Entonces tenemos

Ta1+a2,b1b2(z, w) = Ta1,b1(z, w)Ta2,b2(z, w), (3.9)

para (z, w) ∈ (C \ {0})2 cerca de (0, 0).

En términos de la notación de las distribuciones podemos ver esto como sigue: si (a1, b1) y (a2, b2)
un par de variables de dos caras bi-libre, donde las medias de las variables en las segundas caras
no se anulan. Entonces tenemos

Tµa1,b1��µa2,b2 (z, w) = Tµa1,b1 (z, w)Tµa2,b2 (z, w).

3.5 Resultados anaĺıticos

En las definiciones de las transformadas bi-libres S y T en las secciones anteriores, se ped́ıa z, w 6= 0.
Quitemos ahora esa restricción.
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Proposición 3.5.1 a) La transformada Sa,b(z, w) se extiende a una función holomorfa de (z, w)
en una vecindad de (0, 0) ∈ C2.

b) La transformada Ta,b(z, w) se extiende a una función holomorfa de (z, w) en una vecindad de
(0, 0) ∈ C2.

Demostración.

a) Si ϕ(a) 6= 0, ϕ(b) 6= 0, tenemos por definición

Sa,b(z, w) =
z + 1

z

w + 1

w

[
1− 1 + z + w

Ha,b(χa(z), χb(w))

]
,

definido originalmente para (z, w) ∈ (C \ {0})2 cerca de (0, 0). Tenemos

Ha,b(t, s) =
∑

p≥0, q≥0

tpsqϕ(apbq),

en una vecindad de (0, 0) y por tanto

Ha,b(t, s) = ha(t) + hb(s)− 1 + stη(s, t),

donde η es una función holomorfa de (s, t) en una vecindad de (0, 0). Usando que ha(χa(z)) =
z + 1 y hb(χb(w)) = w + 1 tenemos

Sa,b(z, w) =
z + 1

z

w + 1

w

[
χa(z)χb(w) · η(χa(z), χb(w))

Ha,b(χa(z), χb(w))

]
,

que da una función holomorfa en una vecindad de (0, 0) ya que z−1χa(z) y w−1χb(w) tienen sin-
gularidades removibles en 0, sus valores alĺı son (ϕ(a))−1 y (ϕ(b))−1 y más aúnHa,b(χa(0), χb(0)) =
1 y se tiene a).

b) Si ϕ(b) 6= 0, por definición

Ta,b(z, w) =
w + 1

w

[
1− z

Fa,b(Ka(z), χb(w))

]
,

para (z, w) ∈ (C \ {0})2 cerca de (0, 0). Aqúı,

Fa,b(t, s) = ϕ[(t1− a)−1(1− sb)−1] =
∑

p≥0, q≥0

t−p−1sqϕ(apbq) = Ga(t) + sθ(t, s),

donde θ es holomorfa en una vecindad de (∞, 0) ∈ (C ∪ {∞}) × C. Como Ga(Ka(z)) = z,

Ka(z) = z−1(1 + zRa(z)) es holomorfa cerca de 0 y χb(w) = w ˆχ(w) donde χ̂ es holomorfa para
una vecindad de 0, tenemos

Ta,b(z, w) =
w + 1

w

[
χb(w)z−1θ(Ka(z), χb(w))

z−1Fa,b(Ka(z), χb(w))

]
=

[
(w + 1)χ̂(w)z−1θ(Ka(z), χb(w))

z−1Fa,b(Ka(z), χb(w))

]
,
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Además Ka es anaĺıtica desde una vecindad de 0 hasta una vecindad de ∞,

z−1θ(Ka(z), χb(w)) = (χ̂(z))−1
∑

p≥0, q≥0

(Ka(z))
−p(χb(w))−qϕ(apbq),

es holomorfa en una vecindad de (0, 0). Por otro lado,∑
p≥0, q≥0

zp(K̄(z))−p−1(χb(w))qϕ(apbq),

es holomorfa en una vecindad de (0, 0) ∈ C2 y es igual a 1 cuando z = w = 0. Entonces el
cociente Ta,b(z, w) se extiende a una función holomorfa en una de vecindad de (0, 0).

Ahora tenemos definidas las transformada S y transformada T en una vecindad de (0, 0). En
cierto sentido las transformadas S y T se comportan “como covarianzas”, es decir, son triviales en
el caso que a, b se comportan como variables aleatorias independientes en el sentido clásico.

Proposición 3.5.2 Sean a, b variables aleatorias en un espacio de probabilidad no conmutativo
(A, ϕ) tal que ϕ(apbq) = ϕ(ap)ϕ(bq) para todo p, q ≥ 0, entonces si ϕ(b) 6= 0 tenemos Ta,b(z, w) = 1
y si adicionalmente ϕ(a) 6= 0 entonces Sa,b(z, w) = 1.

Demostración. Bajo los supuestos de la proposición (factorización de momentos) tenemos Fa,b(t, s) =
Ga(t)hb(s) y Ha,b(t, s) = ha(t)hb(s), luego

Fa,b(Ka(z), χb(w)) = Ga(Ka(z))hb(χb(w)) = z(w + 1),

y

Ha,b(χa(z), χb(w)) = ha(χa(z))hb(χb(w)) = (z + 1)(w + 1),

esto da

Ta,b(z, w) =
w + 1

w

[
1− z

z(w + 1)

]
= 1,

y

Sa,b(z, w) =
z + 1

z

w + 1

w

[
1− 1 + z + w

(z + 1)(w + 1)

]
= 1.

Para el caso de la transformada R, hay una parte que podemos llamar “reducida” y ésta es

R̃a,b(z, w) = 1− zw

Ga,b(Ka(z),Kb(w))
,

que también tiene un comportamiento trivial bajo los supuestos de la proposición anterior. Esto
porque bajo dichas condiciones tenemos Ga,b(z, w) = Ga(z)Gb(w) y por tanto

Ga,b(Ka(z),Kb(w)) = Ga(Ka(z))Gb(Kb(w)) = zw,
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en cuyo caso R̃a,b(z, w) = 0.
Los teoremas y resultados de las dos secciones anteriores, correspondientes a las transformadas S y
T también tienen pruebas combinatorias y podemos encontrarlas en el art́ıculo de Skoufranis [41].





Caṕıtulo 4

Enfoque combinatorio de la
probabilidad bi-libre

En el mismo año que Voiculescu define y desarrolla la teoŕıa de probabilidad bi-libre, sale el
art́ıculo [33] de Mastnak y Nica, donde trabajan el lado combinatorio de esa teoŕıa y definen
un tipo de cumulantes combinatorios con una fórmula momento-cumulante para un nuevo conjunto
de particiones; con esos cumulantes conjeturan que la independencia bi-libre es equivalente a que
tales cumulantes combinatorios mixtos se anulen.

A pesar que el trabajo de Mastnak y Nica fue pionero en la parte combinatoria de la proba-
bilidad bi-libre, en este caṕıtulo seguiremos el trabajo de Charlesworth, Nelson y Skoufranis, [17],
que además de presentar la parte combinatoria de manera más formal e intuitiva, demuestran que
la independencia bi-libre śı es equivalente a que los cumulantes mixtos se anulen, como conjetu-
raron Mastnak y Nica, y que los cumulantes combinatorios son los cumulantes bi-libres que definió
Voiculescu en [53].

Hemos visto que la relación (momentos) entre caras izquierdas (o derechas) de un par bi-libre
se traduce en la noción usual de libertad (freeness), la cual queda descrita combinatoriamente en
términos de cumulantes y particiones que no se cruzan. Los cumulantes bi-libres interpolan la
situación, al considerar momentos con respecto a variables izquierdas y derechas a la vez, codifica-
dos por una aplicación χ.

Para esto, se consideran subconjuntos de la látiz de particiones que no se cruzan en el sentido
de que ahora no se permite juntar bloques apilados con respecto a dicha aplicación χ.

De manera inesperada las relaciones de Bi-libertad se trasladan al aniquilamiento de cumulantes
bi-libres mixtos.

Comenzamos el caṕıtulo estableciendo algo de notación y definiendo los cumulantes combinato-
rios. Seguido de esto, se dedica una sección a la parte combinatoria formal de nuestro nuevo látiz.
Por último con un complemento de Kreweras bi-libre se calculan cumulantes de productos.

57
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4.1 Cumulantes combinatorios

Establezcamos un poco de notación primeramente. Dado

χ : {1, 2, ..., n} → {l, r},

sea {i1 < ... < ip} = χ−1(l) y {j1 < ... < jn−p} = χ−1(r) y considere σχ ∈ Sn, (Sn es el conjunto
de funciones biyectivas {1, 2, ..., n} 7→ {1, 2, ..., n}) definida como

σχ(k) =

{
ik k ≤ p,
jn+1−k k > p.

La clase de particiones P(χ)(n) ⊂ P(n), se define como P(χ)(n) = {σχ · π|π ∈ NC(n)}, donde la
aplicación se aplica a cada bloque de π.

Definición 4.1.1 Sea (A, ϕ) un espacio de probabilidad no conmutativo. Si existe una familia de
funcionales multilineales

(κχ : An → C)n≥1,χ:{1,...,n}→{`,r} ,

que cumplen la fórmula siguiente

ϕ(z1 · · · zn) =
∑

π∈P(χ)(n)

(∏
V ∈π

κχ|V ((z1, . . . , zn)|V )

)
,

para cada n ≥ 1, χ ∈ {`, r}n, y z1, . . . , zn ∈ A, entonces estos funcionales κχ serán llamados
(`, r)-cumulantes o cumulantes combinatorios de (A, ϕ).

De hecho la anterior definición se parece a las definiciones que conocemos de cumulantes libres,
y fue definida por Mastnak y Nica en [33], el problema ahora es demostrar que esos cumulantes
combinatorios y los cumulantes bi-libres que definimos en el caṕıtulo 2 coinciden.

Definición 4.1.2 Sean z′ y z′′ familias de dos caras en (A, ϕ). Decimos que z′ y z′′ son combina-
toriamente bi-libres si

κχ

(
zε1α(1), . . . , z

εn
α(n)

)
= 0,

siempre que α : {1, . . . , n} → I
∐
J , χ : {1, . . . , n} → {`, r} es tal que α−1(I) = χ−1({`}), y

εi ∈ {′,′′ }n no es constante.

Nótese que la condición α−1(I) = χ−1({`}) determina completamente a χ y por tanto podemos
usar la notación

κα(z) := κχ
(
zα(1), . . . , zα(n)

)
.

Entonces si z′ y z′′ son combinatoriamente bi-libres, es fácil ver que

κα(z′ + z′′) = κα(z′) + κα(z′′),

i.e, κα tiene la propiedad cumulante.



4.2. Látiz de bi-particiones que no se cruzan 59

Definición 4.1.3 Para los elementos definidos antes, α : {1, . . . , n} → I
∐
J , sea {i1 < · · · < ip} =

α−1(I) y {j1 < · · · < jn−p} = α−1(J) y consideremos sα ∈ Sn definido como

sα(k) =

{
ik si k ≤ p,

jn+1−k si k > p.

Decimos que una partición π ∈ P(n) es bi-partición que no se cruza (con respecto a α) si s−1
α · π ∈

NC(n). Denotamos el conjunto de tales particiones por BNC(α). Los elementos mı́nimo y máximo
de BNC(α) son 0α := sα · 0n y 1α := sα · 1n, respectivamente.

Como ejemplo de lo anterior consideremos α−1(I) = {1, 2, 4}, α−1(J) = {3, 5}, y

π =
{
{1, 3}, {2, 4, 5}

}
= sα ·

{
{1, 5}, {2, 3, 4}

}
,

donde la operación · significa que se aplica la operación a cada bloque, entonces el diagrama que
no se cruza bi-libre asociado a π es

1

2

3

4

5

Por otro lado si hubiéramos tomado otro funcional como α−1(I) = {4}, α−1(J) = {1, 2, 3, 5}

π =
{
{4, 5}, {1, 2, 3}

}
= sα ·

{
{1, 5}, {2, 3, 4}

}
,

y el diagrama es

1

2

3

4

5

4.2 Látiz de bi-particiones que no se cruzan

Sean z′ y z′′ un par bi-libre de familias de dos caras, χ : {1, 2, ..., n} → {`, r} y ε ∈ {′,′′ }n, a este
último lo llamamos una sombra de la partición. Definimos recursivamente los diagramas LR(χ, ε):
para n = 1 el diagrama consiste en dos segmentos verticales paralelos con un simple nodo, a la
izquierda si χ(1) = ` y a la derecha si χ(1) = r; a tal nodo le asignamos la sombra ′ o ′′ dependiendo
del valor ε1. Llamaremos costillas a las ĺıneas horizontales que salen de los nodos y espinas a las
ĺıneas verticales que unen tales costillas. Para n > 1, definimos LR(χ, ε) como una extensión de
un diagrama D ∈ LR(χ0, ε0), donde χ0 = χ |{2,...,n} y ε0 = (ε2, ..., εn), al añadir una sombra en
un nodo adicional sobre D, a la izquierda si χ(1) = ` y a la derecha si χ(1) = r, se extienden
las espinas de D al nuevo espacio y si la espina más próxima comparte su sombra entonces se
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conecta al punto con una costilla, si no se conecta con otra que śı; en caso que ninguna comparta
la sombra se deja aislado. Denotamos LRk(χ, ε) ⊂ LR(χ, ε) a los diagramas con exactamente k
cuerdas extendiéndose hacia arriba, 1 ≤ k ≤ n.

Sean χ y ε fijos, como arriba y D ∈ LR0(χ, ε). Sea α : {1, 2, . . . , n} → I
∐
J , definimos χα como

χα(k) = ` si α(k) ∈ I y χα(k) = r si α(k) ∈ J . Luego, el conjunto de particiones que obtenemos de
LR0(χ, ε), lo denotamos BNC(α, ε). Denotamos por BNC(χ, ε) al conjunto BNC(α, ε), cuando
χ = χα.

Definición 4.2.1 Sean V y W son bloques de algún π ∈ BNC(χ). Entonces V y W se dicen
apilados si max (min(V ),min(W )) ≤ min (max(V ),max(W )). En términos del diagrama corre-
spondiente a π, las espinas de V y W no están del todo sobre o debajo una de la otra; existe algún
nivel horizontal en que ambas están presentes. Dados bloques V y W , un tercer bloque U separa
a V de W si apila a ambos, y su espina está entre las espinas de V y W . Nótese que V y W no
necesitan estar apiladas entre ellas para tener un separador.

Equivalentemente, U está apilada por ambas V y W , y existe j, k ∈ U tal que s−1
α (V ) ⊆

[s−1
α (j), s−1

α (k)] y s−1
α (W ) ∩ [s−1

α (j), s−1
α (k)] = ∅, o viceversa. Dados tres bloques apilados, uno

siempre separa a los otros dos.
Finalmente, los bloques apilados V y W se dicen enredados si no hay bloque que los separe.

Como ejemplo veamos los siguientes diagramas.

1

2

3

4

5

6

7

8

9

V1

V2

V3

V4

1

2

3

4

5

6

7

8

9

U1

U2

U3

U4

En el primer diagrama, V2 separa V1 de V3, y los tres se apilan entre śı. En el segundo diagrama,
U2 separa U1 y U3, pero U1 y U3 no están apilados entre ellos.

Definición 4.2.2 Sean π, σ ∈ BNC(χ) es tal que π ≤ σ. Decimos que π es un refinamiento lateral
de σ y escribimos π ≤lat σ si ningunos dos bloques apilados en π están contenidos en el mismo
bloque de σ.

Se puede ver que en el caso en que α sólo va a I o sólo va a J , el refinamiento lateral es el
refinamiento en reversa definido en el caṕıtulo 1.

Lema 4.2.3 Si π ∈ BNC(χ, ε) entonces bloques apilados de la misma sombra en π deben ser
separados. Consecuentemente, si σ ∈ BNC(α, ε) y π ≤ σ entonces π ≤lat σ.

Los refinamientos laterales corresponden a hacer cortes horizontales a lo largo de las espinas de los
bloques de π, entre sus costillas.
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Definición 4.2.4 El látiz de bi-particiones que no se cruzan es

BNC :=
⋃
n≥1

⋃
χ:{1,...,n}→{`,r}

BNC(χ),

donde la estructura de látiz de BNC(χ) es como arriba.

Siempre que hablamos de látices es natural hablar de un álgebra de funciones asociadas, llamada
Álgebra de Incidencia.

Definición 4.2.5 El álgebra de incidencia de BNC, denotada por IA(BNC), son todas las fun-
ciones de la forma

f :
⋃
n≥1

 ⋃
χ:{1,...,n}→{`,r}

BNC(χ)×BNC(χ)

→ C,

tal que f(π, σ) = 0 si π � σ equipada con la definición usual de suma y la convolución (producto)
definido como

(f ∗ g)(π, σ) =
∑

π≤ρ≤σ
f(π, ρ)g(ρ, σ),

para todo π, σ ∈ BNC(χ) y f, g ∈ IA(BNC).

4.2.1 Inversión de Möbius en BNC

Con el fin de construir funciones multiplicativas en BNC, es necesario identificar la estructura de
látiz de un intervalo como producto de intervalos completos.

Proposición 4.2.6 Sea π, σ ∈ BNC(χ) tal que π ≤ σ. El intervalo

[π, σ] = {ρ ∈ BNC(χ) : π ≤lat ρ ≤lat σ},

puede asociarse al producto de látices completos

k∏
j=1

BNC(βk),

para algún βk : {1, . . . ,mk} → {`, r} aśı la estructura de látiz se conserva.

Gracias a la proposición anterior podemos definir funciones multiplicativas de la siguiente manera.

Definición 4.2.7 Una función f ∈ IA(BNC) se dice multiplicativa si siempre que π, σ ∈ BNC(χ)
es tal que

[π, σ]↔
k∏
j=1

BNC(βk),

donde la doble flecha se refiere a lo discutido en la proposición anterior, para algún βk : {1, . . . ,mk} →
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{`, r}, entonces

f(π, σ) =

k∏
j=1

f(0βk , 1βk).

Para una función multiplicativa f ∈ IA(BNC), llamaremos a la colección {f([0χ, 1χ]) : n ≥
1, χ : {1, . . . , n} → {`, r}} ⊆ C la red multiplicativa asociada a f . Nótese que para cualquier red
Λ = {aχ : n ≥ 1, χ : {1, . . . , n} → {`, r}} ⊆ C hay exactamente una función multiplicativa f con
red multiplicativa Λ.

Lema 4.2.8 Si f, g ∈ IA(BNC) son multiplicativas, entonces f ∗ g es multiplicativa.

Consideremos ahora tres funciones multiplicativas muy importantes en la teoŕıa de inversión de
Möbius.

δBNC(π, σ) =

{
1 si π = σ,
0 otro caso.

la cual es llamada la función delta en BNC y es el elemento identidad en IA(BNC),

ζBNC(π, σ) =

{
1 si π ≤ σ,
0 otro caso.

que es llamada la función zeta en BNC, y µBNC que es llamada la función de Möbius en BNC y
se define como

µBNC ∗ ζBNC = ζBNC ∗ µBNC = δBNC ,

es claro que para ζBNC se puede construir una inversa izquierda y derecha (y por tanto bilateral)
recursivamente. Es claro que δBNC es multiplicativa con δBNC(0χ, 1χ) igual a uno si n = 1 y cero
otro caso, y ζBNC es multiplicativa con ζBNC(0χ, 1χ) = 1 para todo χ. Además, se puede verificar
que µBNC es multiplicativa y para cada π, σ ∈ BNC(χ)

µBNC(π, σ) = µ(s−1
χ · π, s−1

χ · σ),

donde µ es la función de Möbius del látiz NC(n).
Sean T1, . . . , Tn en un espacio de probabilidad no conmutativo (A, ϕ) y π ∈ BNC(χ) donde

χ : {1, . . . , n} → {`, r} y Vt = {kt,1 < · · · < kt,mt} para t ∈ {1, . . . , k} que son los bloques de π,
definimos

ϕπ(T1, . . . , Tn) :=

k∏
t=1

ϕ(Tkt,1 · · ·Tkt,mt ),

y

κπ(T1, . . . , Tn) :=
∑

σ∈BNC(χ),σ≤π

ϕσ(T1, . . . , Tn)µBNC(σ, π),

donde ϕσ(T1, . . . , Tn) =
∏
V={i1,...,in}∈σ ϕ(Ti1 · · ·Tin).Se puede probar que

κπ(T1, . . . , Tn) =

k∏
t=1

κπ|Vt (Tkt,1 · · ·Tkt,mt ),

donde κπ|Vt debe ser pensado como la partición de un sólo bloque inducida por los bloques Vt de
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π, y

ϕ(T1 . . . Tn) =
∑

π∈BNC(χ)

κπ(T1, . . . , Tn).

En particular, κ1χ = κχ son las funciones cumulantes bi-libres combinatorios.
Para una familia de dos caras z = ((zi)i∈I , (zj)j∈J), α : {1, . . . , n} → I

∐
J , y π ∈ BNC(α)

denotamos

ϕπ(z) := ϕπ(zα(1), . . . , zα(n)) y κπ(z) := κπ(zα(1), . . . , zα(n)).

En particular, ϕ1α(z) = ϕα(z) y κ1α(z) = κα(z), donde cada cara consiste de un sólo elemento,
digamos z` y zr, definimos las cantidades de arriba para χ : {1, . . . , n} → {`, r} remplazando α. En
este caso sean mz, κz ∈ IA(BNC) las funciones multiplicativas con redes multiplicativas (ϕχ(z))χ
y (κχ(z))χ, respectivamente. Llamamos a mz la función momento y a κz la función cumulante
bi-libre. Aśı las fórmulas mz ∗ µBNC = κz y κz ∗ ζBNC = mz se tienen.

4.3 Principales resultados

A continuación presentamos un resultado cuya demostración puede encontrarse en [17] y es muy
útil para demostrar el teorema principal del caṕıtulo.

Proposición 4.3.1 1. Sean z′ y z′′ un par de familias de dos caras en el espacio de probabi-
lidad no conmutativo (A, ϕ). Entonces z′ y z′′ son bi-libres si y sólo si para toda función
α : {1, . . . , n} → I

∐
J y ε ∈ {′,′′ }n tenemos

ϕα (zε) =
∑

π∈BNC(α)

 ∑
σ∈BNC(α,ε)

σ≥latπ

(−1)|π|−|σ|

ϕπ(zε), (4.1)

donde zε =
(
zε1α(1), . . . , z

εn
α(n)

)
.

2. Sea χ : {1, . . . , n} → {`, r} y ε ∈ {′,′′ }n. Entonces para todo π ∈ BNC(χ) tal que π ≤ ε,∑
σ∈BNC(χ,ε)

σ≥latπ

(−1)|π|−|σ| =
∑

σ∈BNC(χ)
π≤σ≤ε

µBNC(π, σ).

3. Sean z′ y z′′ un par de familias de dos caras en (A, ϕ). Entonces z′ y z′′ son bi-libres si y
sólo si para toda función α : {1, . . . , n} → I

∐
J y ε ∈ {′,′′ }n tenemos

ϕα (zε) =
∑

π∈BNC(α)

 ∑
σ∈BNC(α)
π≤σ≤ε

µBNC(π, σ)

ϕπ(zε), (4.2)

donde zε =
(
zε1α(1), . . . , z

εn
α(n)

)
.
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Estamos listos para probar el teorema principal de este caṕıtulo.

Teorema 4.3.2 [17, Teo. 4.3.1] Sean z′ = ((z′i)i∈I , (z
′
j)j∈J) y z′′ = ((z′′i )i∈I , (z

′′
j )j∈J) un par de

familias de dos caras en un espacio de probabilidad no conmutativo (A, ϕ). Entonces z′ y z′′ son
bi-libres si y sólo si son combinatoriamente bi-libres.

Demostración. Supongamos que z′ y z′′ son bi-libres, y fijemos ε ∈ {′,′′ }n. Por la proposición
anterior, para α : {1, . . . , n} → I

∐
J tenemos

ϕα (zε) =
∑

π∈BNC(α)

 ∑
σ∈BNC(α)
π≤σ≤ε

µBNC(π, σ)

ϕπ (zε) .

Por tanto
ϕα (zε) =

∑
σ∈BNC(α)

σ≤ε

κσ (zε) .

Usando esa fórmula, procedemos inductivamente para mostrar que κσ (zε) = 0 si σ ∈ BNC(α)
y σ � ε. El caso base, cuando n = 1 es inmediato.

Para el caso base, supongamos n = 2 y ε1 = ′ y ε2 = ′′ (la otra elección de ε es análoga).
Entonces, para cada α : {1, 2} → I

∐
J con α(1) ∈ I

∐
J y α(2) ∈ I

∐
J ,

κ0α

(
z
ε(1)
α(1), z

ε(2)
α(2)

)
+ κ1α

(
z
ε(1)
α(1), z

ε(2)
α(2)

)
= ϕ

(
z
ε(1)
α(1)z

ε(2)
α(2)

)
= κ0α

(
z
ε(1)
α(1), z

ε(2)
α(2)

)
,

cuando 0α ≤ ε mientras 1α � ε. Aśı R1α

(
z
ε(1)
α(1), z

ε(2)
α(2)

)
= 0 y el caso base está completo.

Como hipótesis de inducción, supongamos que el resultado se tiene para cada β : {1, . . . , k} →
I
∐
J con k < n. Sea α : {1, . . . , n} → I

∐
J Suponga que ε no es constante (en particular, 1α � ε).

Entonces ∑
σ∈BNC(α)

κσ (zε) = ϕα (zε) =
∑

σ∈BNC(α)
σ≤ε

κσ (zε) .

Por inducción, κσ (zε) = 0 si σ ∈ BNC(α) \ {1α} y σ � ε. En consecuencia∑
σ∈BNC(α)

κσ (zε) = κ1α (zε) +
∑

σ∈BNC(α)
σ≤ε

κσ (zε) .

Combinando esas dos ecuaciones tenemos κ1α (zε) = 0 que completa el paso inductivo.
Ahora supongamos que z′ y z′′ son combinatoriamente bi-libres. Entonces para cada α :
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{1, . . . , n} → I
∐
J y ε ∈ {′,′′ }n,

ϕα (zε) =
∑

σ∈BNC(α)

κσ (zε) =
∑

σ∈BNC(α)
σ≤ε

κσ (zε)

=
∑

σ∈BNC(α)
σ≤ε

∑
π∈BNC(α)

π≤σ

ϕπ (zε)µBNC(π, σ)

=
∑

π∈BNC(α)

 ∑
σ∈BNC(α)
π≤σ≤ε

µBNC(π, σ)

ϕπ (zε) .

Aśı la proposición anterior implica que z′ y z′′ son bi-libres.

Ya demostramos que la independencia bi-libre y la independencia bi-libre combinatoria son
equivalentes. Ahora demostremos que los (`, r)-cumulantes combinatorios y los cumulantes del
caṕıtulo 2, también coinciden.

Proposición 4.3.3 Sea α : {1, . . . , n} → I
∐
J . Para cada ε ∈ {′,′′ }n definimos un polinomio Pα,ε

en las indeterminadas X ′K y X ′′K etiquetadas por los conjuntos no vaćıos K ⊂ {1, . . . , n} por la
fórmula

Pα,ε :=
∑

π∈BNC(α,ε)

 ∑
σ∈BNC(α)
π≤σ≤ε

µBNC(π, σ)

 ∏
V ∈π

X
ε(V )
V .

Entonces para un par de familias de dos caras bi-libre z′ y z′′ en (A, ϕ) tenemos

ϕα(zε) = Pα,ε(z
′, z′′),

donde Pα,ε(z
′, z′′) se define evaluando Pα,ε en Xδ

{k1<···<kr} = ϕ(zδα(k1) · · · z
δ
α(kr)

), δ ∈ {′,′′ }.
Mas aún, si definimos Qα como la suma de los Pα,ε sobre todos las sombras posibles tenemos

Qα = X ′{1,...,n} +X ′′{1,...,n} +
∑

Pα,ε,

donde la suma es sobre todas las sombras no constantes ε, y

ϕα(z′ + z′′) = Qα(z′, z′′),

donde Qα(z′, z′′) es Qα evaluada en el mismo punto que los Pα,ε de arriba.

Demostración. La primera parte es inmediata de los resultados anteriores. La afirmación restante
Qα(z′, z′′) también es inmediata cuando expandimos el producto en el lado izquierdo. Todo lo que
resta probar es que

Qα = X ′{1,...,n} +X ′′{1,...,n} +
∑

Pα,ε,
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que es equivalente a decir Pα,ε = Xδ
{1,...,n} donde ε es la sombra constante ε = (δ, . . . , δ), δ ∈ {′,′′ }.

La sombra induce la partición completa 1α, y por tanto∑
σ∈BNC(α)
π≤σ≤ε

µBNC(π, σ) =
∑

σ∈BNC(α)
π≤σ≤1α

µBNC(π, σ) = δBNC(π, 1α).

Entonces el único término de Pα,ε con coeficiente no cero es el correspondiente a π = 1α.

Proposición 4.3.4 Para todo α : {1, . . . , n} → I
∐
J , defina recursivamente los polinomios Rα en

las incógnitas XK etiquetadas por los conjuntos no vaćıos K ⊆ {1, . . . , n} por la fórmula

Rα =
∑

π∈BNC(α)

µBNC(π, 1α)
∏
V ∈π

XV .

Si XK es de grado |K|, entonces Rα es homogéneo con grado n.
Para z una familia de dos caras en (A, ϕ), si Rα(z) denota Rα evaluado en los X{k1<···<kr} =

ϕ(zα(k1) · · · zα(kr)) entonces Rα(z) = κα(z). Mas aún, si z′ and z′′ son bi-libres en (A, ϕ) entonces
Rα(z′ + z′′) = Rα(z′) +Rα(z′′); i.e, Rα tiene la propiedad cumulante.

Demostración. Vemos que Rα(z) y κα(z) son iguales. Entonces Rα tiene la propiedad cumulante
simplemente porque κα la tiene.

Los polinomios Pα,ε, Qα, y Rα son precisamente los polinomios universales, por lo anterior.

4.4 Cumulantes de la convolución multiplicativa bi-libre

Recordemos que si π = {{1, 4}, {2, 3}, {5}, {6, 7}}, entonces el complemento de Kreweras (libre)
Kr(π) = {{1, 3}, {2}, {4, 5, 7}, {6}} es

1 2 3 4 5 6 71′ 2′ 3′ 4′ 5′ 6′ 7′

Ahora definamos el complemento de Kreweras bi-libre.

Definición 4.4.1 Para cada χ : {1, . . . , n} → I
∐
J y π ∈ BNC(χ), el complemento de Kreweras

de π, denotado por KBNC(π), es el elemento de BNC(χ) obtenido al aplicar sχ al complemento
de Kreweras en NC(n) de s−1

χ · π; expĺıcitamente.

KBNC(π) = sχ ·KNC(s−1
χ · π).

Nótese que KBNC(π) puede obtenerse tomando el diagrama correspondiente a π, colocando un
nodo debajo de cada nodo izquierdo y por encima de cada nodo derecho de π, y dibujando el
diagrama de partición que no se cruza bi-libre más grande en los nuevos nodos. Veamos un ejemplo
de esto.

Ejemplo 4.4.2 En el siguiente diagrama, si π es la bi-partición que no se cruza dibujada sobre los
números 1, 2, ..., 8, entonces KBNC(π) es la bi-partición que no se cruza dibujada sobre los números
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con barra superior 1̄, 2̄, ..., 8̄.

1

2

3

4

5

6

7

8

1

2

3

4

5

6

7

8

Como KNC es un ordenamiento en reversa y sχ preserva el orden, KBNC es una biyección de
orden en reversa. Aśı [π, 1α] ' [KBNC(1α),KBNC(π)] = [0α,KBNC(π)] para todo π ∈ BNC(α).
Aśı, si f, g ∈ IA(BNC) son funciones multiplicativas, entonces

(f ∗ g)(0α, 1α) =
∑

π∈BNC(α)

f(0α, π)g(0α,KBNC(π)) = (g ∗ f)(0α, 1α),

y por tanto f ∗ g = g ∗ f .
Ahora usamos el complemento de Kreweras bi-libre, tal como en el teorema 1.3.6, para examinar

los cumulantes bi-libres de una familia de dos caras generada por productos de un par bi-libre de
familias de dos caras.

Teorema 4.4.3 [17, Teo. 5.2.1] Sean z′ = ({z′`}, {z′r}) y z′′ = ({z′′` }, {z′′r }) una familia de dos
caras bi-libre y sea z = ({z′`z′′` }, {z′′r z′r}). Entonces

κχ(z) =
∑

π∈BNC(χ)

κπ(z′)κKBNC(π)(z
′′),

para todo χ : {1, . . . , n} → {`, r}.

Demostración. Recordemos la definición de función momento y función cumulante bi-libre mx y
κx, éstas están únicamente determinadas por los momentos y cumulantes de la familia (x), respec-
tivamente. Como los cumulantes bi-libres son multiplicativos y por la estructura de la convolución
multiplicativa de las funciones anteriores, es suficiente probar que κz = κz′ ∗ κz′′ . Usando las
relaciones mz ∗ µBNC = κz y κz ∗ ζBNC = mz, es suficiente demostrar mz = κz′ ∗mz′′ .

Supongamos que χ : {1, . . . , n} → {`, r}. Sea β : {1, . . . , 2n} → {`, r} dado por β(2k − 1) =
β(2k) = χ(k). Tómese ε ∈ {′,′′ }2n tal que ε2k−1 = ′ y ε2k = ′′ si k ∈ χ−1(`), y lo opuesto si



68 Enfoque Combinatorio

k ∈ χ−1(r). Entonces

mz(0χ, 1χ) = ϕχ(z) = ϕ
(
zε1χ(1)z

ε2
χ(1) · · · z

ε2n−1

χ(n) z
ε2n
χ(n)

)
= ϕ

(
zε1β(1)z

ε2
β(2) · · · z

ε2n−1

β(2n−1)z
ε2n
β(2n)

)
=

∑
π∈BNC(β,ε)

κ(β)
π (zε).

Pero κBNC(π) = Sχ · κNC(s−1
χ · π), entonces∑

π∈BNC(β,ε)

κ(β)
π (zε)

=
∑

π1∈BNC(χ)

κπ1(z′)
∑

π2∈BNC(χ)
π2≤KBNC(π1)

κπ2(z′′)

=
∑

π1∈BNC(χ)

κπ1(z′)ϕKBNC(π1)(z
′′)

= (κz′ ∗mz′′)(0χ, 1χ),

y como mz y κz′ ∗mz′′ son funciones multiplicativas en todos los intervalos de BNC, se tiene el
resultado.



Caṕıtulo 5

Divisibilidad infinita y procesos de
Lévy bi-libres

El presente caṕıtulo aborda el tema de divisibilidad infinita bi-libre. En probabilidad clásica y
libre, las distribuciones infinitamente divisibles aparecen como una generalización del teorema de
ĺımite central: son las distribuciones ĺımite de sumas de variables aleatorias independientes o libres
dentro de un arreglo triangular. La pregunta central que trataremos de resolver en este caṕıtulo es
la siguiente

Problema Central 5.0.1 Sea {µn}n∈N una sucesión de medidas en R2 y {kn}n∈N una sucesión
de enteros positivos kn → ∞, y supongamos que cada µn es la distribución común en el sentido
anaĺıtico de la sucesión finita (an1, bn1), (an2, bn2), ..., (ankn , bnkn) de variables de dos caras bi-libres
idénticamente distribuidas. ¿Cuál es la clase de todas las posibles distribuciones ĺımite
para la suma:

Sn = (an1, bn1) + (an2, bn2), ...+ (ankn , bnkn) = (

kn∑
j=1

anj ,

kn∑
j=1

bnj),

y cuáles son las condiciones para que la ley (distribución) de Sn converge a una dis-
tribución ĺımite espećıfica?.

Para responder a esa pregunta, el caṕıtulo comienza con unos teoremas ĺımite y la definición
de distribuciones infinitamente divisibles. Seguido de esto presentamos la versión más simple de la
representación de Lévy-Hincin para la transformada R de distribuciones con soporte compacto, la
cuál luego será generalizada para medidas de probabilidad en R2. Después de una discusión sobre
transformadas R infinitamente divisibles, presentamos algunos ejemplos importantes y algunas
caracterizaciones importantes. Finalizamos el caṕıtulo exponiendo el tema de procesos de Lévy
bi-libres.

5.1 Teoremas ĺımite

Si (a, b) es una variable de dos caras en un C∗-espacio de probabilidad (A, ϕ), entonces los cumu-
lantes bi-libres κχn de (a, b) dependen en general (como vimos en el caṕıtulo anterior) de la aplicación

69
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χ : [n] := {1, 2, ..., n} → {l, r}. En la mayor parte de éste caṕıtulo estaremos interesados en el caso
en que a, b son autoadjuntas y conmutan (caso bipartito); en tal caso, los cumulantes bi-libres son
reales y κχn depende de χ pero sólo de |χ−1({l})| y |χ−1({r})|, más aún la conmutatividad de a y b
implica que todo cumulante bi-libre de (a, b) es en realidad un “cumulante libre especial”, esto se
aclara en el siguiente lema.

Lema 5.1.1 Sea (a, b) una variable de dos caras en un C∗-espacio de probabilidad (A, ϕ) tal que
a = a∗, b = b∗ y [a, b] = 0. Denotemos por κm,n(a, b) a los siguientes cumulantes libres

κm,n(a, b) = κm+n(a, ..., a︸ ︷︷ ︸
m veces

, b, ..., b︸ ︷︷ ︸
n veces

),

y los cumulantes bi-libres

κχN (a, b) = κχN (cχ(1), ..., cχ(N)),

donde χ : [N ]→ {l, r}, cl = a, cr = b. Entonces, κm,n(a, b) = κχm+n(a, b) para todo χ : [m+ n]→
{l, r} tal que |χ−1({l})| = m y |χ−1({r})| = n.

Demostración.
Por las fórmulas momento-cumulante (libre y bi-libre), tenemos

κm,n(a, b) =
∑

π∈NC(m+n)

ϕπ(a, ..., a︸ ︷︷ ︸
m veces

, b, ..., b︸ ︷︷ ︸
n veces

)µ(π, 1̂m+n),

y

κχm+n(a, b) =
∑

π∈BNCχ(m+n)

ϕπ(cχ(1), ..., cχ(m+n))µχ(π, 1̂m+n),

donde µ y µχ denotan las funciones de Möbius en los látices NC(m + n) y BNCχ(m + n), res-
pectivamente. Para cada partición π ∈ NC(m + n), el diagrama correspondiente a la bipar-
tición π̃ = σχ · π ∈ BNCχ(m + n) bajo la biyección σχ : NC(m + n) → BNCχ(m + n) se
obtiene re-etiquetando los números 1, ...,m+ n en el diagrama de π como i1, ..., im, jn, ..., j1 donde
{i1 < ... < im} = χ−1({l}) y {j1 < ... < jn} = χ−1({r}). Como a y b conmutan, tenemos

ϕπ(a, ..., a︸ ︷︷ ︸
m veces

, b, ..., b︸ ︷︷ ︸
n veces

) = ϕπ̃(cχ(1), ..., cχ(m+n)),

para todo π ∈ NC(m+ n). Más aún, como

µχ(π̃, 1̂m+n) = µ(σ−1
χ · π̃, 1̂m+n) = µ(π, 1̂m+n),

para cada π̃ ∈ BNCχ(m+ n), se sigue el resultado.
Antes de enunciar y demostrar nuestro primer teorema ĺımite necesitamos el siguiente lema.

Lema 5.1.2 Para cada N ∈ N, sea (AN , ϕN ) un espacio de probabilidad no conmutativo con
funcionales cumulantes κN . Sea (aN , bN ) una variable de dos caras en (AN , ϕN ), tal que [aN , bN ] =
0; entonces, los siguientes enunciados son equivalentes.
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1) Para todo m,n ≥ 0 con m+ n ≥ 1, los ĺımites limN→∞N · ϕN (amNb
n
N ) existe.

2) Para todo m,n ≥ 0 con m+ n ≥ 1, los ĺımites limN→∞N · κNm,n(aN , bN ) existe.

Y más aún, si 1) y 2) se cumplen, entonces tales ĺımites coinciden.

Demostración. Por las fórmulas momento-cumulante, tenemos

lim
N→∞

N · ϕN (amNb
n
N ) = lim

N→∞
N ·

∑
π∈NC(m+n)

κNπ (aN , bN ),

y

lim
N→∞

N · κNm,n(aN , bN ) = lim
N→∞

N ·
∑

π∈NC(m+n)

(ϕN )Nπ (aN , bN )µ(π, 1̂m+n).

Si el primer enunciado es cierto entonces los únicos términos no cero del lado derecho de la segunda
ecuación corresponde a π = 1̂m+n. Análogamente si el segundo enunciado es cierto los únicos
términos no cero del lado derecho de la primera ecuación corresponde a π = 1̂m+n.

� Diremos que un espacio de probabilidad no conmutativo (A, ϕ) es bipartito para referirnos a
que cada variable de dos caras que consideremos en él será bipartita.

� Una sucesión de variables de dos caras {(an, bn)}n∈N cada una en un espacio de probabilidad
no conmutativo (An, ϕn) converge en distribución a (a, b) en un espacio de probabilidad (A, ϕ)

y escribimos (an, bn)
dist−−→ (a, b) si limn→∞ ϕn((an)m, (bn)k) = ϕ(am, bk) para todo m, k ∈ N.

Teorema 5.1.3 [25, Teo. 3.1] Para cada N ∈ N, sean {(aN ;k, bN ;k)}Nk=1 variables de dos caras
en algún espacio de probabilidad no conmutativo (AN , ϕN ). Supongamos que AN es bipartito y
las variables (aN,1, bN,1), ..., (aN,N , bN,N ) son bi-libres e idénticamente distribuidas. Entonces las
siguientes afirmaciones son equivalentes.

1. Existe una variable de dos caras (a, b) en algún espacio de probabilidad no conmutativo (A, ϕ)
tal que [a, b] = 0 y

(
N∑
k=1

aN,k,
N∑
k=1

bN,k)
dist−−→ (a, b),

2. Para todo m,n ≥ 0 con m+n ≥ 1, el ĺımite limN→∞N ·ϕN (amN ;kb
n
N ;k) existe y es independiente

de k.

Mas aún, si las afirmaciones se cumplen, entonces los cumulantes bi-libres de (a, b) están dados
por

κχm+n(a, b) = lim
N→∞

N · ϕN (amN ;kb
n
N ;k),

donde χ : [m+ n]→ {l, r} satisface |χ−1({l})| = m y |χ−1({r})| = n.
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Demostración. Supongamos que 1. se cumple, denotemos por κNχ los funcionales cumulantes de
(AN , ϕN ). Para n,m ≥ 0, n+m ≥ 1, tenemos

ϕ(ambn) = lim
N→∞

ϕN

[
(
N∑
k=1

aN ;k)
m(

N∑
k=1

bN ;k)
n

]

= lim
N→∞

N∑
r(1),...,r(m),
s(1),...,s(n)=1

ϕN (aN ;r(1) · · · aN ;r(m)bN ;s(1) · · · bN ;s(n))

= lim
N→∞

N∑
r(1),...,r(m),
s(1),...,s(n)=1

∑
τ∈BNCχ(m+n)

κNχτ (aN ;r(1), ..., aN ;r(m), bN ;s(1), ..., bN ;s(n))

= lim
N→∞

∑
τ∈BNCχ(m+n)

N |τ | · κNχτ (aN ;k, bN ;k).

Como el último ĺımite no depende de k, sólo basta probar que limN→∞N
|τ | · κNχτ (aN ;k, bN ;k)

existe para todo τ ∈ BNCχ(m+n), porque tomando el caso τ = 1̂m+n y por los lemas 5.1.1 y 5.1.2
se tendrá lo deseado. Procedemos entonces por inducción sobre m y n. Si m = 1 y n = 0

lim
N→∞

N · κN1 (aN ;k) = lim
N→∞

N · ϕ(aN ;k)

= lim
N→∞

ϕ(aN ;1 + · · ·+ aN ;N ) = ϕ(a),

el ĺımite existe, similarmente cuando m = 0 y n = 1. Si m = n = 1, tenemos

ϕ(ab) = lim
N→∞

(N2 · κN1 (aN ;k)κ1(bN ;k) +N · κN1,1(aN ;k, bN ;k)),

y como ϕ(ab), limN→∞(N · κN1 (aN ;k), limN→∞(N · κ1(bN ;k) existen, se tiene la existencia de
limN→∞N · κN1,1(aN ;k, bN ;k). Como hipótesis de inducción asuma que el resultado es válido para
todo m ≤ r y n ≤ s tal que r + s ≥ 1. Si m = r + 1 y n = s, se tiene

ϕ(ar+1bs) = lim
N→∞

∑
τ∈BNCχ(r+s+1)

N |τ | · κNχτ (aN ;kbN ;k)

= lim
N→∞

(N · κNr+1,s(aN ;k, bN ;k) + L),

donde

L =
∑

τ∈BNCχ(r+s+1)

τ 6=1̂r+s+1

N |τ | · κNχτ (aN ;kbN ;k).

Por hipótesis de inducción, los ĺımites

lim
N→∞

N |τ | · κχτ (aN ;k, bN ;k),
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existen para todo τ ∈ BNCχ(r + s + 1) con τ 6= 1̂r+s+1 y también limN→∞ L existe, tenemos la
existencia de

lim
N→∞

N · κNr+1,s(aN ;k, bN ;k),

como se queŕıa. El caso m = r y n = s+ 1 es análogo.
Rećıprocamente, suponga que se cumple 2. Para m,n ≥ 0 tal que m+ n ≥ 1, entonces

lim
N→∞

ϕN ((

N∑
k=1

aN ;k)
m(

N∑
k=1

bN ;k)
n)

= lim
N→∞

∑
τ∈BNCχ(m+n)

N |τ | · κNχτ (aN ;kbN ;k).

Por los lemas 5.1.1 y 5.1.2, tenemos

lim
N→∞

N |τ | · κNχτ (aN ;k, bN ;k) = lim
N→∞

N |τ | · (ϕN )τ (aN ;k, bN ;k),

para todo τ ∈ BNCχ(m+n); y todos existen. Es posible construir una variable de dos caras (a, b)
en un espacio de probabilidad no conmutativo (A, ϕ) tal que

ϕ(ambn) = lim
N→∞

ϕN ((
N∑
k=1

aN ;k)
m(

N∑
k=1

bN ;K)n),

por ejemplo, a = s, b = t en C[s, t] y definimos ϕ(smtn) como ese ĺımite. Finalmente, cambiemos
la notación denotemos κχ los funcionales cumulantes de (A, ϕ), y a los cumulantes libres y bi-libres
de (AN , ϕN ) los denotamos cN y cχ respectivamente. Entonces

ϕ(ambn) =
∑

τ∈BNCχ(m+n)

κχτ (a, b) = lim
N→∞

∑
τ∈BNCχ(m+n)

N |τ | · cχτ (aN ;k, bN ;k)

=
∑

τ∈BNCχ(m+n)

lim
N→∞

N |τ | · cχτ (aN ;k, bN ;k).

Por inducción sobre el número de argumentos en los cumulantes bi-libres, llegamos a que

κχτ (a, b) = lim
N→∞

N |τ | · cχτ (aN ;k, bN ;k),

para todo τ ∈ BNCχ(m+ n). En particular, cuando τ = 1̂m+n, tenemos

κχm+n(a, b) = lim
N→∞

N · cχm+n(aN ;k, bN ;k)

= lim
N→∞

N · cNm+n(aN ;k, bN ;k)

= lim
N→∞

N · ϕN (amN ;kb
n
N ;k),
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aplicando nuevamente los lemas 5.1.1 y 5.1.2, completamos la prueba.
Demos la primera definición de divisibilidad infinita, por ahora para medidas con soporte com-

pacto. Mas adelante en este caṕıtulo daremos una definición para el caso general.

Definición 5.1.4 i) Una variable de dos caras (a, b) en un espacio de probabilidad no conmu-
tativo (A, ϕ), se dice ��-Infinitamente Divisible si para todo n ∈ N, existen variables de dos
caras (a1, b1), ..., (an, bn) en el mismo espacio (A, ϕ), bi-libres e idénticamente distribuidas tal
que (a1 + ...+ an, b1 + ...+ bn) tiene la misma distribución que (a, b).

ii) Equivalente a lo anterior, decimos que una medida de probabilidad con soporte compacto en
R2 es ��-Infinitamente Divisible, si para todo n ∈ N existe una medida de probabilidad con
soporte compacto µn en R2 tal que µ = µn �� · · ·��µn︸ ︷︷ ︸

n veces

= (µn)��n.

Escribiremos µ ∈ ID(��) en caso de que µ sea ��-Infinitamente Divisible. En el caṕıtulo
1, demostramos el hecho que toda variable aleatoria infinitamente divisible libre puede verse
(en distribución) como un arreglo muy espećıfico de elementos del espacio de Fock libre (ver la
proposición 1.5.6); retomamos ahora esa forma para tener nuestro primer ejemplo de distribuciones
��-infinitamente divisibles en términos del espacio de Fock; también calculemos con nuestra he-
rramienta combinatoria los cumulantes bi-libres de esos arreglos.

Proposición 5.1.5 Sea H un espacio de Hilbert. Para todo f, g ∈ H, T1 = T ∗1 , T2 = T ∗2 ∈ B(H),
y λ1, λ2 ∈ R, sean a y b los operadores autoadjuntos

a = l(f) + l∗(f) + Λl(T1) + λ1 · 1,
b = r(g) + r∗(g) + Λr(T2) + λ2 · 1.

i) [a, b] = 0 si y sólo si Im〈f, g〉 = 0, T1g = T2f y [T1, T2] = 0. Mas aún si a, b conmutan, la
distribución µ(a,b) de (a, b) es ��-infinitamente divisible.

ii) Si [a, b] = 0 entonces los cumulantes bi-libres de (a, b) son como sigue

κ1,0(a, b) = λ1, κ0,1(a, b) = λ2,

κm,0(a, b) = κm(l∗(f),Λl(T1), ...,Λl(T1), l(f)) = 〈Tm−2
1 f, f〉, m ≥ 2,

κ0,n(a, b) = κn(r∗(g),Λr(T2), ...,Λr(T2), r(g)) = 〈Tn−2
2 g, g〉, n ≥ 2,

y para m,n ≥ 1,

κm,n(a, b) = 〈Λl(T1)m−1l(f)Ω,Λr(T2)n−1r(g)Ω〉 = 〈Tm−1
1 f, Tn−1

2 g〉.

Demostración.

i) Sin pérdida de generalidad, asumamos que λ1 = λ2 = 0. Supongamos primero que a y b
conmutan, como l(f)r(g)Ω = r(g)l(f)Ω y l(f)r(g)(ξ1⊗ · · · ⊗ ξn) = r(g)l(f)(ξ1⊗ · · · ⊗ ξn) para
todo ξ1, ..., ξn ∈ H, n ≥ 1 entonces

l(f)r(g) = r(g)l(f), l∗(f)r∗(g) = r∗(g)l∗(f), (5.1)
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y también,

l(f)r∗(g)Ω = 0, r∗(g)l(f)Ω = 〈f, g〉Ω, l(f)r∗(g) = r∗(g)l(f),

en F(H)	 CΩ, que implica que el operador

A = l(f)r∗(g) + l∗(f)r(g)− r∗(g)l(f)− r(g)l∗(f),

es cero en F(H)	 CΩ y satisface AΩ = −2i(〈f, g〉)Ω. Y también

l(f)Λr(T2)Ω = 0, Λr(T2)l(f)Ω = T2f, l(f)Λr(T2) = Λr(T2)l(f),

en F(H)	 CΩ, y combinado con la condición

r(g)Λl(T1)Ω = 0, Λl(T1)r(g)Ω = T1g, r(g)Λl(T1) = Λl(T1)r(g),

en F(H)	 CΩ, implican que el operador,

B = l(f)Λr(T2) + Λl(T1)r(g)− Λr(T2)l(f)− r(g)Λl(T1),

es cero en F(H)	 CΩ y satisface BΩ = T1g − T2f . Además

l∗(f)Λr(T2)ξ = 〈T2ξ, f〉, Λr(T2)l∗(f)ξ = 0, con ξ ∈ H,
y

l∗(f)Λr(T2) = Λr(T2)l∗(f) en F(H)	 CΩ,

y las identidades

Λl(T1)r∗(g)ξ = 0, r∗(g)Λl(T1)ξ = 〈T1ξ, g〉, Λl(T1)r∗(g) = r∗(g)Λl(T1),

en F(H)	 CΩ y el operador

C = l∗(f)Λr(T2) + Λl(T1)r∗(g)− Λr(T2)l∗(f)− r∗(g)Λl(T1),

es cero en F(H)	CΩ y cumple Cξ = 〈ξ, (T2f−T1g)〉, donde ξ ∈ H. Finalmente, las condiciones

λl(T1)Λr(T2)ξ = T1T2ξ, Λr(T2)Λl(T1)ξ = T2T1ξ, para ξ ∈ H,
y

Λl(T1)Λr(T2) = Λr(T2)Λl(T1) en F(H)	 CΩ,

implican que el operador

D = Λl(T1)Λr(T2)− Λr(T2)Λl(T1),

es cero en F(H)	 CΩ y cumple que Dξ = (T1T2 − T2T1)ξ, ξ ∈ H.

El resultado se sigue de los hechos anteriores y de que ab − ba = A + B + C + D. Para
probar ahora que la distribución de (a, b) es infinitamente divisible bi-libre, fijemos n ∈ N, y
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sea Hn = H⊕ · · · ⊕ H︸ ︷︷ ︸
n veces

, y sea

ã = l

[
f ⊕ · · · ⊕ f√

n

]
+ l∗

[
f ⊕ · · · ⊕ f√

n

]
+ Λl(T1 ⊕ · · · ⊕ T1),

y

b̃ = r

[
g ⊕ · · · ⊕ g√

n

]
+ r∗

[
g ⊕ · · · ⊕ g√

n

]
+ Λr(T2 ⊕ · · · ⊕ T2).

Entonces [ã, b̃] = 0, y la distribución de (a, b) en (B(F(H)), τH) es la misma que la de (ã, b̃) en
(B(F(Hn), τHn). Nótese que ã y b̃ pueden escribirse como

ã = l

[
f ⊕ 0⊕ · · · ⊕ 0√

n

]
+ l∗

[
f ⊕ 0⊕ · · · ⊕ 0√

n

]
+ Λl(T1 ⊕ 0⊕ · · · ⊕ 0)

+ · · ·+ l

[
0⊕ · · · ⊕ 0⊕ f√

n

]
+ l∗

[
0⊕ · · · ⊕ 0⊕ f√

n

]
+ Λl(0⊕ · · · ⊕ 0⊕ T1),

y

b̃ = r

[
g ⊕ 0⊕ · · · ⊕ 0√

n

]
+ r∗

[
g ⊕ 0⊕ · · · ⊕ 0√

n

]
+ Λr(T2 ⊕ 0⊕ · · · ⊕ 0)

+ · · ·+ r

[
0⊕ · · · ⊕ 0⊕ g√

n

]
+ r∗

[
0⊕ · · · ⊕ 0⊕ g√

n

]
+ Λr(0⊕ · · · ⊕ 0⊕ T2),

y por resultados anteriores cada sumando es bi-libre, y obviamente son idénticamente distribui-
dos.

ii) Las igualdades para los cumulantes en una variable κ1(a), κ1(b), κm(a) y κn(b) son resultados
conocidos. Para demostrar la igualdad de κm,n(a, b) usamos la notación del inciso anterior
para HN . Observemos que las variables aleatorias

l(f), l∗(f), r(g), r∗(g),Λl(T1),Λr(T2) en (B(F(H)), τH),

tienen la misma distribución que las variables

l

[
f ⊕ · · · ⊕ f√

N

]
, l∗

[
f ⊕ · · · ⊕ f√

N

]
, r

[
g ⊕ · · · ⊕ g√

N

]
r∗
[
g ⊕ · · · ⊕ g√

N

]
, Λl(T1 ⊕ · · · ⊕ T1), Λr(T2 ⊕ · · · ⊕ T2) en (B(F(HN )), τHN ,

y las anteriores variables aleatorias son suma de N variables, donde los sumandos tienen la
misma distribución conjunta que las variables

1√
N
l(f),

1√
N
l∗(f),

1√
N
r(g),

1√
N
r∗(g),Λl(T1),Λr(T2) en (B(F(H)), τH).

Usando que los cumulantes son multilineales, vemos que cada sumando de κm,n(a, b) es de la
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forma κm+n(c1, ..., cm, d1, ..., dn), donde ci ∈ {l(f), l∗(f),Λl(T1)} y dj ∈ {r(g), r∗(g),Λr(T2)}.
Por nuestro primer teorema,

κm+n(c1, ..., cm, d1, ..., dn) = lim
N→∞

N · 〈c̃1 · · · c̃md̃1 · · · d̃nΩ,Ω〉,

donde

c̃i ∈ {
l(f)√
N
,
l∗(f)√
N
,Λl(T1)} y d̃j ∈ {

r(g)√
N
,
r∗(g)√
N
,Λr(T2)},

en correspondencia con ci y dj . Por definición de los elementos en el espacio de Fock, los únicos
cumulantes no cero de κm,n(a, b) son

κm+n(l∗(f),Λl(T1), ...,Λl(T1)︸ ︷︷ ︸
m−1 veces

,Λr(T2), ...,Λr(T2)︸ ︷︷ ︸
n−1 veces

, r(g)),

que es igual a

lim
N→∞

N · 〈 1√
N
l∗(f)λl(T1)m−1Λr(T2)n−1 1√

N
r(g)Ω,Ω〉 = 〈Tm−1

1 f, Tn−1
2 g〉,

por la hipótesis de que a y b conmutan.

Lo anterior será útil más adelante, ahora discutamos la primera caracterización de las distribu-
ciones infinitamente divisibles bi-libres: la representación de Lévy-Hincin.

5.2 Representación de Lévy-Hincin

Comenzamos con un resultado que relaciona la transformada R de una variable de dos caras en un
C∗- espacio de probabilidad no conmutativo y la transformada R univariada de las caras.

Lema 5.2.1 Para una variable de dos caras (a, b) bipartita y autoadjunta en un C∗-espacio de
probabilidad no conmutativo (A, ϕ), tenemos

R(a,b)(z, 0) = zRa(z), y R(a,b)(0, w) = wRb(w),

para z y w en una vecindad de 0.

Demostración. Demostremos la primera igualdad, la segunda es análoga. por la relación 3.5 es
suficiente probar que

lim
w→∞

zw

G(a,b)(Ka(z),Kb(w))
= 1,

para z 6= 0 cerca de 0. Y como para (z, w) en una vecindad agujerada de (0, 0), tenemos

G(a,b)(z
−1, w−1) = wϕ((z−1 − a)−1(1− wb)−1),
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entonces,

zw

G(a,b)(Ka(z),Kb(w))
=

z(wRb(w) + 1)

ϕ((Ka(z)− a)−1(1− b

Kb(w)
)−1)

,

y como limw→0 1/Kb(w) = 0 y limw→0wRb(w) = 0, se sigue que

lim
w→0

zw

G(a,b)(Ka(z),Kb(w))
=

z

ϕ((Ka(z)− a)−1)
=

z

Ga(Ka(z))
= 1.

Una medida de probabilidad ν con soporte compacto en R es �-infinitamente divisible si y sólo
si su transformada R tiene la forma

Rν(z) = κν1 +

∫
R

z

1− zs
dρν(s),

donde ρν es llamada la medida de Lévy libre de ν, es una medida de Borel finita en R, y κν1 es
el primer cumulante de ν. Tal representación es conocida como la representación de Lévy-Hincin
libre. Comencemos la discusión sobre la representación de Lévy-Hincin bi-libre.

5.2.1 Primera forma: medidas con soporte compacto

Definición 5.2.2 Consideremos una sucesión real de 2 variables R = {Rm,n}m,n∈N. Y definamos
en C0[s, t] (álgebra de polinomios conmutativos en las variables s y t, con término constante igual
a cero) la forma sesquilineal [·, ·]R, como [sm1tn1 , sm2tn2 ]R = Rm1+m2,n1+n2

i) R se dice condicionalmente positiva semi-definida (CPSD) si [p, p]R ≥ 0 para todo p ∈ C0[s, t].

ii) R se dice condicionalmente acotada, si existe un número L > 0 tal que

|[smtnp, p]R| ≤ Lm+n · [p, p]R,

para todo p ∈ C0[s, t] y m,n ≥ 0.

Teorema 5.2.3 [25, Teo. 3.10] Sea µ una medida de probabilidad con soporte compacto en el
plano, y κ = {κµm,n}m,n∈N los cumulantes bi-libres de µ tal que κµ2,0, κ

µ
0,2 > 0. Entonces, los

siguientes enunciados son equivalentes.

1. La medida µ es ��-infinitamente divisible.

2. La 2-sucesión κ es CPSD y condicionalmente acotada.

3. Existen medidas de Borel positivas ρ1 y ρ2 con soporte compacto en R2 y una medida de Borel
finita ρ en R2 que satisfacen

|ρ({(0, 0)})|2 ≤ ρ1({(0, 0)})ρ2({(0, 0)}),
t[dρ1(s, t)] = s[dρ(s, t)], s[dρ2(s, t)] = t[dρ(s, t)],
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tal que

Rµ(z, w) = zR1(z) + wR2(w) +

∫
R2

zw

(1− zs)(1− wt)
dρ(s, t),

se tiene para (z, w) en una vecindad de (0, 0), donde

R1(z) = κν1,0 +

∫
R2

z

1− zs
dρ1(s, t), y

R2(w) = κν1,0 +

∫
R2

w

1− wt
dρ2(s, t).

Si las afirmaciones anteriores se cumplen, entonces Rµ se extiende anaĺıticamente a (C \ R)2

mediante las fórmulas anteriores.

Haremos una demostración anaĺıtica de este teorema en la subsección 5.6.1.
Supongamos ahora que µ es una medida de probabilidad con soporte compacto en el plano. Si

κµ es CPSD y κµ0,2 = 0, entonces κµm,n = 0 para cada (m,n) con m+n ≥ 2, n ≥ 1. En este caso, µ
es la distribución de (a, κµ0,1 ·1), donde a es una variable aleatoria autoadjunta en algún C∗-espacio
de probabilidad no conmutativo. En otras palabras, µ = νa × δκµ0,1 , la medida producto de la

distribución νa de a y δκµ0,1 . Si, además, κµ es condicionalmente acotada, entonces la 1-sucesión

{κµm+2,0}m≥0 es una sucesión de un problema de momentos de Hausdorff en un intervalo acotado,
y por tanto es determinada, lo que significa que existe una medida con soporte compacto ρ1 en R
que tiene por momentos a la sucesión (ver [1] para más detalles). Por tanto νa es �-infinitamente
divisible, y la transformada R de µ está dada por

Rµ(z, w) = z

κµ0,1 +

∫
R2

z

1− zs
dρ1(s)

+ wκµ0,1,

rećıprocamente, cualquier función que tiene la forma del lado derecho de la última expresión es la
transformada R bi-libre de alguna medida con soporte compacto. Aplicando esta observación a
Rµ/N para todo N ∈ N se tiene la infinita divisibilidad bi-libre de µ. En general, se puede ver (y lo
veremos más adelante) que el producto de dos medidas con soporte compacto en R, �-infinitamente
divisibles es ��-infinitamente divisible.

Lema 5.2.4 Supongamos que {µN}N∈N es una sucesión de medidas en el plano con soporte com-
pacto con la propiedad de que, para todo m,n ∈ N, el ĺımite

Mm,n = lim
N→∞

∫
R2

smtndµN (s, t),

existe y es un número finito. Si existe un número L > 0 tal que |Mm,n| ≤ Lm+n para todo
m,n ∈ N, entonces la 2-sucesión M = {Mm,n}m,n∈N es una sucesión de momentos determinada,
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es decir existe una medida única en el plano cuyos momentos son Mm,n, y tal medida tiene soporte
compacto (Ver [37] para más detalles).

Demostración. Para todo m0, n0 ∈ N ∪ {0} fijos, las 1-sucesiones α = {Mm,2n0}m≥0 y β =
{M2m0,n + R0,n}n≥0 cumplen todas las condiciones del problema de momentos de Hamburger (de
nuevo citamos [1]). Luego, usando el hecho de que |Mm,n| ≤ Lm+n, concluimos que las medidas
representación de α y β son ambas de soporte compacto y por tanto son determinadas (i.e es única).

En la siguiente sección estableceremos resultados como los anteriores para medidas con soporte
no necesariamente compacto.

5.3 Transformadas R infinitamente divisibles

Recordando la notación del problema central 5.0.1, sea νn la distribución de la suma Sn. Se
tiene que Rνn = knRµn en un bi-disco centrado en (0, 0). Algunas condiciones necesarias para la
convergencia de {νn}n∈N son inmediatas, por ejemplo, si la sucesión νn converge débilmente a una
medida de probabilidad ν en R2 entonces

1. µn ⇒ δ(0,0), ya que existe un dominio común de definición Ω para todos los Rνn , y también
para todos los Rµn , tal que Rµn = Rνn/kn = (Rν + o(1)) · o(1), cuando n → ∞ en Ω y
Rµn(−iy,−iv) = Rνn(−iy,−iv)/kn = o(1) uniformemente en n, cuando y, v → 0+. Aśı que,

µn ⇒ δ(0,0). Esto implica también que µ
(j)
n = µn ◦π−1

j ⇒ δ0, j = 1, 2 para las marginales. De

hecho el rećıproco también es cierto, si las marginales µ
(j)
n ⇒ δ0, j = 1, 2 entonces µn ⇒ δ(0,0).

2. Para cada j, se tiene la convergencia débil ν
(j)
n ⇒ ν(j) para las marginales y por la proposición

3.2.5 tenemos

ν(j)
n = µ(j)

n � µ
(j)
n � · · ·� µ(j)

n︸ ︷︷ ︸
kn veces

,

por propiedades de la biyección de Bercovici-Pata se sigue que ν(j) debe ser �-infinitamente
divisible. Por otro lado, aplicando la transformada R unidimensional a la convergencia débil

ν
(j)
n ⇒ ν(j), tenemos µ

(j)
n ⇒ δ0. Denotemos ν = νγ,σ� para decir que ν (por ser �-infinitamente

divisible) tiene representación de Lévy-Hincin (unidimensional) con par generador (γ, σ) en-

tonces para la convergencia de ν
(j)
n es necesario y suficiente que

lim
n→∞

∫
R

knx

1 + x2
dµ(j)

n (x) = γ,

y el ĺımite débil unidimensional

knx
2

1 + x2
dµ(j)

n (x)⇒ σ,

se cumplan simultáneamente.
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Aśı, asumiendo la convergencia débil de las marginales µ
(j)
n bajo convolución libre, la clave para

comenzar a responder a la pregunta principal del caṕıtulo es el siguiente teorema.

Teorema 5.3.1 [30, Teo. 3.2] Sea {µn}n∈N una sucesión de medidas de probabilidad en R2, y sea

kn una sucesión de enteros tal que limn→∞ kn =∞. Para j = 1, 2, supongamos que νjn = [µ
(j)
n ]�kn

converge débilmente a ν
γj ,σj
� , la medida �-infinitamente divisible determinada por el par generador

(γj , σj). Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes

1. El ĺımite puntual R(z, w) = limn→∞ knRµn(z, w) existe para (z, w) en un dominio Ω donde todos
los Rµn están definidos.

2. El ĺımite puntual

D(z, w) = lim
n→∞

kn

∫
R2

zwst

(1− zs)(1− wt)
dµn(s, t),

existe para todo (z, w) ∈ (C \ R)2.

3. Las medidas con signo finitas

dρn(s, t) = kn
st√

1 + s2
√

1 + t2
dµn(s, t),

convergen débilmente a una medida con signo finita ρ en R2.

Mas aún, si 1,2 y 3 se cumplen, entonces la función ĺımite D tiene una representación integral
única

D(z, w) =

∫
R2

zw
√

1 + s2
√

1 + t2

(1− zs)(1− wt)
dρ(s, t),

y tenemos

R(z, w) = zRνγ1,σ1�
(z) + wRνγ2,σ2�

(w) +D(z, w).

En particular, el ĺımite R(z, w) se extiende anaĺıticamente a (C \ R)2

La demostración es extensa y puede encontrarse en [30].

Supongamos ahora que las sucesiones {µn} y {kn} cumplen la condición adicional

knRµn = Rνn , n ≥ 1,

para alguna medida de probabilidad νn en R2. Por ejemplo, esto ocurre para cualquier kn cuando
µn tiene soporte compacto, y tomamos νn como la convolución bi-libre de µn, kn-veces con ella
misma. En este caso tiene sentido investigar la convergencia de las medidas {νn}. Con el siguiente
corolario respondemos una parte de la pregunta central 5.0.1.
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Corolario 5.3.2 (Criterio de Convergencia) Consideremos todas las hipótesis del teorema 5.3.1.
La sucesión νn converge débilmente a una medida de probabilidad en R2 si y sólo si las convoluciones

libres de marginales [µ
(j)
n ]�kn y las medidas con signo ρn convergen débilmente en R y R2, respec-

tivamente. Mas aún, si νn ⇒ ν, [µ
(j)
n ]�kn ⇒ ν

γj ,σj
� , j = 1, 2 y ρn ⇒ ρ, entonces las marginales

ν(j) = ν
γj ,σj
� , j = 1, 2 y además,

Gν(z, w)
[
1−G√1+s2

√
1+t2dρ(1/Gν(1)(z), 1/Gν(2)(w))

]
= Gν(1)(z)Gν(2)(w),

para (z, w) ∈ (C \ R)2.

Demostración. Supongamos νn ⇒ ν para alguna medida ν en R2. Como ν
(j)
n = [µ

(j)
n ]�kn , por la

proposición 3.2.5, tenemos [µ
(j)
n ]�kn ⇒ ν(j), al tomar transformada R en el ĺımite y en la sucesión

y que la transformada R univariada es aditiva con la convolución �. Entonces el ĺımite ν(j) es
�-infinitamente divisible y µn ⇒ δ(0,0). La convergencia de las medidas ρn es entonces consecuen-
cia de la convergencia puntual Rνn → ν por el teorema 5.3.1. Rećıprocamente, supongamos la

convergencia débil de [µ
(j)
n ]�kn y {ρn}. La convergencia débil de las marginales implican que {νn}

es tensa, por tanto para la convergencia deseada (por resultados de la transformada R) sólo hay
que probar la convergencia puntual de Rνn , lo cual se sigue de que ρn converge débilmente (por el
teorema 5.3.1). Además como vimos antes la transformada R de un ĺımite ν tiene la representación
integral

Rν(z, w) = zRνγ1,σ1�
(z) + wRνγ2,σ2�

(w) +G√1+s2
√

1+t2dρ(1/z, 1/w),

para (z, w) ∈ (C \ R)2.
Continuamos con nuestra investigación de la caracterización de las leyes ĺımite. Sea R =

limn→∞ knRµn el ĺımite puntual del teorema 5.3.1. Entonces para cualquier enterom ≥ 2, la función
R/m es el ĺımite de bkn/mcRµn . En otras palabras, el ĺımite de knRµn se puede descomponer en
una suma de m funciones idénticas del mismo tipo. Esta propiedad del ĺımite R puede verse también
de su representación integral

R(z, w)/m = zR
ν
γ1/m,σ1/m

�
(z) + wR

ν
γ2/m,σ2/m

�
(w) +G√1+s2

√
1+t2dρ/m(1/z, 1/w),

donde la quintupla (γ1, γ2, σ1, σ2, ρ) de números y medidas nos la da el teorema 5.3.1. En el siguiente
teorema mostramos que todo ĺımite integral de esa forma es una transformada R bi-libre.

Teorema 5.3.3 [30, Teo. 3.6] Sean {µn} una sucesión de medidas de probabilidad y {kn} sucesión
en N, ambas satisfaciendo las hipótesis del teorema 5.3.1, y supongamos que R = limn→∞ knRµn
existe en un dominio Ω. Entonces existe una única medida de probabilidad ν en R2 tal que R = Rν
en Ω.

En la sección anterior definimos la divisibilidad infinita bi-libre para medidas con soporte com-
pacto. En base a los resultados anteriores eliminemos esa restricción.

Definición 5.3.4 Una transformada R bi-libre Rν en un dominio Ω se dice infinitamente divisible
si para cada m ∈ N existe una medida de probabilidad µm en R2 tal que Rν = mRµm en Ω. En
ese caso, la medida ν se dice infinitamente divisible bi-libre o ��-infinitamente divisible.
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5.4 Clases de distribuciones infinitamente divisibles

En esta sección presentaremos tres clases importantes de distribuciones infinitamente divisibles
bi-libres, las Leyes gaussianas, Poisson compuestas y una más trivial los productos de marginales
infinitamente divisibles.

5.4.1 Leyes gaussianas bi-libres

Sea (x1, x2) una variable de dos caras en un C∗-espacio de probabilidad no conmutativo (A, ϕ),
supongamos que la variable es autoadjunta, bipartita y tiene distribución ν de ĺımite central
(definidas en el caṕıtulo 2) con matriz de covarianzas

Ω =

(
a c
c b

)
,

donde a = ϕ(x2
1), b = ϕ(x2

2), c = ϕ(x1x2) = ϕ(x2x1), esa última igualdad pues el par es bi-
partito. Es fácil probar una desigualdad tipo Cauchy-Schwarz en los espacios de probabilidad no
conmutativos (es uno de los primeros resultados de [35]), por lo que |c|2 ≤ ab.

Por otro lado, sea ν2 la distribución ĺımite, en la notación del teorema 5.3.1, considerando
γ1 = γ2 = 0, y σ1 = aδ0, σ2 = bδ0 y ρ = cδ(0,0). En ese caso, Rνγ1,σ1�

(z) = az, Rνγ2,σ2�
(w) = bw y

D(z, w) = czw, y por tanto

Rν2(z, w) = az2 + bw2 + czw.

Pero también

R(a,b)(z, w) =
∑
m≥0
n≥0

m+n≥1

Rm,n(a, b)zmwn.

Aśı que concluimos de las dos expresiones que los cumulantes de ν2 de orden 1 y de orden ≥ 3
son cero y por tanto es una distribución de ĺımite central con matriz de covarianzas Ω. Como
la matriz de covarianzas determina de manera única a la distribución de ĺımite central entonces
ν2 = ν. Por lo que podemos concluir que una distribución es distribución de ĺımite central si y sólo
si es un ĺımite como el descrito en el párrafo anterior. Observe también que las marginales de ν
tienen transformada R libre de una semićırculo.

El criterio de convergencia del último corolario garantiza que la distribución ν tiene soporte
compacto y es absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue dsdt en R2, siempre
que |c| <

√
ab. El caso estándar a = b = 1, es el que corresponde al teorema de ĺımite central

bi-libre. Para el caso estándar, Huang y Wang obtienen en [30] una expresión, usando la fórmula
de inversión con la que iniciamos el caṕıtulo 3. Ellos obtienen para |c| < 1,

dν =
1− c2

2π2

√
4− s2

√
4− t2

2(1− c2)2 − c(1 + c2)st+ 2c2(s2 + t2)
dsdt, (5.2)

donde −2 ≤ s, t ≤ 2. Observemos que si las marginales son no correlacionadas es decir c = 0,
obtenemos ν = S ×S, la medida producto de dos leyes semićırculo estándar S. Por tal motivo, a la
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medida ν de la expresión 5.2 la llamamos distribución bisemicircular o bisemićırculo con coeficiente
de correlación c, y al caso c = 0 lo llamamos bisemićırculo estándar. El caso |c| = 1 corresponde a
una medida de probabilidad que no es llena, i.e, con soporte concentrado en una linea recta en el
plano. A continuación presentamos algunas gráficas de la densidad 5.2 para diferentes parámetros
c.

(a) Gráfica (b) Gráfica de contorno

Figura 5.1: Distribución bisemićırculo con c = −1/3

(a) Gráfica
(b) Gráfica de contorno

Figura 5.2: Distribución bisemićırculo con c = 1/2
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(a) Gráfica
(b) Gráfica de contorno

Figura 5.3: Distribución bisemićırculo con c = 0.999

(a) Gráfica (b) Gráfica de contorno

Figura 5.4: Distribución bisemićırculo estándar (c = 0)

Ahora consideremos c ∈ [−1, 1] y Z1, Z2 dos variables aleatorias independientes en el sentido
clásico e idénticamente distribuidas con distribución (1/2)δ−1 + (1/2)δ1, y sea µn la distribución
del vector aleatorio

(Xn, Yn) = (
√

(1 + c)/2nZ1 −
√

(1− c)/2nZ2,
√

(1 + c)/2nZ1 −
√

(1− c)/2nZ2),

y como el dominio de atracción de la distribución normal estándar coincide con el de S, la conver-
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gencia débil de marginales [µ
(j)
n ]�n ⇒ S se tiene para j = 1, 2. Por otro lado, el ĺımite puntual

D(z, w) = lim
n→∞

nE
[

zwXnYn
(1− zXn)(1− wYn)

]
= czw = Gcδ(0,0)(1/z, 1/w),

implica la convergencia débil ρn ⇒ cδ(0,0). Por lo que la distribución ĺımite es precisamente la
distribución bisemićırculo con parámetro c. El caso general para a, b se sigue de un argumento
parecido, re-escalando.

Podemos considerar una familia un poco más amplia, que corresponde a los ĺımites ν, obtenidos
al considerar en el teorema 5.3.1 γ1, γ2 arbitrarios, y σ1 = aδ0, σ2 = bδ0 y ρ = cδ(0,0). En ese caso,
Rνγ1,σ1�

(z) = γ1 + az, Rνγ2,σ2�
(w) = γ2 + bw y D(z, w) = czw, y por tanto

Rν(z, w) = γ1z + γ2w + az2 + bw2 + czw.

A esta clase ĺımite la llamamos distribuciones gaussianas bi-libres con media (γ1, γ2) y matriz
de covarianzas (

a c
c b

)
.

Obviamente las distribuciones bisemicirculares son distribuciones gaussianas bi-libres con media
(0, 0) y matriz de covarianzas de la forma (

1 c
c 1

)
,

Otra manera de obtener las distribuciones bisemicirculares es considerando el espacio de Fock
libre.
Sea H un espacio de Hilbert y consideremos en el C∗-espacio de probabilidad (B(F(H)), τH) las
variables a = l(f) + l∗(f) y b = r(g) + r∗(g), donde f, g ∈ H son tal que Im〈f, g〉 = 0. Por la
proposición 5.1.5, a, b conmutan y son �-infinitamente divisibles, además dedicamos un tiempo a
demostrar que los únicos cumulantes de (a, b) que no se anulan son

κµ2,0 = ‖f‖2, κµ0,2 = ‖g‖2, κµ1,1 = 〈f, g〉,

donde µ denota la distribución de (a, b). Entonces,

Rµ(z, w) = ‖f‖2z2 + 〈f, g〉zw + ‖g‖2w2,

y concluimos de la representación de Lévy-Hincin para medidas con soporte compacto que µ es
��-infinitamente divisible con ρ1 = ‖f‖2δ(0,0), ρ2 = ‖g‖2δ(0,0) y ρ1 = 〈f, g〉δ(0,0). Puede verse de
esto que la distribución de (a, b) es bisemicircular, en el caso en que ‖f‖ = ‖g‖ = 1, con parámetro
〈f, g〉, que por la desigualdad de Cauchy-Schwarz cumple las condiciones anteriores. Esto generaliza
lo ocurrido en el caso libre, en el cual sabemos que a, b son variables semicirculares.
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5.4.2 Leyes Poisson compuestas

Sea λ > 0 y (α, β) ∈ R2. Para N ∈ N, sea

µN = (1− λ

N
)δ(0,0) +

λ

N
δ(α,β),

y sean {(aN ;k, bN ;k)}Nk=1 variables de dos caras bipartitas, bi-libres, idénticamente distribuidas y
autoadjuntas con distribución µN en algún C∗-espacio de probabilidad no conmutativo (AN , ϕN ).
Nótese que para m,n ≥ 0, m+ n ≥ 1 tenemos

κm,n = N · ϕN (amN ;1b
n
N ;1) = N · λ

N
αmβn = λαmβn.

Entonces por el teorema 5.1.3 existe una variable de dos caras bipartita (a, b) en algún espacio

de probabilidad no conmutativa (A, ϕ) tal que los cumulantes bi-libres κ
(a,b)
m,n de (a, b) coinciden con

κm,n, y los momentos mixtos
∫
R2

smtn dµ��NN converge a ϕ(ambn) para m,n ≥ 0, N →∞. Sea

κπ(a, b) = κπ(a, ..., a︸ ︷︷ ︸
m veces

, b, ..., b︸ ︷︷ ︸
n veces

),

para π ∈ NC(m + n) y L = max{1, λ, |α|, |β|}. Entonces, usando la fórmula momento cumulante
y las desigualdades |κm,n| ≤ (L2)m+n y el hecho de que |NC(k)| = Ck ≤ 4k (donde Ck es el k-ésimo
número de Catalan), tenemos

|ϕ(ambn)| ≤
∑

π∈NC(m+n)

|κπ(a, b)| ≤ (L2)m+n · |NC(m+ n)| ≤ (4L2)m+n,

Y por tanto, la distribución del par (a, b) es alguna medida de probabilidad en el plano con
soporte compacto µ y κm,n = κµm,n. Finalmente, un simple cálculo muestra que

Rµ(z, w) =
∑

m,n≥0, m+n≥1

λ(αz)m(βw)n

= λz

[
α+

α2z

1− αz

]
+ λw

[
β +

β2w

1− βw

]
+

λαβzw

(1− αz)(1− βw)
,

y por la fórmula tipo Lévy-Hincin para medidas con soporte compacto concluimos que µ es ��-
infinitamente divisible con ρ1 = λs2δ(α,β), ρ2 = λt2δ(α,β) y ρ = λstδ(α,β). Observe también que la
función

R(z) = λ

[
α+

α2z

1− αz

]
,

es la transformada R (univariada) de la distribución de Poisson libre con tasa λ e intensidad de salto
α. Lo anterior motiva a que llamemos a µ la Distribución Poisson bi-libre con tasa λ e intensidad
de salto (α, β).

La idea ahora es generalizar lo anterior; sean λ > 0 un parámetro y µ 6= δ(0,0) una medida de
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probabilidad en R2. Consideremos,

µn = (1− λ

n
)δ(0,0) + (

λ

n
)µ, n ≥ 1.

Se puede ver que la convoluciones libres marginales [µ
(j)
n ]�n, donde µ

(j)
n = (1−λ/n)δ0+(λ/n)µ(j),

convergen débilmente a una ley poisson compuesta libre con par generador

γj = λ

∫
R

x

1 + x2
dµ(j)(x), dσj(x) =

λx2

1 + x2
dµ(j)(x),

y las medidas con signo ρn converge débilmente en R2 a

ρ =
λst√

1 + s2
√

1 + t2
dµ(s, t),

Entonces por el teorema 5.3.3 el ĺımite R = limn→∞ nRµn existe y tiene representación integral
R(z, w) = λ[(1/zw)Gµ(1/z, 1/w)− 1] o equivalentemente

R(z, w) = −λ+ λ

∫
R2

1

(1− zs)(1− wt)
dµ(s, t) z, w /∈ R,

la última integral es de hecho la transformada R bi-libre de una única distribución de probabilidad
νλ,µ, a tal distribución la llamamos ley Poisson compuesta bi-libre con tasa λ y saltos µ. Para
demostrar la existencia de νλ,µ, procedemos por método de truncamiento. Para cada m ∈ N,
sea fm una función continua con soporte compacto tal que 0 ≤ fm ≤ 1 y fm(s, t) = 1 para
(s, t) ∈ Km = {(s, t) : |s| ≤ m, |t| ≤ m} y fm es cero en el complemento R2 \ Km+1. Para m
suficientemente grande, introducimos el siguiente truncamiento

dµm = cmfmdµ,

donde la constante de normalización cm es elegida tal que µm(R2) = 1. Por el teorema de con-
vergencia dominada, cm → 1 y µm ⇒ µ en R2 cuando m → ∞. Nuestro corolario “criterio de
convergencia” nos provee una ley νλ,µm cuya transformada está dada por

Rνλ,µm (z, w) = λ[(1/zw)Gµm(1/z, 1/w)− 1], z, w ∈ R,

y por tanto la convergencia débil µm ⇒ µ implica que {Rνλ,µm}m∈N converge puntualmente a la
integral R y Rνλ,µm (−iy,−iv) → 0 uniformemente en m cuando y, v → 0+. Pero esto último
garantizan que las distribuciones νλ,µm convergen débilmente a una única distribución ĺımite νλ,µ
y R = Rνλ,µ . Obviamente, la distribución de Poisson bi-libre es un caso particular de esta clase, al
tomar µ = δ(α,β).

5.4.3 Producto de medidas infinitamente divisibles

Todas las medidas “deltas de dirac” son infinitamente divisibles bi-libres. Una manera menos
trivial de construir medidas infinitamente divisibles bi-libres es haciendo el producto de dos leyes
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�-infinitamente divisibles. Esto es muy sencillo de ver, ya que si (γ1, σ1), y (γ2, σ2) son pares
generadores entonces la fórmula de Lévy-Hincin unidimensional y nuestros resultados anteriores
implican que la medida producto

ν = νγ1,σ1� ⊗ νγ2,σ2� ,

en R2 tiene transformada R bi-libre

Rν(z, w) = z

γ1 +

∫
R

z + s

1− zs
dσ1(s)

+ w

γ2 +

∫
R

w + t

1− wt
dσ2(t)

 ,
para (z, w) ∈ (C \ R)2. Es obvio que Rν/m es la transformada R bi-libre de la correspondiente
medida producto

ν
γ1/m,σ1/m
� ⊗ νγ2/m,σ2/m� ,

para todo m ≥ 2.

5.5 Caracterizaciones importantes

Comenzamos esta sección con un teorema, que, junto con los resultados anteriores nos dan una
respuesta completa al problema central 5.0.1.

Teorema 5.5.1 (Caracterización tipo Hincin) [30, Teo. 3.9] Sea ν una medida de probabi-
lidad en R2, y sea Rν su transformada R definida en un dominio Ω. La ley ν es infinitamente
divisible bi-libre si y sólo si existen medidas de probabilidad µn en R2 y enteros positivos kn →∞,

tal que [µ
(j)
n ]�kn ⇒ ν(j), j = 1, 2 y Rν = limn→∞ knRµn en Ω.

Demostración. El “sólo si” es el resultado del teorema 5.3.1. Para el “si” debemos probar que el
ĺımite

Rν/m = lim
n→∞

[kn/m]Rµn ,

es una transformada R bi-libre, pero eso es consecuencia del teorema 5.3.3.
En probabilidad libre, toda distribución infinitamente divisible es ĺımite de distribuciones Pois-

son compuestas. Ese resultado es útil, y la prueba del teorema 5.3.3 nos hace pensar que ese
resultado también es cierto en probabilidad bi-libre, para demostrarlo necesitamos un lema.

Lema 5.5.2 Sean τ y τ ′ dos medidas de Borel finitas positivas en R2 que satisfacen

t2

1 + t2
dτ(s, t) =

t2

1 + t2
dτ ′(s, t),

en la σ-álgebra de R2 y tienen las mismas marginales

τ ◦ π−1
1 = τ ′ ◦ π−1

1 ,

con respecto a la proyección π1(s, t) = s. Entonces τ = τ ′.
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Demostración. Es suficiente probar el resultado para todo rectángulo abierto E = I×(a, b), donde
I, (a, b) intervalos (no necesariamente acotados en R) y de hecho si a > 0 o b < 0, es inmediato.
Si a = 0, por la continuidad de τ y τ ′ tenemos τ(E) = limε→0+ τ(I × (ε, b)) = limε→0+ τ

′(I ×
(ε, b)) = τ ′(E). Similarmente si b = 0. Por otro lado, de la hipótesis de las marginales tenemos
τ((a, b)×R) = τ ′((a, b)×R) y por tanto se tiene el caso (a, b) = (0,∞) y (a, b) = (−∞, 0), y vemos
que τ((a, b)×{0}) = τ ′((a, b)×{0}). En general, si c < 0 < d aplicando lo anterior a los conjuntos
(a, b)× (0, d), (a, b)× {0} y (a, b)× (c, 0) se tiene el resultado.

Teorema 5.5.3 (Convergencia de leyes Poisson) [30, Prop. 3.11] Sea ν una medida de pro-
babilidad en R2. Entonces ν es infinitamente divisible bi-libre si y sólo si existen medidas µn en
R2 y enteros positivos kn → ∞ tal que las leyes Poisson compuestas bi-libres νkn,µn convergen
débilmente a la medida ν.

Demostración. La aproximación Poisson νkn,µn ⇒ ν se tiene para una subsucesión de enteros
siempre y cuando se tengan las convergencias débiles

kns
2

1 + s2
dµn(s, t)⇒ τ1,

knt
2

1 + t2
dµn(s, t)⇒ τ2,

y

knst√
1 + s2

√
1 + t2

dµn(s, t)⇒ ρ,

sobre la misma subsucesión. Es fácil verificar que los ĺımites débiles τ1 y ρ deben satisfacer

t√
1 + t2

dτ1(s, t) =
s√

1 + s2
dρ(s, t),

en R2. De hecho las hipótesis del lema anterior se satisfacen para cualquier ĺımite débil τ y τ ′ de
la sucesión kns

2/(1 + s2)dµn, por lo que τ = τ ′. Similarmente para τ2. De hecho las convergencias
débiles se tienen sin pasar a las subsucesiones, tal como la aproximación de Poisson a ν.

Otras caracterizaciones importantes involucran semigrupos aditivos, pero eso lo discutiremos
en la siguiente sección. También definimos la convolución bi-libre para medidas con soporte no
necesariamente compacto, pero infinitamente divisibles.

5.6 Procesos de Lévy y semigrupos

Recordemos que la forma integral de la transformada R de una medida ν ∈ BID (medidas infini-
tamente divisibles bi-libres) está dada por

Rν(z, w) = zRνγ1,σ1�
(z) + wRνγ2,σ2�

(w) +G√1+s2
√

1+t2dρ(1/z, 1/w),

donde ν
γj ,σj
� , j = 1, 2 y ρ son las leyes ĺımites del teorema 5.3.1. La quintupla Γ (ν) = (γ1, γ2, σ1, σ2, ρ)

es única para cada medida infinitamente divisible bi-libre y es independiente de las sucesiones
{µn}, {kn}, que usemos para obtenerla. Al ser ĺımites, tales quintuplas son cerradas bajo suma
y multiplicación por escalar real componente a componente. Esto implica que la convolución bi-
libre �� se puede extender de medidas con soporte compacto a medidas infinitamente divisibles
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bi-libres; Para cada ν1, ν2 ∈ BID, su convolución bi-libre ν1 ��ν2 se puede definir como la única
distribución infinitamente divisible bi-libre tal que

Γ (ν1 ��ν2) = Γ (ν1) + Γ (ν2),

Pongamos esto en la siguiente proposición, de una manera más formal.

Proposición 5.6.1 (Convolución bi-libre aditiva generalizada) Existe una operación bina-
ria asociativa y conmutativa �� : BID×BID → BID, tal que para cada ν1, ν2 ∈ BID, la relación

Rν1��ν2 = Rν1 +Rν2 ,

se tiene en (C \ R)2.

Además, la aplicación Γ es inyectiva y débilmente continua, es decir, si Γ (νn) = (γ1n, γ2n, σ1n, σ2n, ρn)
y Γ (ν) = (γ1, γ2, σ1, σ2, ρ), entonces νn ⇒ ν implica que γjn → γj , σjn ⇒ σj y ρn ⇒ ρ, cuando
n → ∞, para j = 1, 2. Sin embargo, la aplicación Γ no es sobreyectiva y su rango será estudiado
más adelante.

Dada una medida ν ∈ BID, hemos visto que para cada t > 0, existe una única ley νt ∈ BID
tal que

Rνt = lim
n→∞

[tkn]Rµn = tRν ,

en (C \ R)2, donde Rν = limn→∞ knRµn para algunos {µn}, {kn} (como ya mencionamos la
construcción de νt es independiente de esa elección). Fijando ν0 = δ(0,0), tenemos

Γ (νt) = tΓ (ν),

y la familia resultante {νt}t≥0 forma un semigrupo débilmente continuo de medidas de probabilidad
en R2 bajo la convolución bi-libre (generalizada) �� en el sentido que

νs+t = νs ��νt, s, t ≥ 0,

y νt ⇒ ν0 = δ(0,0) cuando t → 0+. Rećıprocamente, si {νt}t≥0 es un ��-semigrupo débilmente
continuo de medidas de probabilidad en R2, entonces cada νt es infinitamente divisible bi-libre. En
particular, la ley ν1 pertenece a la clase BID y genera al proceso {νt}t≥0 en términos de la trans-
formada R bi-libre. Ponemos todo esto en la siguiente proposición, que nos da una caracterización
más, aunque la demostración formal la haremos cuando definamos Procesos de Lévy bi-libres.

Proposición 5.6.2 (Propiedad de Incrustación) Sea ν medida de probabilidad en R2. En-
tonces ν ∈ BID si y sólo si existe un ��-semigrupo débilmente continuo {νt}t≥0 de medidas de
probabilidad en R2, que satisface ν1 = ν y Rνt = tRν en (C \ R)2.

Notemos que las marginales {ν(j)
t }t≥0 de un ��-semigrupo {νt}t≥0 forman también un semi-

grupo continuo respecto a la convolución libre en R, y se tiene que

R
ν
(j)
t

(z) = tRν(j)(z), Im(z) 6= 0,
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para las transformadas R unidimensionales. El análisis armónico libre que hacen en [14] muestra

que la dinámica del proceso {ν(j)
t }t≥0 está gobernada por las ecuaciones diferenciales parciales

complejas tipo Burgers

∂tGν(j)t
(z) +R

ν
(j)
t

(G
ν
(j)
t

(z))∂zGν(j)t
(z) = 0,

en el plano superior, para t ≥ 0, donde la derivada respecto al tiempo de G
ν
(j)
t

(z) en t = 0 es igual

a la transformada R unidimensional Rν(j)(z). Definamos ahora los procesos de Lévy bi-libres.

Definición 5.6.3 Un Proceso de Lévy bi-libre (Zt)t≥0 es una familia de variables de dos caras
bipartitas y autoadjuntas en algún C∗-espacio (común) de probabilidad no conmutativo, esto es,
Zt = (Xt, Yt), donde Xt = X∗t , Yt = Y ∗t , y [Xt, Yt] = 0, con las siguientes propiedades

i) Z0 = (0, 0).

ii) Para cualquier 0 ≤ t0 < t1 < · · · < tn, los incrementos

Zt0 , Zt1 − Zt0 , Zt2 − Zt1 , ..., Ztn − Ztn−1 ,

son bi-libres, donde Zt − Zs = (Xt −Xs, Yt − Ys).

iii) Para s, t ≥ 0, la distribución de Zs+t − Zs depende sólo de t.

iv) La distribución de Zt tiende a δ(0,0) débilmente cuando t→ 0+.

Análogo al caso libre, tenemos la siguiente relación entre procesos de Lévy bi-libres y distribuciones
��-infinitamente divisibles.

Teorema 5.6.4 [25, Teo. 4.2]

1. Sea (Zt)t≥0 un proceso de Lévy bi-libre, y sea µt la distribución de Zt, t ≥ 0. Entonces,
µ1 es ��-infinitamente divisible, y para cada T > 0, las distribuciones (µt)0≥t≥T tienen
soportes uniformemente acotados. Mas aún, la familia (µt)t≥0 satisface la propiedad aditiva
del semigrupo bi-libre

µs ��µt = µs+t, s, t ≥ 0,

y para cada t ≥ 0, la identidad

Rµt(z, w) = tRµ1(z, w),

se tiene en una vecindad de (0, 0).

2. Para cada medida con soporte compacto en el plano µ ∈ BID, existe un proceso de Lévy
bi-libre (Zt)t≥0 tal que la distribución de Z1 es igual a µ.

Demostración. Probemos la segunda afirmación. Sean f, g ∈ H, espacio de Hilbert, y los opera-
dores

a = l(f) + l∗(f) + Λl(T1) + κµ1,0,

b = r(g) + r∗(g) + Λr(T2) + κµ0,1,



Procesos de Lévy 93

en B(H). Sean K = L2(R+, dx)⊗H. Para cada conjunto de Borel I en R+, denotemos por χI la
función = 1 en I y = 0 en otro caso, y MI el operador multiplicación por χI en B(L2(R+, dx)).
Además sea

fI = χI ⊗ f, gI = χI ⊗ g, AI = MI ⊗ T1, y BI = MI ⊗ T2.

Consideremos ahora la familia (Zt)t≥0 = ((Xt, Yt))t≥0, donde

Xt = l(f[0,t]) + l∗(f[0,t]) + Λl(A[0,t]) + t · κµ1,0,
Yt = r(g[0,t]) + r∗(g[0,t]) + Λr(B[0,t]) + t · κµ0,1,

son variables aleatorias autoadjuntas que conmutan en el C∗-espacio de probabilidad no conmu-
tativo (B(F(K)), τK). Claramente la primera y segunda condición de la definición de procesos de
Lévy se cumplen para la familia (Zt)t≥0, ya que {L2((tj , tj+1], dx) ⊗ H}0≤j≤n−1 son espacios de
Hilbert ortogonales. Además los cumulantes bi-libres de Zs+t − Zs están dados por

κm,n = 〈(M(s,s+t] ⊗ T1)m−1(χ(s,s+t] ⊗ f), (M(s,s+t] ⊗ T2)n−1(χ(s,s+t] ⊗ g)〉
= 〈χ(s,s+t] ⊗ Tm−1

1 f, χ(s,s+t] ⊗ Tn−1
2 g〉

= t〈Tm−1
1 f, Tn−1

2 g〉 = tκZ1
m,n,

para m,n ≥ 1, donde κZ1
m,n denota los cumulantes bi-libres de Z1, y

κm,0 = 〈(M(s,s+t] ⊗ T1)m−2(χ(s,s+t] ⊗ f), (χ(s,s+t] ⊗ f)〉
〈χ(s,s+t] ⊗ Tm−2

1 f, χ(s,s+t] ⊗ f〉 = tκZ1
m,0,

para m ≥ 0. Similarmente, tenemos κ0,n = tκZ1
0,n, para n ≥ 2. Y κ1,0 = tκZ1

1,0. Y como los cu-
mulantes de Zs+t − Zs dependen sólo de t, entonces también la distribución de Zs+t − Zs, y se
tiene la tercera afirmación. Notemos que eso demuestra también que los cumulantes bi-libres de Z1

coinciden con los de µ. Para finalizar la prueba, falta demostrar que µt ⇒ δ(0,0) cuando t→ 0+. Y
como sup0≤t≤1{‖Xt‖, ‖Yt‖} < ∞, sólo hay que probar que los momentos mixtos de µt convergen
a 0, cuando t → 0+, pues los soportes de µt son uniformemente acotados. Usando el hecho que
κZtm,n = tκZ1

m,n → 0, cuando t→ 0+, de donde se tiene el resultado.

Probemos ahora la primera afirmación, sea (Zt)t≥0 un proceso de Lévy bi-libre con distribuciones
(µt)t≥0. Entonces tenemos Zs−Z0 y Zs+t−Zs son bi-libres y Zt+s = (Zs−Z0)+(Zs+t−Zs). Esto
muestra que µs��µt = µs+t para s, t ≥ 0. Por la propiedad de semigrupo, µ1 es ��-infinitamente
divisible y por la afirmación que probamos antes existe un semigrupo aditivo bi-libre (νt)t≥0tal que
ν1 = µ, νt ⇒ δ(0,0) cuando t→ 0+, y Rνt = tRµ1 . Por la propiedad de semigrupo tenemos

µ1/q �� · · ·��µ1/q︸ ︷︷ ︸
q veces

= ν1/q �� · · ·��ν1/q︸ ︷︷ ︸
q veces

,

para todo q ∈ N; aśı, qκ
µ1/q
m,n = qκ

ν1/q
m,n para todo m,n ≥ 0, m + n ≥ 1 por la aditividad de los

cumulantes bi-libres, y el hecho de que los cumulantes bi-libres mixtos se anulan. Esto muestra que
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µ1/q = ν1/q para todo q ∈ N y aśı

µp/q = µ1/q �� · · ·��µ1/q︸ ︷︷ ︸
p veces

= ν1/q �� · · ·��ν1/q︸ ︷︷ ︸
p veces

= νp/q,

para todo p/q ∈ Q ∩ [0,∞). Por la propiedad de semigrupo de nuevo, la continuidad en 0 implica
la continuidad en cualquier t, por lo que µt = νt para todo t ≥ 0. Entonces Rµt = tRµ1 , como se
queŕıa.

Terminamos mencionando que en el art́ıculo de Gu, Huang y Mingo [25], hacen la prueba del
siguiente teorema, utilizando compresiones (pAp, ϕpAp), tal como en el libro [35].

Teorema 5.6.5 [25, Teo. 5.3] Sea µ una medida de probabilidad con soporte compacto en R2;
entonces, existe un semigrupo aditivo (µt)t≥1 de medidas de probabilidad con soporte compacto en
R2 tal que µ1 = µ y µs � �µt = µs+t para todo s, t ≥ 1 y la aplicación t 7→ µt es continuo con
respecto a la topoloǵıa débil-∗ en las medidas de probabilidad en el plano.

5.6.1 Representación de Lévy-Hincin: caso general

Empecemos asumiendo que ν es una medida con soporte compacto, y por tanto su transformada R
Rν puede escribirse como una serie de potencias absolutamente convergente con coeficientes reales

Rν(z, w) =
∑
m,n≥0

κm,nz
mwn,

en algún disco Ω = {(z, w) ∈ C2 : |z|, |w| < r}. Nótese que como κ0,0 = 0, zRν(1)(z) = Rν(z, 0) y
wRν(2)(w) = Rν(0, w), entonces Rν(1) y Rν(2) también tienen una expresión convergente en series
de potencias y son uniformemente acotadas en Ω y aśı, la propiedad de semigrupo muestra que
R
ν
(j)
t
, j = 1, 2 y Rνt tienden a cero uniformemente en Ω cuando t → 0+. Por tanto existe t0 > 0

tal que la identidad

G(t,K
(1)
t (z),K

(2)
t (w)) =

zw

1 + tzR(1)
1 (z) + twR(2)

1 (w)− tRµ(z, w)
,

se cumple para 0 ≤ t ≤ t0 y (z, w) ∈ Ω∗ = Ω \ {(0, 0)}, donde G(t, z, w) es notación de lo siguiente

G(t, z, w) = Gνt(z, w), K
(1)
t (z) = tRν(1)(z) + 1/z, K

(2)
t (w) = tRν(2)(w) + 1/w,

entonces la función G(t,K
(1)
t (z),K

(2)
t (w)) es una función C1 en t y es holomorfa en (z, w) en el

conjunto abierto (0, t0)× Ω∗. Y tenemos la expresión

∂tG(t,K
(1)
t (z),K

(2)
t (w)) = −Rν(1)(z)∂zG(t,K

(1)
t (z),K

(2)
t (w))

−Rν(2)(w)∂wG(t,K
(1)
t (z),K

(2)
t (w)) +

zw(Rν(z, w)− zRν(1)(z)− wRν(2)(w))

(1 + tzRν(1)(z) + twRν(2)(w)− tRν(z, w))2
,
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y también tenemos el ĺımite νt ⇒ δ(0,0), aśı que

lim
t→0+

∂zG(t,K
(1)
t (z),K

(2)
t (w)) = lim

t→0+

∫
R2

−1

(K
(1)
t (z)− x)2(K

(2)
t − y)

dνt(x, y) = −z2w,

y

lim
t→0+

∂wG(t,K
(1)
t (z),K

(2)
t (w)) = −zw2,

usando el teorema del valor medio, para cada (z, w) ∈ Ω∗ la función

t 7→ G(t,K
(1)
t (z),K

(2)
t (w)),

también es diferenciable por la derecha en t = 0, tomando también en cuenta que limt→0+ K
(j)
t (λ) =

1/λ, j = 1, 2 tenemos el siguiente resultado.

Proposición 5.6.6 La derivada por la derecha

lim
t→0+

G(t, 1/z, 1/w)−G(0, 1/z, 1/w)

t
= zwRν(z, w),

para (z, w) ∈ Ω∗.

Presentamos ahora (de nuevo), la fórmula de Lévy-Hincin para medidas con soporte compacto.

Teorema 5.6.7 (Fórmula de Lévy-Hincin para medidas con soporte compacto) [30, Teo.
4.2] Sea ν una medida con soporte compacto en BID, y sea {νt}t≥0 el ��-semigrupo generado por
ν. Entonces existe una tripleta única (ρ1, ρ2, ρ), donde ρ1, ρ2 medidas de Borel positivas con soporte
compacto y ρ medida de Borel con signo con soporte compacto en R2 tal que

i) Las convergencias débiles

s2

ε
dνε(s, t)⇒ ρ1,

t2

ε
dνε(s, t)⇒ ρ2,

st

ε
dνε(s, t)⇒ ρ,

en R2 y los ĺımites

1

ε

∫
R2

sdνε(s, t)→ κ1,0 y
1

ε

∫
R2

tdνε(s, t)→ κ0,1,

se cumplen simultáneamente cuando ε→ 0+.

ii) Tenemos

Rν(z, w) = κ1,0z + κ0,1w +

∫
R2

z2

1− zs
dρ1(s, t) +

∫
R2

w2

1− wt
dρ2(s, t)

+

∫
R2

zw

(1− zs)(1− wt)
dρ(s, t),
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para (z, w) ∈ (C \ R)2 ∪ {(0, 0)}.

iii) La masa total ρj(R2) es igual a la varianza de la marginal ν(j), j = 1, 2, el número ρ(R2) es
la covarianza de ν, y las medidas ρ1, ρ2 y ρ satisfacen

tdρ1 = sdρ, sdρ2 = tdρ,

|ρ({(0, 0)})|2 ≤ ρ1({(0, 0)})ρ2({(0, 0)}).

Demostración. Tenemos la igualdad

zwRν(z, w) = lim
ε→0+

(1/ε)[G(ε, 1/z, 1/w)−G(0, 1/z, 1/w)]

= lim
ε→0+

1

ε

∫
R2

zw

(1− zs)(1− wt)
dνε(s, t)− zw


= zw

 lim
ε→0+

1

ε

∫
R2

(
zs

1− zs
+

wt

1− wt
+

zwst

(1− zs)(1− wt)

)
dνε(s, t)

 ,
en un bidisco Ω, el integrando es igual a cero para (z, w) = (0, 0). Haciendo w = 0 tenemos

Rν(1)(z) = (1/z)Rν(z, 0) = lim
ε→0+

1

ε

∫
R2

s

1− zs
dνε(s, t),

y tomando la parte imaginaria.

lim
ε→0+

∫
R2

Im(z)

|1− zs|2
s2

ε
dνε(s, t) = Im(Rν(1)(z)), |z| < r.

Esto muestra que la familia {(1/ε)s2dνε : 0 < ε ≤ t0} es uniformemente acotada en la norma de
la variación total. De manera similar,

Rν(1)(z) = lim
ε→0+

1

ε

∫
R2

t

1− wt
dνε(s, t)

κ0,1 = lim
ε→0+

1

ε

∫
R2

t dνε(s, t),

Y el conjunto {(1/ε)t2dνε : 0 < ε ≤ t0} es acotado en la norma de la variación total. Además
por la desigualdad de Cauchy-Schwarz el conjunto {(1/ε)stdνε : 0 < ε ≤ t0} también es acotado,
aśı que se tiene la existencia de las leyes ĺımite ρ1, ρ2 y ρ, ya que la familia {νε : 0 ≤ ε ≤ t0} es
tensa y tiene soporte uniformemente acotado. Por lo anterior tenemos

lim
ε→0+

∫
R2

zw

(1− zs)(1− wt)
st

ε
dνε(s, t) = Rν(z, w)− zRν(1)(z)− wRν(2)(w),
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Para (z, w) ∈ Ω. De donde se obtiene la unicidad de ρ y el hecho de que ρ(R2) = κ1,1 (covarianza
de ν). La unicidad de ρ1, ρ2 también se tiene y las igualdades son evidentes.

Presentamos ahora el resultado principal de esta subsección, que tiene más ventajas que el teo-
rema anterior, pues el soporte compacto no es necesario y nos provee una completa parametrización
de la clase BID, y la prueba puede verse en [30].

Teorema 5.6.8 (Representación de Lévy-Hincin bi-libre: Caso general) [30, Teo. 4.3]
Sea R una función holomorfa definida en el dominio producto Ω = (∆ ∪∆)× (∆ ∪∆) asociada a
algún ángulo de Stolz ∆. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes

1. Existe una ley ν ∈ BID tal que R = Rν en Ω.

2. Existen γ1, γ2 ∈ R, dos medidas de Borel finitas positivas ρ1 y ρ2 en R2, y una medida de Borel
con signo finita ρ en R2 tal que

t/
√

1 + t2dρ1 = s/
√

1 + s2dρ,

s/
√

1 + s2dρ2 = t/
√

1 + t2dρ,

|ρ({(0, 0)})|2 ≤ ρ1({(0, 0)})ρ2({(0, 0)}),

y la función R se extiende anaĺıticamente a (C \ R)2, v́ıa la fórmula

R(z, w) = γ1z + γ2w +

∫
R2

z2 + zs

1− zs
dρ1(s, t) +

∫
R2

w2 + wt

1− wt
dρ2(s, t) +

∫
R2

zw
√

1 + s2
√

1 + t2

(1− zs)(1− wt)
dρ(s, t).

En este caso, la quintupla (γ1, γ2, ρ1, ρ2, ρ) es única, y se tienen las leyes marginales ν(j) =

ν
γj ,ρ

(j)
j

� , j = 1, 2.

El caso ν soporte compacto se sigue del teorema anterior al hacer el cambio de variable dρ′1 =
(1 + s2)dρ1, dρ′2 = (1 + t2)dρ2, dρ

′ =
√

1 + s2
√

1 + t2dρ y

a1 = γ1 +

∫
R2

sdρ1(s, t), a2 = γ2 +

∫
R2

tdρ2(s, t),

y la prueba del teorema (que podemos ver en [30]) anterior nos brinda una última caracterización
de las distribuciones infinitamente divisibles bi-libres.

Corolario 5.6.9 ν ∈ BID si y sólo si ν = µ1 � �µ2 � �µ3, donde µ1 es alguna distribución
gaussiana bi-libre, µ2 es una medida producto de distribuciones infinitamente divisibles libres y µ3

es una distribución Poisson compuesta bi-libre.

5.7 Caso general: no bipartito

Desde que iniciamos el caṕıtulo 3, y hasta antes de esta sección no hab́ıamos hablado de variables
de dos caras generales, pues la definición de las transformadas bi-libres (R,S, T ) la hicimos para
un tipo especial de variables de dos caras, variables cuya relación algebraica entre las variables
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izquierdas y derechas asegura que todos los momentos pueden ser calculados de los momentos de
dos bandas (ϕ(LR)), y demostramos que los sistemas con rango ≤ 1 de conmutación (incluyendo,
por supuesto las bipartitas) cumpĺıan esa condición. El presente caṕıtulo abordó la teoŕıa de di-
visibilidad infinita bi-libre, pero considerando el caso bipartito; esto con el fin de usar todos los
resultados de nuestro caṕıtulo combinatorio y anaĺıtico, sin embargo, en el caso general (sin suponer
nada en las variables de dos caras) también podemos asegurar algunas cosas, y el objetivo de esta
sección es presentar los avances de la divisibilidad infinita en el caso general, y aunque no podremos
usar los resultados del caṕıtulo anaĺıtico, se tienen teoremas ĺımite interesantes y procesos de Lévy.
A continuación presentamos algunas definiciones y teoremas, cuyas demostraciones pueden encon-
trarse en [24], para el caso no bipartito.

Sea (A, ϕ) un espacio de probabilidad no conmutativo y para cada N ∈ N sea

{(al,N,1, ar,N,1), (al,N,2, ar,N,2), ..., (al,N,N , ar,N,N )},

una sucesión de variables de dos caras en A, definamos Sh,N =
N∑
i=1

ah,N,i, h ∈ {l, r} y SN =

(Sl,N , SrN ).

Teorema 5.7.1 [24, Teo. 2.3] La sucesión de variables de dos caras {SN : N ≥ 1} converge en
distribución a una variable de dos caras b = (bl, br) en un espacio de probabilidad no conmutativo
(B, φ), cuando N →∞ si y sólo si para cada n ≥ 1 y χ : {1, 2, ..., n} → {l, r} el ĺımite

lim
N→∞

Nϕ(aχ(1),N,1aχ(2),N,1 · · · aχ(n),N,1),

existe. Mas aún si el ĺımite existe entonces la distribución conjunta del par ĺımite b = (bl, br) está
determinada en términos de los cumulantes bi-libres

κχ(b) = κχ,1n(bχ(1), bχ(2), ..., bχ(n)) = lim
N→∞

Nϕ(aχ(1),N,1aχ(2),N,1 · · · aχ(n),N,1),

para χ : {1, 2, ..., n} → {l, r}.

Corolario 5.7.2 (teorema de ĺımite central bi-libre) Sea z(n) = ((z
(n)
i )i∈I , (z

(n)
j )i∈J), n ∈ N

una familia bi-libre de variables de dos caras idénticamente distribuidas en (A, ϕ) tal que ϕ(z
(n)
k ) =

0,∀k ∈ I
∐
J y n ∈ N. Sea SN,k =

1√
N

N∑
n=1

z
(n)
k , para k ∈ I

∐
J,N ∈ N y SN = ((SN,i)i∈I , (SN,j)j∈J)

entonces SN
distr→ b, donde b es una variable de dos caras en un espacio de probabilidad no conmu-

tativo (B, φ) que tiene distribución gaussiana bi-libre centrada, tal que κ(bkbl) = ϕ(z
(n)
k z

(n)
l ) para

k, l ∈ I
∐
J y n ∈ N.

Demostración. Usando el teorema anterior

κk,1n(b) = lim
N→∞

Nϕ

z(m)
k(1)√
N

z
(m)
k(2)√
N
· · ·

z
(m)
k(n)√
N


= lim

N→∞

N

Nn/2
ϕ(z

(m)
k(1)z

(m)
k(2) · · · z

(m)
k(n)) = δn,2ϕ(z

(m)
k(1)z

(m)
k(2) · · · z

(m)
k(n)).
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Definición 5.7.3 Una variable de dos caras a = (al, ar) autoadjunta en un C∗-espacio de probabi-
lidad no conmutativo (A, ϕ) tiene distribución infinitamente divisible si para cada N ∈ N, existe una
sucesión bi-libre de variables de dos caras idénticamente distribuidas {(al,N,i, ar,N,i) : i = 1, 2, ..., N}
autoadjuntas en un C∗-espacio de probabilidad no conmutativo (AN , ϕN ) tal que

SN = (Sl,N , Sr,N ) = (

N∑
i=1

al,N,i,

N∑
i=1

ar,N,i),

en (AN , ϕN ) tiene la misma distribución que a = (al, ar) en (A, ϕ).

Ahora el teorema principal de la sección.

Teorema 5.7.4 [24, Teo. 3.7] Sea a = (al, ar) una variable de dos caras autoadjunta en un
C∗-espacio de probabilidad (A, ϕ). Los siguientes enunciados son equivalentes.

1) a tiene distribución infinitamente divisible.

2) El conjunto de cumulantes {κχ(a) : χ : {1, 2, ..., n} → {l, r}, n ≥ 1} es condicionalmente
positivo definido y condicionalmente acotado.

3) Para cada N ∈ N, existe una familia bi-libre {(al,N,i, ar,N,i)} de variables de dos caras que
también son idénticamente distribuidas y autoadjuntas en un C∗-espacio de probabilidad no
conmutativo (AN , ϕN ), tal que

κχ(a) = lim
N→∞

NϕN (aχ(1),N,iaχ(2),N,i · · · aχ(n),N,i), ∀χ : {1, 2, ..., n} → {l, r}, k ≥ 1,

donde 1 ≥ i ≥ N .

Como dijimos antes, también podemos definir procesos de Lévy para variables no bipartitas.

Definición 5.7.5 Una familia {at = (al,t, ar,t) : t ≥ 0} de variables de dos caras autoadjuntas en
un C∗-espacio de probabilidad (A, φ) es un Proceso de Lévy bi-libre si se satisfacen las siguientes
condiciones.

1. a0 = (0, 0).

2. Si 0 ≤ t1 < ... < tn entonces at2 − at1 , ..., atn − atn−1 son bi-libres, donde at − as = (al,t −
al,s, ar,t − ar,s).

3. Para 0 < s < t, la distribución de at − as depende sólo de t-s.

4. La distribución µt de at converge a 0, cuando t→ 0+.

Y el último teorema, que nos relaciona las distribuciones infinitamente divisibles con los procesos
de Lévy.

Teorema 5.7.6 1. Sea {at = (al,t, ar,t) : t ≥ 0} un proceso de Lévy bi-libre. Entonces a1 tiene
distribución infinitamente divisible bi-libre.

2. Si a = (al, ar) tiene distribución infinitamente divisible bi-libre, entonces existe un proceso de
Lévy bi-libre {bt = (bl,t, br,t) : t ≥ 0} en un C∗-espacio de probabilidad (B,Φ) talque a y b1
tienen la misma distribución.
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