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Introduccion

El presente trabajo fue desarrollado durante el XIX Verano de la Investi-

gacion Cientifica edicién 2009 bajo la direccién del Dr. Victor Manuel Pérez
Abreu Carrion. Este trabajo tiene como objetivo mostrar una vinculacion entre
la teoria de las matrices aleatorias y la comunicacion inaldmbrica. El teorema
central sobre el cual gira este trabajo es el Teorema de Marchenko-Pastur, un
resultado primordial en la Teoria de Matrices Aleatorias, el cual es usado para
calcular diversas medidas de desempeno de sistemas inaldmbricos.
Principalmente se estudian dos sistemas. El primero de estos sistemas es el Es-
pectro Ensanchado por Secuencia Directa. Se describe a detalle este sistema y
mostramos como la aplicacién del Teorema de Marchenko-Pastur es natural.
El segundo sistema es un sistema monousuario con multiples antenas de trans-
misin y multiples antenas de recepcién. Se usa sin demostrar el Teorema 2.1
el cual nos da una formula para la capacidad de un canal Gaussiano con aten-
uacion de Rayleigh. Omitimos la prueba de este teorema dado que involucra
elementos de teoria de la informacién que se escapan del propédsito de este re-
sumen. A partir de dicha formula se derivan expresiones utiles para el cédlculo
de la capacidad asintética del canal, la cual se calculard mediante el Teorema
de Marchenko-Pastur.
Si bien para entender el material aqui expuesto no es necesario que el lector
conozca detalladamente que es la capacidad de un canal o ciertos elementos
propios de la teoria de informacién, si recomendamos al lector entusiasmado
leer primero a manera de lectura informativa el articulo de Shannon [4]. No es
necesario leer todo el articulo, basta con leer lo referente a sistemas discretos
para formarse una buena intuicién de lo que esta sucediendo.

Mario Alberto Diaz Torres






Capitulo 1

Deteccion Multiusuario.

1.1. Introduccion

Este capitulo presenta desde un punto de vista intuitivo la mayoria de las
ideas necesarias para modelar el sistema de comunicaciones en cuestiéon. Asumi-
mos que el lector no es un experto en sistemas de comunicaciones, por lo cual
describiremos con tanto detalle como sea posible algunos elementos relativos
a las comunicaciones inalambricas. Los cédlculos se hardn con relativo detalle,
sobre todo aquellos que jueguen un papel fundamental en la aplicacién de la
teoria de matrices aleatorias.

1.2. Senales Inalambricas

Podemos pensar en una senal inaldmbrica como una funcién g(z,y, z,t) € R
que viaja por el espacio a través del tiempo, y que de alguna manera puede
ser vista por alguien (un receptor), dicho alguien estard en una posicién fija
del espacio en lo que resta de este resumen, lo cual nos permite eliminar los
parametros x, y v z de la funciéon g, dejando a g simplemente en funcién del
tiempo t. Cuando mas de una sefial inaldmbrica viaja en el espacio un receptor
puede ver a todas las senales, sin embargo, no las verda de manera separada, sino
de una manera conjunta. O sea, si {g;(¢)}"_; son las senales que viajan por el
espacio, entonces el receptor observard la siguiente senial o funcién

y(t) = Z gi(t) + on(t),

donde n(t) es el ruido introducido por el canal o medio de transmisién. Para
esta exposicién consideraremos que el ruido n(t) es Gaussiano de media cero y
varianza uno para cada tiempo ¢, ademés E[n(t)n(s)] =d(t —s)Vt, s € R.
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1.3. Decodificadores

Una vez que la funcién y(t) es vista en el receptor, entonces se procede a
separar la informacion procedente de las diversas fuentes. Sin embargo, esto no
es trivial, ya que imaginemos la situacion hipotética en la cual g1 (t) = sen(t) y
g2(t) = —sen(t), si solo estas dos funciones o usuarios estuvieran transmitiendo,
entonces el receptor observarfa solamente y(t) = on(t), lo cual claramente no
nos producird ninguna informacion ttil. Por esto, en ciertos sistemas de comuni-
caciones inalambricas digitales se opta por convencién usar las siguientes formas
de usuarios

gr(t) = Apbrsi(t).

Fisicamente, A es la amplitud de la senal recibida la cual esta relacionada
directamente con la potencia de la senal transmitida, by es el bit transmitido en
una comunicacién digital con by = {—1,+1} v si(t) es una forma de onda con
energia unitaria seleccionada de tal forma que en la medida de lo posible evite
situaciones como la descrita arriba. Todas las si(¢) tienen la misma duracién
y asumimos que los sistemas son sincronos, es decir, todos los elementos del
sistema tienen un reloj comin que les permite saber cuando empieza y cuando
termina cada periodo en la comunicacién.

En los sistemas de comunicaciones tanto el transmisor como el receptor conocen
la forma de onda con la cual se estd transmitiendo la informacién, bajo esta
condicién la mayoria de los receptores separan la informacién y;, de cada usuario
en el sistema multiusuario de la siguiente manera

yr =< y(t), sk(t) >= /OT y(t)sg(t)dt.

Idealmente nos gustarfa que < s;,5; >= p;; = 0 con i # j, es decir que las
formas de onda no se interfirieran unas con otras al momento de extraer su
informacién. Si bien es posible crear conjuntos de formas de onda ortogonales
esto regularmente resulta poco conveniente comercialmente hablando dado que
el numero de firmas ortogonales en un ancho de banda dado suelen ser muy
pocas y por lo tanto solo se podrian atender a unos pocos usuarios a la vez, por
lo cual debemos buscar otras alternativas.

1.4. Espectro Ensanchado por Secuencia Direc-
ta

Como una alternativa al problema expuesto en la seccién anterior, se ha crea-
do el sistema de comunicaciones llamado Espectro Ensanchado por Secuencia
Directa. No se dardn muchos detalles técnicos en el sentido de implementacion
fisica pero haremos una descripcion matemaética a dicho sistema. Este sistema
se basa en crear firmas de la forma

N
sk(t) = dei%‘(t)’



donde dy; € {—ﬁ, ﬁ} con probabilidad un medio para cada valor, y las

{pi(t)}1<i<n son pequerias firmas ortogonales las cuales llamaremos chips. Por
lo regular la ortogonalidad es alcanzada mediante una divisién del tiempo para
cada chip. Un ejemplo de tales firmas esta en la siguiente grafica.

'
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Figura 1.1: Ejemplo de firma formada por chips rectangulares.

Dado que las funciones {¢;(t)}1<i<n son fijas para todas las firmas, en-
tonces una firma s queda completamente determinada por el vector sy =
[dkh e de]T.

Consideremos la matriz S = (dgy) = (s1,...,sk)’ de K x N donde K es
el niimero de usuarios del sistema y N el nimero de chips por firma, es claro
por la forma de tomar las s; que S es una matriz cuyas entradas tienen media
cero, varianza % y momento cuarto igual a ﬁ Definamos ahora la matriz de
covarianza como

R = {p;;} =SS”. (1.1)

Esta matriz de covarianza juega un papel fundamental en el analisis del sistema,
como veremos mas adelante.

1.5. Filtro Adaptado

El Filtro Adaptado es un receptor que entre otras cosas funciona en par-
alelo, es decir procesa a todos los usuarios simultdneamente lo cual lo hace un
receptor muy practico y ampliamente utilizado. Como todos los receptores, el
filtro adaptado tiene como funcién estimar de la mejor manera los bits que se
transmitieron. En este caso particular se le asigna a cada usuario la salida dada
por la ecuacién

b = san) = son ([ u(ooar).
En donde

K
y(t) = Arbgsi(t) + onft)
k=1



y sk(t) es la firma del k-th usuario. Simplificando la expresién, para el caso de
un solo usuario o en el caso en que las firmas s, son ortogonales llegamos a

b = sgn(yr) = sgn (Axby, +ny.)

con ny = o [ n(t)sp(t)dt. Este modelo monousuario es importante, dado que
sirve como una pauta para comparar el desempeno de los sistemas multiusuarios,
donde la interferencia mutua incrementa la probabilidad de error entre otros
aspectos.

1.6. Probabilidad de Error

Como ya lo mencionamos, un receptor tiene como funcién estimar los bits
que se transmitieron, pero no siempre es posible decodificar correctamente el bit
transmitido con la informacién recibida. Por lo tanto, hablar de una probabilidad
de error tiene sentido, es decir, la probabilidad de que el receptor decodifique mal
un bit recibido. Usualmente para un sistema simple con solo un filtro adaptado
como componente principal, tomamos a by, = sgn(yx). Entonces, la probabilidad
de error para una potencia de ruido o2 en un régimen monousuario se puede
expresar de la siguiente manera

Pi(0) = P[by, # bl

= P[bk = ].]P[Ak + ngp < 0|bk = ].] + P[bk = —I]P[—Ak + ng > O‘bk = —1}.

Dado que ny es Gaussiano y asumiendo que P[by, = 1] = P[by = —1], tenemos
que

Pi(o) = Pl > 4] =@ ().

donde o 1
_ —t2/2
a) = —e dt.
Qo) = [ =

1.7. Comportamiento Multiusuario con Firmas
no Ortogonales

Si dejamos de lado el caso monousuario y comenzamos a tomar en cuenta
las interferencias mutuas entre usuarios, como sucede para el caso del Espectro
Ensanchado por Secuencia Directa, entonces llegaremos a la siguiente expresion
para la salida de un solo usuario

Yk = Arbi + ZAjpjk + 1.
ik

Siy=[y1,v2,-yr]t, b=[bl,...bg]|T, A = diag{A, ..., Ak} y n es un vector
Gaussiano de media cero y matriz de covarianza ocR, entonces tenemos que la



salida del filtro adaptado de manera conjunta para todos los usuarios esta dada
por
y=RAb +n.

Ya que contamos con una descripcion mas o menos tutil del sistema, procede-
remos a analizar diversos aspectos de este.

1.8. EIl Detector Lineal MMSE

El detector lineal minimo error cuadratico medio, MMSE por sus siglas en
inglés, es un receptor muy similar al Filtro Adaptado, solamente que en este
detector, para el usuario k en lugar de tomar < y(t),si(t) > como base de
decision se usa < y(t), cx(t) > en su lugar, donde cx(t) es una forma de onda
tal que se alcanza el siguiente minimo

min F [(bk— < ¢k, Y >)2] , (1.2)
Ck

y como decision a la salida se toma bAk = sgn(< ¢,y >), aunque la importancia
fundamental de este sistema reside en el hecho de que los productos internos
< ¢,y > pueden ser usados como entradas para sistemas de procesamientos
de datos mas complejos. Se puede probar que encontrar dicha forma de onda
para cada uno de los K usuarios es equivalente a encontrar una matriz M de
dimensién K x K tal que se alcance el minimo (Verdu [2] pag. 293)
y 2
duin E b - My},

donde y = RADb + n, con la esperanza tomada con respecto al vector de
valores transmitidos b y el vector de ruido n. Tomando en cuenta que ||x||? =
tr{xxT} y que cov{b — My} = E[(b - My)(b — My)?] podemos derivar la
siguiente relacién

min _E [||b — My||?| = tr{{I+c 2ARA] !},
L min E[|lb - My|P] = tr{] 1)

donde el minimo se alcanza cuando M = A~! [R+02A’2]71. Si todos
los usuarios desarrollan la misma potencia en el receptor entonces A; = A; =
AV i, 7 por lo cual la esperanza con respecto a las firmas tiene la expresién

2 —1 2 —1
] ke[ ]
o Kk K o

1 K 42 1!
=2E DN [I+ UZR}
j=1
Este ultimo valor esperado nos sirve como un indicador de que tan bueno es
el sistema, y por lo tanto se vuelve de interés no solamente evaluarlo para
cantidades fijas de usuarios sino también conocer su comportamiento asintético.

Es en la busqueda de evaluar este comportamiento asintético, donde entra en
juego el Teorema de Marchenko-Pastur.

E \minE [(by— < ¢k, y >)ﬂ =E

Ck




1.9. El Teorema de Marchenko-Pastur

A continuacién se enuncia el Teorema de Marchenko-Pastur en un lengua-
je de comunicacién inaldmbrica, y en especifico, en el contexto del Espectro
Ensanchado por Secuencia Directa.

Teorema de Marchenko-Pastur (Comunicaciones Inaldmbricas)

Supongamos que K usuarios emplean formas de onda propias del Espectro
Ensanchado por Secuencia Directa con N chips por firma, y que

, K
Jm = A €00
Supongamos que la asignacién de las secuencias de las firmas es completamente
aleatoria: las secuencias asignadas a cada usuario son independientes, y todas las
secuencias binarias son equiprobables. Entonces, el porcentaje de los K eigen-
valores de la matriz de covarianza R que pertenecen debajo de z convergen
(cuando K — o0) a la funcién de distribucién de la funcién de densidad

s
27 Bz ’

donde [2]7 = max{0,2}, a = (1 —/B)? y b = (1 + v/B)%. Ademss, si B < 1,
entonces el menor eigenvalor converge casi seguramente a a.

folw) =[1-p7""6(x) +

1.10. MMSE Promedio

Teniendo en cuenta el Teorema de Marchenko-Pastur podemos proceder a
calcular el MMSE asintético promedio. Para esto recordemos que
A2 17"
FE \min [(bk— < Ck,Y >)2]:| = FEgr |:I + 2].:{:| (13)
g kk

C

1
= —F
K

tr [I + :ij] 1] (1.4)

SN NI

A partir de esta dltima ecuacién podemos llegar a la siguiente expresién la cual
resultard muy util mas adelante.

1 1
E rrclinE[(bk—<ck,y>)2ﬂ = E ?ZH“‘—QM )] (1.6)
i=1 o2 \i
1
§ El;1+§MRJ1 o




El valor esperado interno en la tdltima ecuacion es tomado respecto a A que es
una variable aleatoria cuya funcién de distribucién es la distribucién empirica
espectral de R.. La distribucién empirica espectral de una matriz A de dimensién
K x K se define como

1 K
= 2 Louay
i=1

Es importante resaltar que la funcién A es aleatoria y depende de R. Ahora solo
nos falta aplicar el limite para evaluar el MMSE asintético promedio, obteniendo

1
= a5 ~ 1.8
1+ ‘25)\0‘| ( )

/0 H;Aixfg(x)dx. (1.9)

Notemos que al tomar el limite K — oo la funcién de densidad de converge a la
densidad de Marchenko-Pastur y deja de depender de R, lo cual lo representamos
con el cambio de A por Ao, misma que no tiene parametros. Resolviendo la
integral anterior tenemos que

K—oco

lim F [mlnE[(bk < CyY >) }] =

K—oo

lim F [mlnE[(bk— < Y >) }]

2
KlgnooE[mmE[(bk—<ck,y >) ]} =1—415A (jQ’ﬁ)

2
donde F(z,z) = (\/x 1+ 22+ 1—/z(1 - ) . Con lo cual obtene-

mos una expresion para el MMSE asintético promedlo.

1.11. Calculo del SIR

La relacién sefial a interferencia (SIR por siglas en inglés de Signal to Inter-
ference Ratio) se define como la relacién entre la energia de la sefial en la cual
estamos interesados contra la energia de los demds usuarios mas el ruido del
canal. Por ejemplo a la salida de el filtro adaptado con firmas no ortogonales el
SIR alcanzado es

AQ
k
2.2 -
0%+ 3k AP

El SIR tiene muchas aplicaciones y consecuencias. Entre ellas destacan que a
partir del SIR pueden ser calculadas la probabilidad de error y la capacidad del
canal, ademéas de otras aplicaciones similares que hasta cierto punto nos dan
una descripcién del comportamiento del canal, por lo tanto evaluar el compor-
tamiento asintético del SIR es importante.

El procedimiento para calcular el SIR asintético es muy similar al procedimien-
to realizado para calcular el MMSE asint6tico promedio, por lo que pasaremos

SIR =




directamente a la aplicacién del Teorema de Marchenko-Pastur. Una expresion
para el SIR a la cual se puede llegar es la siguiente

E[SIR] = E |E

A2
02+ A2BNE K spsT)
B Luk=2 kK

donde las sk son las definidas en la Seccién 1.4. Al tomar el limite cuando el
numero de usuarios K — oo nos lleva a la siguiente relacién

lim F |E

K—oco

A2 os} A2
= = 5 x)dx
02+A2ﬂ)\(% Zi(ZQSkSg) /0 0-2+A2ﬁxf1/5( )

) A 1 A?

KlgnooE[SIR} = 3" ZF (02,5> . (1.10)
Los célculos detallados pueden encontrarse en Verdd [2] pdg. 304. La impor-
tancia de las expresiones para el MMSE asintético promedio y para el SIR
asintotico reside en que estas expresiones nos dan una idea sobre el compor-
tamiento que podemos esperar del sistema cuando el nimero de usuarios crece,
lo cual nos ayuda a definir los limites del sistema comercialmente hablando. Con
esta aplicacion del Teorema de Marchenko-Pastur se concluye la discusién de
este sistema de comunicaciones.



Capitulo 2

Sistemas Multiantena

2.1. Introduccion

Este capitulo esta dedicado al andlisis de sistemas monousuario usando
multiples antenas tanto en el receptor como en el transmisor sujetos a algu-
na limitacién en la potencia total del transmisor. Estos sistemas son de interés
practico dado que, como se mostrard en este capitulo, la capacidad asintética
del canal depende linealmente de las antenas transmisoras para el caso en el que
se tienen igual nimero de antenas receptoras y transmisoras. Es en el cédlculo
de la capacidad asintética del canal donde volveremos a encontrar al Teorema
de Marchenko-Pastur.

En la siguiente seccién se tratarda brevemente lo concerniente a la modulacion,
no se entrard en detalles que queden fuera del caracter de este escrito, por lo
cual solo se expondran las ideas principales acerca la modulacién de las senales,
la interaccién de estas con el canal y se dard una explicacion intuitiva de porque
se modela la ganancia del sistema como un numero complejo.

En la Seccién 2.4 se asumird un teorema acerca de la capacidad del canal ya
que la derivacién de dicha expresién para la capacidad a partir del modelo del
canal implica conocer ciertos elementos de teoria de la informacién, tales como
entropia, los cuales necesitarian un resumen tan extenso o mas que este para su
debida explicacion, por lo cual no se realizara dicha derivacion.

2.2. Modulacion

Esta seccion estd dedicada a dar una breve introduccién a la modulacién. El
fin no es abarcar todos los tipos de modulacién existentes ni mucho menos, el
objetivo principal es dar una introducciéon desde el punto de vista matematico
a las principales tareas de la modulacién. Por lo general modulacién se refiere
a transmitir informacién por medio de una onda sinusoidal, en nuestro caso
analizaremos un sistema denominado QAM (por sus siglas en inglés Quadrature
Amplitude Modulation). Dicho sistema codifica informacién mediante el cambio
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de la amplitud de dos ondas, una seno y otra coseno las cuales se transmiten
simultdneamente. En otras palabras, la senal transmitida tiene la siguiente forma

s(t) = acos(2m f.t) — bsen(27 f.t), (2.1)

con a € A, b € B, donde los conjuntos A, B son los valores posibles (finitos)
que pueden tomar las amplitudes del coseno y el seno respectivamente y f. es
la frecuencia denominada frecuencia portadora. La frecuencia portadora recibe
este nombre puesto que es la frecuencia de la onda sinusoidal portadora de
la informacion, la cual es transmitida por medio de la antena. Es claro que la
demodulacion busca el proceso inverso, es decir, se recibe una senal posiblemente
distorsionada y se trata de inferir los valores de a y b lo mejor posible. Definamos
Vin = Va2 + b% y ¢ = arctan (g) Es claro que V;, cos(¢) = a y que V;,, sen(¢) =
b, lo cual implica

s(t) = Vi cos(9) cos(2m fot) — Vi, sen(o) sen(27 fet)

s(t) = Vin (cos(¢) cos(27 ft) — sen(¢) sen (27 fot))
s(t) = Vpcos2rfet + ¢) =R [Vmei@”fc“@] . (2.2)

La interaccién del canal con la senal, también conocida como atenuacion, que
consideramos tiene dos efectos en la senal modulada. En primer lugar atenta
la amplitud de la senal enviada, es decir modifica el valor de V,,. En segundo
lugar cambia la fase de la senal suméndole una desviacion en la fase. En otras
palabras afecta a s(t) de tal manera que la onda recibida se verfa como

r(t) = aVicos(2nfot + ¢ + 0). (2.3)

Fisicamente se ha encontrado que un modelo que ajusta muy bien al compor-
tamiento de o y 6 es en el cual « tiene la distribucién de Rayleigh f(z) =
5 exp(gTz;) y 0 se distribuye uniformemente en [0,27). Tomando en cuenta
lo anterior y la expresién 2.2 podemos demostrar que la senal recibida puede
escribirse de la forma

r(t) = R|(X + V) V,;,elCrfct+o) | (2.4)

donde X e Y son variables aleatorias Gaussianas independientes de media cero
y varianza % El valor x + iy lo podemos pensar entonces como una ganancia
del canal que representa el cambio que sufre la sefial en su paso por el medio de
transmisién.

2.3. Modelo del Canal

El sistema que aqui discutimos posee un solo trasmisor y un solo receptor,
a diferencia del capitulo anterior en el cual se tenian multiples usuarios. El
transmisor tiene ¢ antenas por las cuales transmitir, y el receptor posee r antenas,



ademds definiremos n = méx{r,t} y m = min{r,¢}. El sistema cuenta con una
salida y(¢) la cual es un vector de dimensién r, y cuenta con una entrada x(t) la
cual es un vector de dimensién ¢, estos vectores representan las senales que son
transmitidas o recibidas segtn sea el caso. Estos vectores son complejos debido
a que representan senales como las discutidas en la seccién anterior. El modelo
del canal con el cual trabajaremos tiene la forma

y = Hx + n,

donde H = {h;;} es la matriz que modela los coeficientes de propagacién h;;
entre cada antena receptora i y cada antena transmisora j. Por lo dicho en la
seccién anterior, los coeficiente h;; son variables aleatorias Gaussianas complejas
independientes, lo que se conoce como atenuacién de Rayleigh. El vector n
representa el vector de ruido, el cual tiene las mismas caracteristicas que el
ruido introducido en el capitulo anterior. Como ya se habra notado, cada antena
receptora aprecia la suma conjunta de las senales de las antenas transmisoras
con su respectivo coeficiente de propagacién, mas un ruido Gaussiano complejo.
Un detalle importante es que supondremos que el receptor conoce el estado
del canal en todo momento, esto es, que se conoce a la matriz H en cualquier
instante, y se supondra ademads que el transmisor conoce la distribucién de H.
Estos supuestos son totalmente validos dado que en muchos sistemas reales se
implementan dispositivos que nos permiten rastrear el estado del canal.

2.4. Capacidad del Canal

Por razones que ya mencionamos anteriormente, usaremos el siguiente teo-
rema, el cual involucra algunos resultados de teoria de la informacién para su
demostracién, la demostracién se puede encontrar en Telatar [3]. Algo que si
es importante comentar en este punto es que la capacidad de un canal puede
ser interpretada como la méaxima cantidad de informaciéon que puede pasar a
través de un canal, por lo que conocer los limites tedricos de esta cantidad es
primordial en el analisis de los sistemas de comunicaciones.

Teorema 2.1 La capacidad de un canal Gaussiano con atenuacién de
Rayleigh es alcanzada cuando x es un vector aleatorio Gaussiano complejo cir-
cular simétrico con media cero y covarianza %It. Ademass, en esta situacién la
capacidad esta dada por

C=FE {log det <L« + ];HHT)] . (2.5)

A partir de la expresién 2.5 obtendremos una ecuacién 1til para analizar

la capacidad asintética del canal cuando > — B > 1y n — oo. Usando la

expresion 2.5 y tomando en cuenta el hecho que det(A) =[]\, \;(A) donde A
es una matriz cuadrada y {\;(A)}1<i<, sus eigenvalores ordenados, podemos

derivar la siguiente expresion



- r m P
[logdet (I + HHT> = E|log [T\ (IT—&-tHHT)] (2.6)

- L i=1

f: logh; (Ir + ]:HHTﬂ (2.7)

Li=1

E zm:log/\i (I,.+];HHT> - E zm:log <1+];Ai (HHT))] (2.8)

i=1 Li=1

FE |log H)\ (I +]:

1=1

HH'

~—
I
&=

—F ilog (1 + ?A,» (HHT>)] . (2.9)

Recordemos que la distribucién empirica espectral de una matriz cuadrada
A de K x K se define como

K
|
Fa(@) = 22> 1iaa)za)-

i=1

Ahora, cambiaremos la serie de la expresion 2.9 usando en su lugar una integral
sobre la distribucién empirica espectral

ilog (1 + ?A,» (HHT)) - /Ooo log (1 + ];x> mdFEH (). (2.10)

i=1

SiW = HHT, entonces la siguiente relaciéon se cumple

1 1 &
FoW(z) = —3 lnawsa (2.11)
=1
- iil (2.12)
T m L {EXi(W)<z} :
- iil (2.13)
= o) :
= F%W(mz). (2.14)

Usando esta relacién obtenemos la siguiente ecuacién

Z log (1 + g)\i (W)) = / log (1 + I;mx) mdFYW (mx)
i=1 0

Con lo cual llegamos a la siguiente expresion



C = FE

ilog (1 + %i (HHT))] (2.15)

E UOOO log (1 + Ptmx) mdenW(x)] : (2.16)

2.5. El Teorema de Marchenko-Pastur

Recordemos que t es el nimero de antenas transmisoras, r es el nimero de
antenas receptoras, n = méx{r,t} y m = min{r,¢}. Como se vio en la seccién
anterior, la capacidad de un sistema multiantena con atenuacién de Rayleigh
esta determinada por

C=E UOOO log <1 + Ptmx) mdenW(x)] : (2.17)

Si = — 8 > 1 mientras n — oo, la ley de Marchenko-Pastur nos proporciona el
siguiente resultado

dF =W (z) [v —a]t[b— ]t
- — 57 = Bfs(x), (2.18)

donde a = (1 —v/B)? y b= (1+ +/B)?. Por lo tanto

b
% — /a log (1 + Ptmx) Bfs(x)dx. (2.19)

Esto nos da una expresion para la capacidad en funcién del nimero de antenas
transmisoras, el nimero de antenas receptoras y la potencia del transmisor. Por
ejemplo para el caso particular con n = m = r =t tenemos a = 0 y b = 4, con

una capacidad de
4
1 /1 1
C~ 1"/0 log(1 + Pr);\/; - de' (2.20)

Por lo tanto la capacidad asintética depende linealmente del nimero de antenas
receptoras o transmisoras para el caso en el que t = r.






Conclusiones

En el presente trabajo se mostré brevemente la vinculacién de la teoria de
matrices aleatorias en la comunicacion inaldmbrica. Si bien se asumieron dis-
tribuciones independientes en las entradas de las matrices aqui expuestas, en
otras situaciones podemos necesitar de matrices de otra naturaleza como por
ejemplo una dependencia en algin sentido entre las entradas de las matrices
(véase Chuah [6]). Por tanto, las conexiones entre la teoria de matrices aleatorias
y las comunicaciones inaldmbricas no se restringen unicamente a aplicaciones
del Teorema de Marchenko-Pastur.

Todas las matrices que discutimos aqui, son Gaussianas o similares (la matriz S
toma valores en {:I:ﬁ}) Sin embargo, diferentes modelos para el canal pueden
necesitar diferentes distribuciones en las entradas de las matrices en cuestiéon
(por ejemplo [7]), ya sea que estas matrices modelen las firmas asignadas a los
usuarios, la atenuacién debida al medio o cualquier otro aspecto del sistema de
comunicaciones.

Otro aspecto relevante es la velocidad de convergencia, porque si bien en el SS-
CDMA el numero de usuarios tiende a ser grande, en un sistema multiantena
tipico la cantidad de antenas es relativamente pequena. Por lo cual es indispens-
able saber con que velocidad convergen los resultados.

Una aplicacion de la que no hablamos en este resumen y que esta bastante rela-
cionada con lo discutido en el parrafo anterior es el calculo de la capacidad para
valores fijos de r y de t, lo cual puede lograrse mediante cdlculos meramente
tedricos o mediante el uso de simulacién (véase por ejemplo Telatar [3]).

En sintesis, la teoria de matrices aleatorias tiene un vinculo extremadamente
fuerte con las comunicaciones inalambricas, ya que gracias a diversas herramien-
tas de esta teoria es posible calcular el desempeno teérico de una enorme can-
tidad de modelos y situaciones que se dan en las comunicaciones inalambricas.
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