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RESUMEN

En el Verano de Investigacion
trabajamos en el problema de la Ley de
los Grandes Numeros de Borel y su
relacion con los Numeros Normales.

En el marco del desarrollo de la
axiomatizacion de la teoria moderna de
la probabilidad, a principios del Siglo
XX Emile Borel hizo aportaciones
importantes. Por un lado, fue el primero
en sefalar que existia una relacion
entre la probabilidad y la teoria de la
medida, cosa que fue completamente
clarificada por Kolmogorov en 1933.
También propuso un modelo
matematico riguroso para el problema
del lanzamiento de una moneda un
numero infinito de veces, asi como una
extension mateméatica no trivial de la
Ley de los Grandes Numeros de
Bernoulli: “La frecuencia relativa del
namero de &guilas se aproxima a un
medio”. En el contexto de esta
extension, Borel introduce lo que hoy
se conoce como los numeros normales
de Borel en base 2.

Si bien existen extensiones de
la ley de grandes numeros estudiadas
en el marco de los axiomas de
Kolmogorov, en el tema de numeros
normales aun existen varios problemas
abiertos de interés.

En este trabajo presentamos
brevemente las ideas de Borel y
algunas de sus extensiones.

INTRODUCCION

Si tenemos una moneda Yy
marcamos una cara con cero y cruz
con uno, entonces cada sucesion de
ceros 'y unos representara el
lanzamiento de tal moneda un nimero
infinito de veces.

Llamemos Q al intervalo (0,1]

Qal conjunto{LnJ (a,b]: nON,
i=1
O<a<b <a <..<a <b <1jU{¢}

Y para toda A=_LTJ (a,,b ]0a definimos
P(A)=2 (0 ~a) =[1,(x)dx.

El espacio de probabilidad
elemental (Q, @ P) es el modelo de
Borel para el lanzamiento de una
moneda equilibrada un namero infinito
de veces. Cada numero xLQ
podemos expresarlo en su expansion

binaria, 0.aa,a,...(3 =0 6 1); y nos
fijlamos en la sucesion (a,a,,4a;,...),

que serd la representacion del
lanzamiento de monedas. Si un nimero
se expresa de dos formas diferentes,
como v2=0.100...=0.0111..., tomamos
la que no termina en ceros. De esta
forma tenemos representados todos los
lanzamientos, excepto aquéllos donde,
a partir de cierto lanzamiento, salen
sélo ceros. La experiencia practica y el
sentido comun nos dicen que esto es
practicamente imposible de ocurrir, lo
gue motiva la siguiente definicion:

Un subconjunto G de Q es
practicamente imposible de ocurrir (pio)
si para todo &£>0, existe una cubierta

de intervalos de G, digamos {l}, tal

que z P(I,) <&, esto es, podemos
n

encontrar una cubierta numerable de

intervalos tal que la suma de sus

longitudes sea tan pequefia como

queramos.

En este modelo, la Ley Débil de
los Grandes Numeros de Bernoulli nos
dice que para todo &£>0, Ilas
probabilidades

© 3 1& 1
P({x=Z%DQ:|EZa,.-E|2£})

tienden a cero a medida que n se va a
infinito. Esto es, la probabilidad de que
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el nimero de éxitos entre el total de
lanzamientos, n, difiera mucho de Y2 es
muy pequefia para n suficientemente
grande.

Definimos ahora

— & P AR 1
N;{sz%DQ:hm =>a :E}'
i=1

n-e Nz

A N, se le llama el conjunto de

numeros normales en base dos.
Borel prob6 la siguiente Ley

Fuerte de los Grandes Numeros: N§

es pio. Ejemplos de numeros que no
son normales en base dos son todos
los numeros de la forma k/2".
1/3=0.010101... es normal en base
dos.

Ahora supongamos que la
probabilidad de que al lanzar una
moneda salga cero, es plL(0,1);
también digamos que si sale cero,
obtenemos un éxito. De esta forma
podemos formular el siguiente teorema
bien conocido.

Ley Deébil de los Grandes
Nameros: [ £ >0,

lim P({xd Q :|%sn(x)-q| > £}H=0,

donde sn(X) es el niumero de éxitos
hasta el n-ésimo lanzamiento.
Si definimos

M={xOJ Q: lim 1 sa(X)=0},
n-o N

podemos establecer la siguiente bien
conocida Ley Fuerte de los Grandes

Ndmeros: Mg es pio.

Por dltimo consideremos, en
lugar de una moneda, una ruleta con m
(m=2) opciones equiprobables. Cada
opcién la numeramos del 0 al m-1.
Para m=2 es el mismo modelo que el
de la moneda balanceada, para m=6
seria un dado balanceado, o bien,
podemos modelar los resultados de
girar una ruleta con m opciones.

La Ley Débil de los Grandes
NUmeros de esta generalizacion es:
[l &£>0 UkU{0,1,...,m-1}

lim PUxO Q: |l M k(X)- 1 |2 £ })=0,
noow n m

donde r.x(x) es el niumero de veces
gue se ha observado el nimero k en la
ruleta hasta el n-ésimo giro.

Para todo m=2, el conjunto

N, ={x0Q:lim L rn,k(x)=i},
n-w N m

con ri(x) definida como arriba, es el
conjunto de los niameros normales en

base m. El conjunto N=U N_es el
n=1

conjunto de los numeros normales.
Cada N, es denso en Q y ademés no

numerable; lo mismo ocurre con sus
complementos. También esto es cierto
para N.

En este caso, la Ley Fuerte de
los Grandes Numeros nos dice que

para todo m>2, N¢ es pio.

Las ideas y resultados anteriores
fueron la base para el trabajo.

OBJETIVOS

1) Aprender algunas generalizaciones
del problema del lanzamiento de
una moneda un numero infinito de
veces Yy los problemas de
investigacion actuales relacionados.

2) Conocer la relacibn entre los
nameros normales y la Ley de
Grandes Numeros.

3) Investigar sobre la aplicacion de los
nameros normales en otras
ciencias.

MATERIALES Y METODOS

1) Se comprendi6 el caso de la
moneda balanceada para
comprender a detalle este modelo y
sus limitaciones.
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2) Se estudiaron generalizaciones del
modelo.

3) Se investigd acerca de los nimeros
normales, problemas no resueltos y
aplicaciones.

RESULTADOS

Vimos que la Ley Fuerte de los
Grandes Numeros en términos de
lanzamientos de monedas (es decir,
con los numeros normales de base
dos) dice que casi todo numero es
normal, en el sentido de que el
conjunto de los niumeros no normales
tiene medida cero. La interpretacion es
que los ndumeros no normales
practicamente no pueden ocurrir.

Hay al menos dos posibles
generalizaciones, la primera es trabajar
el lanzamiento de una moneda cargada
con probabilidad p de éxito un nimero
infinito de veces. La segunda es
tomando un juego con n eventos, cada
uno con la probabilidad de ocurrir. Para
ambos casos se estudiaron las Leyes
de Grandes Numeros.

Se encontr6 que hay un gran
namero de problemas que no han sido
resueltos y que son de gran interés, por
ejemplo, demostrar que 72, In(2), £(3)
y € son normales (0 no).

Los numeros normales tienen
aplicacion en las ciencias
computacionales y Ultimamente se
estan relacionando con el ADN, en
biologia.

CONCLUSIONES Y DISCUSION

Borel introdujo la idea de
nameros normales en el contexto de
una formulacibn de de la Ley de
Grandes Numeros para el problema del
lanzamiento de una moneda un niimero
infinito de veces. Las contribuciones
probabilisticas de Borel son
actualmente de caracter histérico y
didactico que motivan el uso de teoria
de la medida en probabilidad, pues
son resultados bien conocidos en

cursos de probabilidad en el contexto
de los axiomas de Kolmogorov. Sin
embargo, en el tema de numeros
normales aun existen varios problemas
abiertos de interés, algunos de ellos
muy faciles de plantear, pero dificiles
de resolver
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Introduccion

En el Verano de Investigacién trabajamos en el problema de la Ley de los Grandes Nimeros
de Borel y su relacién con los Nimeros Normales.

En el marco del desarrollo de la axiomatizacién de la teoria moderna de la probabilidad,
a principios del Siglo XX Emile Borel hizo aportaciones importantes. Por un lado, fue el
primero en senalar que existia una relacién entre la probabilidad y la teorfa de la medida, cosa
que fue completamente clarificada por Kolmogorov en 1933. También propuso un modelo
matemdtico riguroso para el problema del lanzamiento de una moneda un nimero infinito
de veces, asf como una extensién matemdtica no trivial de la Ley de los Grandes Ntmeros
de Bernoulli: “La frecuencia relativa del nimero de dguilas se aproxima a un medio”. En el
contexto de esta extensién, Borel introduce lo que hoy se conoce como los niimeros normales
de Borel en base 2.

Si bien existen extensiones de la ley de grandes niimeros estudiadas en el marco de los
axiomas de Kolmogorov, en el tema de nimeros normales alin existen varios problemas
abiertos de interés. En este trabajo presentamos brevemente las ideas de Borel y algunas de

sus extensiones.



Capitulo 1

Nuimeros Normales de Borel

1.1 Espacio de probabilidad para el lanzamiento de una
moneda un nimero infinito de veces

Borel encontré el espacio de probabilidad para este fenémeno, el cual resulta ser el mismo
que el espacio de probabilidad de un nimero aleatorio entre cero y uno.

Si se tiene una moneda marcada con un uno y cero en sus caras, entonces al lanzarla un
nuimero infinito de veces, se obtiene una sucesién infinita de cero y unos. Una posible forma
de dar un espacio es considerar esta sucesién como los digitos de la expansién binaria de un
numero entre cero y uno.

Definamos pues Q = (0,1] y

A:{ (aj,bj}CQ:nEN,a1<b1§a2<b2§~~§an<bn}u{@}.
j=1

Ademis, si A = | J(a;,b;] € A, definimos P(A) = 3 (b; — a;).
=1 =t

Proposicién 1.1 (2, A,P) es un espacio de probabilidad elemental.

Demostracién. Para ver que A es dlgebra, observe que 2 = (0,1] € A. Luego, si A =

U(aj,bj] € A, es claro que A° = (0,a1] U (by,a2] U (ba,a3) U -+ U (by_1,a,] U (b, 1] estd
j=1



en A. Finalmente, si A = U(aj,bj] y B = (a,b] estdn en A, con by = 0, a1 = 1,
j=1
ko =méx{j : b; < a} y k; =min{j : a; > b}, entonces

A4uB = Jia b

ko

_ <U<aj,bj]> Ut (6 (aj’b’]) |

J=1 Jj=k1
de donde AU B € A. Por lo tanto A es édlgebra.
Por otro lado, P es probabilidad, pues es no negativa por definicién, P (2) = P ((0, 1]) = 1.

YsiA= U(aj, b;] € A, entonces

j=1

m

PUA) = Yo b—a) =3 [ Loy (@) da (1.1)

J=1

= /g;ljgl(aj’bj] (x) dx :/QlA (x) dx,

por lo que para Ay, ..., A, € A se tiene que

P(QA) —Léhgﬁgwm—ﬁié1ﬁwwm

Por lo tanto, P es probabilidad. Ademés, de (1.1) se ve que la probabilidad de los elementos
de A no depende de la parametrizacion, por lo que estd bien definida la probabilidad. m
Este espacio de probabilidad es el que usaremos para modelar el lanzamiento de una

moneda balanceada un nimero infinito de veces. Para esto, definamos para todo x € €2,

2 si0<z<1/2 0 si0<z<1/2,
Tr = ;o dy(z) =
2r—1 sil2<z<1 1 il2<z<1
y d;i(x) = dy (T 'x), para i > 2. Las siguientes gréficas muestran a 7'y los primeros

elementos de la sucesion de funciones (d;),.
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Proposiciéon 1.2 Para todo x €  se cumple que

=350
=1

Demostracién. Sean v € , n > 1, y T%s := s, entonces

dnJrl (33) = dl (Tn$) = d1 (TnilTZL’)
= d,(Tx).

Ahora verificamos por induccién que

n

on’
i=1

Sean x € Qyn>1.

Sin =1, entonces si z € (0,1/2], se tiene que d; (z) = 0. Por tanto,

n d@
E 2(233) =0<zx<
i=1 =1

Andlogamente, si z € (1/2], se tiene que d; (x) =1y asi,

d. " d, 1
Z 12(1@<x§;#+_ parax € Qyn € N.

(1.2)



+

N —

Z 9 <:E§§

i=1 i=1
1.2) para n € N, entonces

ve (ngf),zdgj") ‘o
i=1

—~

Ahora supongamos se satisface

=1

Sea

—_

d; (x)
T= Z 9i + on+1’
i=1
el punto medio del intervalo. Si x < 7, entonces d,;1 (z) = d,, (Tx) = 0, entonces

idi(:c) :idi(:c) <$§T:%di(m‘)+ 1

i i 91 gn+1 !
i=1 i=1 i=1

De la misma manera, si x > 7, d,11 () =d, (Tz) =1y

n n+1

n+1 n
Z 9i :T<$S; 9i +2_n:; 9i +2n+1+2n+1zz 9i +2n+1’

i=1 i=1

por lo que (1.2) se cumple para n + 1.
Luego, dado que
1 n—00
il 0,
on
entonces se sigue al tomar el limite n — oo en (1.2) que para x € €2,

-y

=1

8

Observemos que no se puede tener que d; (x) = 0 para todo ¢ mayor a alguna N, pues de

existir tal IV, entonces
N

T = :
20 7

=1

pero hemos demostrado que

n dz
Z 2(;%) < x, para toda n € N.
i=1

La sucesién (d, (z)).”, es precisamente la expansién binaria del nimero z. También

usaremos la notacion 0.d; (z) d (z) d3 (2) ...2 = .

5



Ejemplo 1.1 Sea z = 1/2, entonces

di(z) = 0,
do(z) = di(Tx)=4d; (1) =1,
d3 (I‘) = dl (T2$> = d1 (T (1)) =1,

d,(z) = 1, paran > 2.
La expansién binaria de 1/2 es entonces 0.0111...,

Ejemplo 1.2 Sea x = 1/3, entonces

dy (z) = 0,

dy(z) = dy (Tx)=dy(2/3) =1,
dz (z) = di (T°z) =dy (1/3) =0,
dy(z) = ds(T'z) =di(1/3) =0

Entonces 1/3 = 322, 2% := 0.010101...
Ejemplo 1.3 Los primeros digitos de la expansién binaria de m es
m = 0.001001000011111101101010100010...5
Un nimero puede tener dos posibles representaciones binarias, como
0.5=0.1, =0.01111...5,

pero una de ellas terminard en ceros, y nuestra definicién tomara aquélla que no termine en
Ceros.

Continuando con la idea de asociar cada lanzamiento de una moneda balanceada un
nimero infinito de veces con un nimero, se tiene que para cada nimero, hay un juego de

monedas del que hemos mencionado. El problema esta en que, de acuerdo a nuestro modelo,



hay lanzamientos de sucesiones para los que no existe un nimero (los que caen ceros después
de un cierto nimero de lanzamientos). En la siguiente subseccién veremos que estos eventos
son practicamente imposibles de ocurrir.

Veamos algunos ejemplos de probabilidades de eventos.

Ejemplo 1.4 Sea A el evento en el que 1 aparece en el primer lanzamiento, entonces

P(A)=Plz€Q: di(z) =1 =P((1/2,1]) = %

Ejemplo 1.5 Sea B el evento en el que 0 ocurre en el n-ésimo lanzamiento.

P(B) = PlzeQ: dn(ﬂf):()]:?n_lP((O’iD

2n
— 2n—1 1 o 1

Ton 2
Esto debido a que los intervalos en los que d,, () = 1, son todos de la misma longitud, y

esta longitud es precisamente la del intervalo (0,27"].

Ejemplo 1.6 Sea C el evento en el que los primeros n lanzamientos aparecen exactamente

k unos.
- n\ 1
() x € ;:1 d; () k] (k> o

pues hay (Z) maneras de que una sucesién tenga exactamente k unos.

1.2 Ley de Grandes Niimeros de Borel y Niimeros Nor-
males

El siguiente resultado nos dice que para un nimero grande de lanzamientos, la probabilidad
de que la diferencia entre 1/2 y la frecuencia de unos sea grande, es cero. Lo obtuvo el

matematico suizo Daniel Bernoulli (1700 - 1782).

Teorema 1.1 (Ley de Grandes Numeros de Bernoulli) Para todo € > 0 se tiene que

l — 1
lim P Q: =) d; — = > = 0.
I ({x € n; (x) 5| 2 5})




Para su demostracién se requieren otros resultados y definiciones que se enunciardn y
demostraran
enseguida. Este resultado también se conoce como Ley Débil de Grandes Nimeros.

Para todo z € 2, las n—ésima funcién de Rademacher serd

1 sid,(z)=
-1 sid,(x)

r (2) =

L,
0.
También puede escribirse r, (r) = 2d, (r) — 1. Estas funciones fueron estudiadas por el

matematico alemén Hans A. Rademacher (1892 -1969).

Ademis, para toda n € N, definimos

n

ty () = ri(z).

i=1
En un juego de monedas, si se gana $1 cuando sale 1 y se pierde $1 al salir 0, entonces
T, () dice cudnto se ganaria en el n—ésimo lanzamiento y ¢, (z), la suma total de dinero

acumulado hasta el n—ésimo lanzamiento, esto si se comenzara con $0.

Lema 1.1 Para todos m,n € N distintos, se cumple que

(@) [ 7 () dz = 0.

(i) [ tm () dz = 0.
(iid) [y 7 (2) 7 () dz = 0.
(iv) [, 12, (x)dz = m.

(v) [y th (z)dz < 3m>.

Demostracién. (i) Para m =1,

/01 rm (z) dz = —1/01 L(o,1] (@) dw + 1/01 11, (@) dz =0.



Si suponemos fol rm () dz = 0, entonces

[rma@ir = [ @@ - = [ @iy 0 -1
— /Olrm(T:c)dx:/ol/Z'rm Tx) dx+/1/127’m
_ /Olrm(g:)dx—i-/olrm(:v)dxzo.

(i) [y tm (a dx—fUZrJ dm—ZforJ )dz = 0.

(m) Suponer S.p.g. que m <n, entonces en cada intervalo diddico de orden n—1 (del tipo

‘lz

2, , para algunas a; € {0,1}). r,, es constante y r, es —1 a la izquierda

(52

y1lala derecha Entonces

/Olrm ()7 (2) dz = 0.

/0 2 (e = /0 1 [ir (x)]

=1

_ i/ W3 [t

=1 j=1
J#i

Zri (x)] dx

=1

mo a1
= Z/ lde =m
i=1 0
2 2 2

(v) 5, (x) nos deja cuatro tipos de productos; 7 (), 7 (z)77 (x), r7 (x)r; (x) 1 (),
r3(x)r; (x) y ri (x)r; (x) ry (x) v (x) para i, j, k y [ distintos entre si.

Comort (z) = 2 (2) 72 (@) = 1, 72 (2) 7 (2) s (@) = 1 (2) vy (2) 7 2 (2) 7 (2) = 74 (2) 7 ),
entonces tenemos que

1
/ t (z)dr =m+3(m—1)m = 3m* — 2n < 3m?,
0

pues hay m términos de la forma 7 (), 3m (m — 1) de la forma 77 (x) 77 (x) y el resto de las
integrales se anulan. m
Sélo falta un resultado mas para poder demostrar la Ley de Grandes Nimeros de Bernoulli.

Este en realidad es un caso particular del obtenido por el matemético ruso Pafnuty L. Che-

byshev (1821 —1894).



Teorema 1.2 (Desigualdad de Chebyshev) Sean f : Q@ — R una funcion escalén no

negativa y o un numero positivo, entonces
P{zeQ: f(z)>a}) < /f

n
Demostracién. Si f(z) = > cpla, ya0(2), con 0 =0ag <a; < --- <a, =1yc¢j no
k=1

negativos. Entonces si existe k tal que ¢, > «, entonces es claro que

freQ: f(@)>a}= U (a0,

CiZx

Por tanto

/1f(x)dx = ZCJ — aj-1) ZCJ — ;1)
0

cj>a

> az (ap —ap—1) =aP{z € Q: f(z)>a}).

Cp>a

Observemos que si ¢ < «, Y¢y, entonces {x € Q: f(z) > a} = & y por tanto

P{zeq: f(x)>a}):0§é/gf(x)dx

Ahora si tenemos las herramientas necesarias para dar la demostraciéon de la Ley de

Grandes Numeros de Bernoulli.
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Demostracién (L.G.N. de Bernoulli). Usando la desigualdad de Chebyshev, se tiene
que

n

1o -

i=1

25}) = P {ZEGQ: idl(x)—g >

= P {er; 15 2d; () — 1]| >

1
=P {1’692 = T,L(l')_

= PHzeQ: |t,(x)] > 2ne})

= P{zeQ: t(z) > 4n’c*})
1 1 9 1

< An2e? |, t, (v)dr = mn (Lema 1.1.4)
1 n— o0

= = 0.
4Ane?

Definicién 1.1 Sea S, (v) = > 7_, d; (z) (el mimero de unos que aparecen en los primeros
n digitos de la expansién binaria de z). Diremos que A C 2 es un conjunto nulo si para

todo € > 0 existe una sucesién de subconjuntos de 2, (4;) tales que

jEN

Ac Ud; y Zlﬂj’(A)<€

J

Observemos que P estd definida s6lo para uniones finitas de intervalos, sin embargo,
esta definicién asigna una probabilidad a ciertos tipos de conjuntos que no necesariamente
son de este tipo. Por ejemplo, los nimeros normales, que a continuacién veremos, tienen
probabilidad 1 (Ley de Grandes Nimeros de Borel) y es un conjunto totalmente disconexo

(Proposicién 1.3.2).

Definicién 1.2 N C Q definido como

N:{er: ttm %) :1}

n—oo n 2

es llamado conjunto de Niimeros Simplemente Normales en base dos.
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A continuacién veremos la generalizacién de la Ley de Grandes Nimeros de Bernoulli,

cuya demostracion la dio Borel a principios del siglo pasado.
Teorema 1.3 (Ley de Grandes Nuimeros de Borel) Q2 — N es un conjunto nulo.

Este resultado también se conoce como Ley Fuerte de Grandes Nimeros.
Demostracién. Sean ¢ > 0. Para cada n € N definamos A, = {x € Q: |t, (z)| > nn,},
donde

n,, = cn~ /8 > 0 para alguna ¢ > 0 tal que
3= 1
a2 <
k=1
Tenemos entonces que

P(A,) = PHzeQ: |t,(x)] >nn,})

= P({zeQ: ¢, (z)>n'n})
1

1
< - / (z)dx  (Desigualdad de Chebyshev.)
ntny,
3n?
< L 1.1.5.
3
- P

N¢ es nulo debido a que N¢ C U2 A, y > o2 P(A,) < ¢, lo cual demostramos a
continuacion.
Dado que para x € N> | A,, (equivalentemente, |t, (z)| < ne,Vn € N), se tiene que

S (2) sy (2)

n n

2n

on 2’

Tl—)OO

pues |t,/n| <mn, 0. Por lo tanto N2 ; A, € N y de aqui se sigue la afirmacion.

12



Por otro lado,

o o 3
;P(An) < ;n%
3= 1
- Gl
< E&. "

Los nimeros con doble representacién binaria son racionales de la forma p/2* € Q, para
k € Z, y p € N. Es claro que (en cualquiera de sus dos representaciones) esta clase de
nimeros son no-normales, es decir, que ocurren con probabilidad cero. Por tanto el modelo
para el lanzamiento de una moneda un nimero infinito de veces es adecuado.

A pesar de que casi todo niimero es normal en base dos, los mimeros no-normales tienen al-
gunas

caracteristicas interesantes.
Proposicién 1.3 (i) N°¢ es no numerable.

(1) N¢ es denso en Q.

(7i1) Se cumplen (1) y (2) para N.

Antes de demostrar esta proposicién, veamos algunas propiedades de conjuntos nulos.

Lema 1.2 (i) Si AC Q esnulo y B C A es nulo, entonces B es nulo.

(7i) Los singuletes (conjuntos con un tinico elemento) son nulos.

(7i1) Si Ay, Aa, ... son nulos, entonces U | A, es nulo.

(tv) Los conjuntos numerables de 2 son nulos.

Demostracién del Lema 1.2. (i) y (i) son obvios. Ahora, si A, Asg,... son nulos y

e >0, sean (I1y)en» (L2k)pen s --- Sucesiones de intervalos tales que, para toda j € N,

j4j C L_Jjﬁk y jz:lp(lgk) < 5}.

keN keN
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Entonces

UacUULey 3> P sz 2

jeN jENkEN jeEN keN eN

de donde se sigue que U ; A,, es nulo, lo que demuestra (i:7).
El inciso (iv) es una consecuencia directa de (i7) y (i7) . m

Demostracién de la Proposicién 1.3.

(7) Consideremos el conjunto A = {x € Q: z = 0.11a;11as1las...5 tal que a; € {0,1}, Va;} .
Notemos que A C N¢, pues si x = 0.11a;11as11az...0 € €2,

I+1l4+a+1+1+a+1+1+az+- - +d,(2)

lfm
n—oo n
14140414140+ 1+14+04---+dy (2)
>  lim
n— oo n

2

= 3
entonces = ¢ N.
Ahora, A es biyectable con {0,1}* = {0,1} x {0,1} x ---, que es no-numerable.

Entonces N¢ contiene un subconjunto no-numerable y por tanto es no-numerable.

(17) Sean x = 0.21%2...2, ¥y = 0.y1y2..0. € Qconxz <y. Seak >0talquez; =y;sij < ky
xj # y; si j > k (observemos que esto implica que zj4+1 = 0y yx+1 = 1). Entonces el

numero

z=0.21..05751101111...5

es no-normal y ademds x < z < y. Por lo tanto N¢ es denso en ().

(7i1) Sea I C € un intervalo. [ ndmeros normales, pues de otra forma tendriamos que

I'=INNeC NeyP(I) >0, pero I es nulo (lema 1.2). Entonces N es denso en §.

Por otro lado, si N no fuese no-numerable, entonces el inciso (4) del lema 1.2 nos diria

que N es nulo, pero sabemos que N no es nulo. Por lo tanto N es no-numerable.
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1.3 Generalizaciones

En lugar de una moneda, consideremos una ruleta con m (m > 2) opciones equiprobables.
Cada opcién la numeramos del 0 al m — 1. Para m = 2 es el mismo modelo que el de la
moneda balanceada. Para m = 6, por ejemplo, serfa un dado balanceado, o bien, podemos
modelar los resultados de girar una ruleta con m opciones.

La Ley Débil de Grandes Nimeros es

1 1
—Tn,k(x)——’26}> =0, Ve>0Vke{0,1,...,m—1},
n m

lim P ({x €Q:
n—oo
donde 7, x (x) es el nimero de veces que se ha observado el niumero & en la ruleta hasta el
n—eésimo tiro. Ademds, para cada m > 2, el conjunto

1 1
N, = {1’ €Q: lim—r,;(x)= —}

n—oomn, m

es conocido como los niimeros normales en base m. Y el conjunto N = ﬂ N,, es conocido
n>1
como el conjunto de los nimeros normales.

Tal como en el caso de la moneda balanceada, cada N,, es denso en ) y ademds no
numerable; lo mismo ocurre con sus complementos. También esto es cierto para N.

En este caso, la Ley Fuerte de los Grandes Nimeros nos dice que para todo m > 2, N¢,
es nulo para cada m.

La demostracién de estos resultados es andloga a las demostraciones para la moneda

balanceada lanzada un nimero infinito de veces.
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