NOTAS DEL SEMINARIO DE GRAFICAS(TEORIA ESPECTRAL
Y ANALISIS ASINTOTICO)

OCTAVIO ARIZMENDI
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1. DEFINICIONES BASICAS

Definicién 1.1. Sea V un conjunto no vacio y sea E un subconjunto de V' x V. El
par (G =V, E) se llama grdfica con con conjunto de vértices V' y conjunto de aristas
E. Decimos que dos vértices v;,v; € V son adjacentes si (v;,v;) € E y escribimos
Vi ~ ’Uj.

Definicién 1.2. Un arista de la forma (v;,v;) se llama lazo. Una gréfica se dice
simple si no tiene lazos.

Definicién 1.3. Una grifica es no dirigida si (v;,v;) € E = (vj,v;) € E .

Definicién 1.4. Para un vértice v € V de G el grado define como deg(v) :=
dego(v) = {w € Viw ~ v}

La representacién geométrica consiste en asociar puntos en R? a los vértices y
lineas (o arcos) que unan esos puntos a las aristas. Esto es, si ponemos una linea
entre v; y v; si el par de aristas (v;,v;) y (vj,v;) existen y una flecha de v; a v; si
(vs,v5) pero no (vj,v;).

Ejemplo 1.1. Las representaciones geométricas del ciclo dirigido y el ciclo no di-
rigido de tamano 3.

vV ={1,2,3} vV ={1,2,3}

E = {(172)7(2’3)’(371)} E:{(1’2)7(273)a(3a1)7

deg(v;) =1 (2,1),(3,2),(1,3)}
deg(v;) =2

Definicién 1.5. (Isomorfismo de graficas) G; = (V1, E1) y Gy = (Va, E») son
isomorfismos si existe f : V3 — V5 biyectiva tal que x ~ y siy sélo si f(x) ~ f(y)
1
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Definicién 1.6. Una gréfica (G =V, E) se dice finita si |V] < co.

Definicién 1.7. Sea (G =V, E) una grafica simple no dirigida. Una grafica (G =
V, E) se dice localmente finita si para todo v € V, se tiene |V| < oco.

Definicién 1.8. Una grifica G es regular si existe k < oo tal que cada vértice tiene
grado k ( deg(v;) = k ,Vu; € V). Més especificamente decimos que G is k-regular.

deg(1)

deg(3) = 2, deg(i) =3
deg(2) = deg(4) =

(4) =3

Definicién 1.9. (Gréfica plana) Decimos que una grafica G es plana si existe
una una representacin en el plano de GG de tal forma que cualesquiera dos aristas
distintas e;, e; € E no se intersectan.

Definicién 1.10. (Caminata) Una caminata es una sucesién de vértices
’UON’UIN’UQN...N’U,n

Definicién 1.11. (Camino) Un ciclo es un camino es una caminata con e; # e;
sii=j
Definicién 1.12. (Ciclo) Un ciclo es un camino con vg ~ vy,

Ejemplos

= P,. El camino de tamano n. V = {1,2,.n}, E = {(4,4) : |i — j| = 1}.

» @Qn. El cubo de dimensién n. V = {{0,1}"}, E = {(v;,v;) € V| : ||v; — ;]| =
1} , donde, para v € R™, ||v|| denota la norma usual.

[

= K,. La grafica completa. V = {1,2,.n}, E = {(i,4) : i # j}

A
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= C,. El ciclo de tamano n. V ={1,2,.n}, E = {(4,7) : |i — j| = 1 mod n}

— A OO

H
= C,. El ciclo dirigido de tamano n. V = {1,2,.n},E = {(i,j) : i — j

1 mod n}
>
° o ° A \ 4
<
= S, = Kj,. Laestrella de n aristas. V = {1,2,.n+ 1}, E = {(1,j)|j > 1}

Xk

2. TEORIA ESPECTRAL

Sea G = (V, E) una grafica finita. V' = {v; };e1 E = {e;} denotamos por n = |V|
y |El=m
Definicién 2.1. La matriz de adyacencia A € M, es la matriz con entradas A4; ; €
{0,1} tal que A; ; =1 < e;; = {v;,v;} € E.
Observacion 2.1. A = A* siy sélo si A no es dirigida.
Definiciéon 2.2. La matriz de Laplace L € M, es la matriz tal que Zj L;; =0
y Lij = —Aij i # j. Si D es la matriz diagonal con D;; = deg(v;) L = D — A.

L'=D+ A
Estamos interesados en el espectro de A y L. Esto es sus, eigenvalores.
Recordemos que los eigenvalores de A pueden ser recuperados de la traza de

potencias de A, a través de la férmula.

k 1 E
AF) - SOk
Ejemplo 2.1. Consideremos la camino y el camino dirigido de tamano 3.
. ° ° V2,0, —v/2 eo——>e¢e——>e 0,00
010 1 10 01 0
A=1|1 0 1 L=|1 11 0 0 1
010 0 1 1 0 0 0
0 1 0 01 1
0 0 1 ° 1 0 1
1 00 1 1 0

O\

2 w+w w+w
1w, w 2,5y
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. Qué informaciéon podemos obtener del espectro?

Caminatas

Proposicién 2.1. Supongamos que A = A* y sea k € N. Entonces (A%);; es el
nimero de caminos de tamano k de ¢ a j. En particular

n A7 = deg(Vh)

= Tr(A2%) =3 A? = 2 ntimero de aristas.

3
= % = numero de tridngulos.
Conectividad

Proposicion 2.2. La multiplicidad de 0 como eigenvalor de L de la gréafica no
dirigida G es igual al nimero de componentes. En particular si I' es conexa, O es
eigenvalor de L de multiplicidad 1.

Demostracion.

Proposicion 2.3. El espectro de I' es la union de los espectros de las componentes
conexas de I';.

Definicién 2.3. Dos graficas G, G2 son coespectrales si Ag, tiene mismos eigen-
valores que Ag,.

Teorema 2.1. Gréficas isomorfas son coespectrales.

Nota 2.1. Existen graficas con el mismo espectro que no son isomorfas.

XL

Teorema 2.2. G =~ G’ si y sélo si existe S una matriz de permutacién tales que
G'=S"1AS.

Definicién 2.4. Una gréfica G : (V, E) es r—partita si V admite una particién en
r—clases tales que cada arista e = {V;,V;} cumple que V; y V; estd en diferentes
clases.

Coloracién

Proposicion 2.4. Una gréafica es bipartita si y sélo si no contiene ciclos impares.
Demostracion.

Si A es bipartita, entonces el espectro es simétrico: [ Z } es eigenvector con
eigenvalor 6, entonces [ v } es eigenvector con eigenvalor —6.
Proposiciéon 2.5. Una gréfica es bipartita si y s6lo si el espectro de L y L’ son

iguales.
L;j =|Lijjl=D+ A
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3. PROBABILIDAD NO—CONMUTATIVA

Podemos recuperar los eigenvalores considerando los “momentos” de A.
Tr(AR) = AV 4+ N5+ Ak
Notemos que Tr cumple:
1. Tr(A+ B) = Tr(A) + Tr(B).
2. Tr(AA*) >0y Tr(A) =0 A=0.
3. Tr(I,) = n.
Recordemos que la esperanza E cumple lo mismo:
1. E(A+ B) =E(A) + E(B).
2. E(A?) > 0.
3. E(1)=1.
Entonces tr(A) = =~ puede pensarse como una esperanza y de hecho (M, tr)
es un espacio de probabilidad.

Tr(A)

Definicién 3.1. 1. Un espacio de probabilidad no-conmutativo es un
par (A,¢) donde A es un algebra compleja y ¢ es un funcional lineal ¢ :
A — C tal que ¢(14) = 1.
2. Una variable aleatoria no-conmutativa (o sélo variable aleatoria) es un
elemento a € A.

Ejemplo 3.1. 1. Espacio de Probabilidad Clasico.
Ay :={X +1iY : X|Y son v. aleatorias con soporte compacto}

(X +iY) = E(X)+iE(Y), E(X) es el valor esperado.
2. Matrices.
Ay = My(C){A: A es una matriz compleja de tamano d x d}
$(A) = tr(A) = LTraza(A).
Estamos interesados en los momentos de a, esto es, los valores ¢(a™).

Definicién 3.2 (Distribucién). Si existe una medida de probabilidad p sobre C
con soporte compacto tal que

/zkfl,u(dz) = ¢(ak(a*)!), para cadak,l € N,
C

llamamos a p, := p la distribucién de a.
Nota 3.1. Si a es autoadjunto entonces p, es una medida con soporte en R.

En el caso en que A = M la equacién anterior se escribe como
/ 2"dpa(z) = tr(A"),
R

y de hecho py = %Z?:l 0y, Esto es, a cada eigenvalor asociamos probabilidad
1/n.

Proposicién 3.1. Si G entonces y A es su matriz de adyacencia entonces bipartita
= [14 simétrica.
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Teorema 3.1. Sea A,, una sucesién de matrices
Tr(AF)y  — / 2"du(z)
R

w
= Ha, —

Ejemplo 3.2. K.

0 1 1
A = |10
o

de donde es facil ver que

Spec(K,) = {n —1,-1""'}

Ejemplo 3.3. C—'n>
0 1 0
A=A = 0 0
: . 1
0 --- 0 0

Notemos que A es unitario i.e. AA* = A*A = [yA™ = 1. De donde

Spec(an) = {w|w™ =1,0 < j <n}

Ejemplo 3.4. C,
A es unitario i.e. AA* = A*A=1

0 1 0

Beag |1 0
g
0 1 0

B=T¢, = A+ A* = 2Re(A)

Spec(Cp) = {2cos(27mj/n)} = {w! + w7} = 2Re(w)
., Qué pasa cuando C,, — co?

n > 2k
2k 1 z?F
Tr(A*) = =— | ——dx.
H(4%) (lf) 77/\/2—3:2 v
Ejemplo 3.5. H,

X1+ Xo+...+X,, X; es Bernoulli
Qué pasa cuando H,, —77
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deg(V;) = n entonces necesitamos normalizar a un factor /n.

1 w
—_a, N(0,1).

Observacion 3.1. H,; = H,OH,

4. PropucTO DE KRONECKER

aj1bin oo anbi, 0 apbn
allB e ann,B allbnl e allbnn e CLlnbnl
ARB = : : =
anlB o annB anlbll o anlbln T annbll
L anlbnl e anlbnn e annbnn

Propiedades 4.1. 1. (A®B)(C® D)= AC® BD.
2. tr(A ® B) = tr(A)tr(B).
3. tr((A® B)") = tr(A™ @ B™) = tr(A™)tr(B™)

Esto implica que Spec(4A ® B) = {\;pi|Ai € Spec(A), p; € Spec(B)}.

5. PRrRopUCTO CARTESIANO

5.1. Producto cartesiano de graficas.

G1|:]G2 V= Vl X V2 Yy (‘/a W) ~ (V/aW/)
sSiV=VyW~WoW=WyV~V
Definicién 5.1. Sean G; = (V4,E1) y (G2 = Va, Es) dos graficas. El produc-
to directo de Gy con G estd, denotado por (Gi x Gs) es la gréfica con con-
junto de vértices V. = Vi x V5 y conjunto de aristas E, de tal forma que para

(v1,w1), (v1,w2) € V7 X V; el arista e = (v1,w1) ~ (v1,w2) € E siy s6lo si alguna
de las condiciones se satisfacen

1. V1 = V2 Yy W1 ~ W2
2. V] ~ Uy Y W = Wa.

Ejemplo 5.1. El producto cartesiano de C3 y Cy

Ejemplo 5.2. El producto cartesiano de C5 y Py

alnbln

alnb'mz,

annbln

alnbnn
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[

Ejemplo Consideramos las graficas
A=

—o B=

El producto cartesiano de A y B esta dado por

*—0

AOB =

*—

AxB=A+B
Notemos que AB=AB=BA=A®B

AB=BA=A®B=

Ademds, A2 = I, B2 =1 y tr(AB) = 0. De donde se sigue que

(A" By = {0 sim=mn

1 sim#n.

tr(A"B™) = tr(A")tr(B™), Ay B son independientes

Mas generalmente, recordemos que el producto cartesiano se puede escribir como

A1 XA2 ZIdk®A1+A2®Idl
Esto es
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b

Veamos que Id, ® Ay v A ® Id; son independientes.

tr([Id ® A1|"[A2 @ Id)]") = tr([Id ® AT'][AL ® Id)])
= tr(Ay @ AT")
= tr(AR)tr(A7)
= tr([Id, ® AT"])tr([Ay ® Id)])

En conclusién si G = G x G, entonces

P(Acixa,) = Eo((X +Y)"))

donde X, Y son independientes con la misma distribuciéon que Gy y Go:

B(X™Y™ Xn2y™z. .. X Y =
E(an+n2+'“nk )w(yn1+n2+~--nk)

6. GRAFICAS CON RAiz

G= (ME,Uo),Ul eV
(4, 1).0(A) = A1
¢1(A*) = # caminatas de tamfio k que empiezan y terminan en k.

6.1. Producto Estrella (Booleano).

Definicién 6.1. Sean G; = (Vi,E1,01) y (G2 = Va,02) dos géficas con raiz.
El producto estrella de G; con G3, denotado por Gi * G es la grafica con
conjunto de vértices V = V; x V4 y conjunto de aristas E, de tal forma que para
(v1,w1), (v1,wa) € V1 x Va el arista e = (v1,w1) ~ (v1,ws2) € E siy sé6lo si alguna
de las condiciones se satisfacen

1. v1 =v2 =01y w1 ~ wy
2. V1 ~ V2 Yy W1 = W2 = 032.
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En este podemos escribir la matriz de adjacencia como A = A; ® P + P; ® As
donde P es la proyeccién a la raiz de Gi.

1 - 0
Pr=1
L0 - 0 ],
donde P; es la proyeccién a la raiz de Gj.
1 ... 07
Py = -
0 - 0,

Ejemplo 6.1. [

oo = O
S oo
o o oo
o o oo

0
0 1 0
P2®|:10]— 1

O =
—_ 1
&
s
Il
oo o o D—mMm

Podemos ver que A se puede escribir como suma de variables aleatorias indepen-
dientes en el sentido Booleano. Esto es,

P1((A1 @ Po)™1(Pr ® A2)™ -+ (A1 @ Po)™ (P @ Ag)"*) =
P1((AT" @ Po)(P1 ® Ag)™ -+ (AT @ Py) (P ® Ag)™*)
P1(ATTPLAT? P AT PL @ Py AR - Py ARY)
= P1(AT PLAT? Py AT Pr)pr (P A" - P2 ARY)
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6.2. Producto Mondétono.

Definicién 6.2. Sean G1 = (V1, E1) y (G2 = Vs, Ey) dos géficas. Fijamos un vertice
(02) € V3 (laraiz). El producto monétono de Gy con G, denotado por G1>,, G2
es la grafica con conjunto de vértices V = V; x V5 y conjunto de aristas F, de tal
forma que para (vy,ws), (v, w2) € Vi X Va el arista e = (v1,w1) ~ (v1,w2) € E si
y sélo si alguna de las condiciones se satisfacen

1. V1 = V2 Yy W1 ~ Wy

2. V] ~ Uy Y W = Wy = 02.

Nota 6.1. G; >,, G2 es subconjunto de G; x Gbs.

7. GRAFICAS ALEATORIAS
Gréfica aleatoria: {G, E}. E es una medida de probabilidad en 2V*V.

Ejemplo 7.1. Erdos Renyi. K,,{v;,v,;} existe con probabilidad p. Si ¢ # j,
V| = ’(2:) —n| es decir, si E C 2>V, P(E) = plFI(1 — p)lV*VI=IEI



