TEOREMA DEL LIMITE CENTRAL
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1. TEOREMA DEL LiMITE CENTRAL
Consideremos una sucesién {X,}~  de variables aleatorias independientes identicamente dis-
tribuidas y con momentos finitos.

Es de interés conocer los momentos de la suma normalizada de estas variables,

hmE a1+a2+...+aN "
N—o0 \/N ’

Primero veamos que podemos decir de los momentos para /V fija. Para esto sea n un entero positivo.
Dado que E es lineal se tiene

E((a; +..ax)) = > E(a,ar,..a.,).

1<r1,...,rpn <N

Ahora, notemos que como los a; tienen la misma distribucion y son independientes entre si, se tiene
la igualdad
E(ar(l)...ar(n)) = E(ap(l)...ap(n))

siempre que

r(i) =r(j) < p(i)=p(j) Vi,j
Esto quiere decir que el valor de E(ar(l)...ar(n)) depende solamente de que indices son iguales en
la n-tupla (r(1),...,7(n)).
Asi, toda la informacion sobre se puede “codificar” mediante una particion 7 = {Vi, V5, ..., V;}
de la siguiente forma. Dos nimeros p y ¢ pertenecen al mismo bloque si 7(p) = r(q) y en este
caso usamos la notacién (r(1),...r(n)). Entonces podemos asociar una particion a cada n-tupla y
reescribir la suma como

E((a+..an)") = Y E.AY

T particion
de {1,...,n}

donde
AN = #L(r(1),..7(n)) = 7 | 1 <r(i) < n}.
y E, es el valor comn de los indices asociados a 7.
Ahora queremos ver como se comporta AY. cuando N — oo Veremos que la mayoria de los

términos no tendran contribucién importante en la suma y entonces cuando N — oo se anularan.
Sea m = {V4, V5...V,} una particion del conjunto {1, ...n}. No es dificil ver (para cualquier tipo de
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independencia) que si una particion tiene un bloque con un sélo elemento r(7) entonces se tiene la
factorizacion

E(arq).--arm) = E(ar@)E(arq).-arm).
y dado que nuestras variables aleatorias cumplen E(a,(1y) = 0

E:=0

Esto dice que si E, # 0 el nimero de bloques, que denotamos por |r|, debe ser menor o igual que
n/2 pues cada bloque tiene al menos dos elementos.

Por otra parte dada un particion fija queremos conoce el nimero de formas de asociar a cada
bloque un indice diferente. Esto se puede hacer de N(N — 1)...(N — |n| 4+ 1) formas, que crece
asintéticamente como NI,

De lo anterior se concluye que

. (CLl + CLN)n T Air\] T |7|—n/2
g B (M) = 3 k= g 3 N

|| <n/2 |m|<n/2
—n/2

pero asintéticamente NI™ — 0si |m| < n/2. Asi, las unicas particiones que van a tener una
aportacion no negligible en la suma son las que sélo tienen bloques de tamafio 2, es decir, la parti-
ciones por pares. Eso es,

. (al + ...aN)" . —n/2
lim E (— = lim E N‘W‘ n/ k?w
v N N—o0

7 particion por
pares de {1,...,n}

= Z k.

7 particiéon por
pares de {1,...,n}
En particular de este férmula se sigue que los momentos impares son cero y para los casos pares
tenemos que
Er = E(ar)-ar@n) = E(ara) ) Eari) i) = o
y por lo tanto

ma(E) - ¥ - ¥

7 particiéon por 7 particiéon por
pares de {1,...,n} pares de {1,...,n}
= o"(# de particiones por pares de de {1, ..., 2n})
— O_Qn (271)'
2nn!

= 13)(5)...(2n—1)
De donde se sigue el Teorema de Limite Central

Teorema 1. Sea {a,}, | una sucesion de variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas, con media 0 y varianza o*. Entonces

: a+...+ay\" o2 EL - im = 2n
lim E - — AN ’
N—oo /N 0, en otro caso.




