ENERGIA EN MODELOS PREFERENCIALES

ABSTRACT. En este escrito se presentan las observaciones empiricas que
se realizaron a lo largo del verano sobre la energia de gréficas del modelo
de Albert-Barabési.

1. PRELIMINARES

1.1. Graficas y matrices. En este escrito trabajaremos con gréficas fini-
tas, simples y no dirigidas. Llamaremos grdfica a un par G = (V(G), E(G))
de conjuntos que satisfacen E(G) C [V(G)]?. Al conjunto V := V(G) se
le llama conjunto de vértices y al conjunto E := E(G) conjunto de aristas.
Decimos que una gréfica es simple si no tiene aristas de la forma (v,v) y que
es no dirigida si (u,v) € E implica que (v,u) € E.

Al niimero de vértices de una grafica G se le conoce como el orden de G,
denotado por |G|; al nimero de aristas de G se le denota por ||G|| y se lo
conoce como el tamano de G.

Se dice que dos vértices u, v son adyacentes, o vecinos, si (u,v) € F; en
caso de que esto ocurra, escribimos u ~ v. El grado de un vértice v es el
numero de vértices adyacentes a v en V', al cual denotamos por d(v). Deno-
tamos por ¢ al minimo grado en G y por A al maximo.

Un camino P de longitud k en G es una serie de vértices vy, v, -+ , v tal
que v; ~ v;y1 para toda i € {0,1,--- ,k—1}. Decimos en este caso que vy y
v, son conectados por Py les llamamos extremos. Diremos que un camino
P es simple si todos sus vértices son diferentes. Si vg,v1, -+ ,v5_1 €s un
camino simple, decimos que C' = vg, vy, ,Vp_1,v0 €s un ciclo.

Una grafica es conezxa si cualesquiera dos vértices de ella son extremos de
algin camino. Decimos que una grafica T es un arbol si T es conexa y no
contiene ciclos.

Dadas dos graficas G y H, decimos que H es una subgrafica de G si
V(H) CV(G) y E(H) C E(G). Decimos que una grafica G es bipartita si
existen V1, Vo C V(G) no vacios que satisfacen dos condiciones:

() V=VuhyVinh=90
(7i) Cada arista de E(G) conecta a un vértice de Vi con uno de V5.

Dada una grafica G de vértices V' = {vy, v, -+ ,v,}, definimos su matriz
de adyacencia A = A(G) como una matriz cuadrada de orden n = |G| donde

s 1 siwv; ~wj,
/A
0 en otro caso.
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Definimos los valores propios de la grifica G como los valores propios de
la matriz A(G). Dado que trabajamos con gréficas no dirigidas, A(G) es au-
toadjunta, por lo tanto si |G| = n, A(G) es diagonalizable y tiene n valores
propios reales que podemos denotar por Ai, As,- -, A,. Al conjunto de los
valores propios de G le llamamos el espectro de G.

1.2. Energia de una grafica. La energia de una grdfica es una invariante
que se obtiene a partir de los valores propios de la matriz de adyacencia de
la grafica. La energia de una gréfica G, denotada por £(G), se define como
la suma de los valores absolutos de sus valores propios, i.e.,

E(G) = |l
=1

donde Ay, - -+, A, son las n raices del polinomio det(xI, — A(G)).

Dada una matriz M, si denotamos por Tr(M) a su traza y a su valor
absoluto (M M*)'/2 por | M|, entonces la energfa de una gréfica G estd dada
por

E(G) =Tr(lAG)]) =) _AG)]
=1

1.3. Energia de un vértice. Con base en lo anterior, los autores de [4],
definieron la energia de un vértice v; con respecto a G, denotada Eg(v;)
como

Ea(v) = |A(G)is, paraie{l,---,n}.

De manera que podemos expresar la energia de una grafica como la suma
de las energias de todos sus vértices,

E(G) =Ec(v1) + -+ Ec(vn)

esto nos permite interpretar la energia de un vértice como la contribucién
que tiene ese vértice a la energia de la grafica, en términos de su relacién
con el resto de los vértices de la grafica.

1.4. Graficas hiperenergéticas e hipoenergéticas. Decimos que una
grafica G de n vértices es hiperenergética si £(G) > 2n — 2. Esto se debe a
la inicial conjetura de que la grafica completa K, era la grafica de n vértices
con la mayor energia, cuya falsedad se comprob6 rapidamente.

Por otro lado, llamaremos a graficas G con poca energia hipoenergéticas.
Diremos entonces que una gréafica G es hipoenergética si £(G) < n.
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1.5. Algunas cotas para la energia. En este escrito haremos uso de tres
resultados que se demuestran en [3] y [1].

Teorema 1.1 Para una grafica G con vértices vy, - - - , v, de grados dy, - -+ ,dp
tenemos

£(G) < zn: Vidi <V2mn
=1

Teorema 1.2 Para una grafica G y un vértice v € G de grado d
Ea(v) < Vd

La igualdad se da si y solo si la componente conexa que contiene a v es
isomorfa a una estrella S, para algin m € N con v en su centro.

Teorema 1.3 Si G es un arbol y v1,--- , v, es una cubierta de G con
grados di, -+ ,d,,, se tiene que

E(G) <2 Ea(vi)
=1

Corolario 1.4 Si G es un arbol y v1,--- , vy, es una cubierta de G con
grados dy, -+ ,d,

(@) < 2§j&;(w> < 2§j Vi
=1 =1

2. ALBERT-BARABASI

Numerosos sistemas naturales y creados por el hombre, incluyendo el
Internet, la World Wide Web y las redes de citas en documentos, entre
otros, se creen aproximadamente libres de escala (su distribucién de grados
sigue una ley potencial P(k) ~ k™7 ) y contienen una pequena cantidad
de nodos con un grado mucho mayor al del resto. Debido a esto, entre los
diversos modelos de redes que se tienen en la actualidad, los de conexién
preferencial resultan muy importantes en la actualidad.

2.1. El modelo de Albert-Barabasi. Existen diversas variaciones de este
modelo, pero nosotros solamente trabajaremos con la siguiente.

Comenzamos con dos nodos unidos por un arista a los que llamaremos v
y v2. En cada paso, se le agrega un nuevo nodo a la red, al que llamamos
v, Sl anteriormente se tenian exactamente n — 1 nodos. Este nodo se une
con exactamente uno de los nodos que tenia anteriormente la red mediante
un experimento aleatorio. Si p; denota a la probabilidad de que v,, se una
al nodo v; en este paso, se tiene que p; estd dada por

(d(v))”
Z?:_f d(v;)™

Di = donde o > 0.
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Al definir una grafica de esta manera, tenemos un modelo de conexién
preferencial debido a que en cada paso, los vértices de mayor grado son los
més propensos a aumentar dicho grado con el tiempo.

Nos interesa estudiar la energia de graficas que resultan de seguir este
modelo de graficas aleatorias para diferentes valores de «, enfocdndonos
especialmente en distinguir en qué casos las graficas tienden a ser hipoen-
ergéticas, es decir que £(G) < |G| para valores grandes de |G|.

2.2. Simulaciones. Conforme el valor del pardmetro a cambia, la influ-
encia que tiene el grado de un vértice en la probabilidad de que el grado
del mismo aumente cambia, teniendo este mayor influencia al aumentar « y
menor al disminuir. Asimismo, mayores valores de « hacen que la distincién
de los vértices de grados mucho mayores al resto resulte acentuada.

Debido a que entre los arboles de tamano constante, la estrella es la que
tiene la menor energia, conforme crece el valor de «, esperamos que para
algin « suficientemente grande, las gréaficas creadas con este modelo tiendan
a ser hipoenergéticas. Motivados por esto, buscamos conocer a partir de qué
valor de a esto comienza a ocurrir.

A continuacién, se muestran las razones entre la energia y el nimero de
vértices de graficas de este modelo, obtenidas al realizar simulaciones para
distintos valores de a. Aqui, que este cociente sea menor a 1 nos indica que
la grafica obtenida es hipoenergética.
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FIGURE 1. a =1
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FIGURE 5. aa = 0.7

Esto parece indicar que para un « cercano a 0.8 las graficas comienzan a
ser hipoenergéticas.
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2.3. Una cota en el limite. Como se probé en [2], si llamamos N(d) a la
cantidad de vértices de grado d en una grafica G de n vértices que sigue el
modelo de Albert-Barabasi con pardmetro o = 1. Sea

4
T @A+ )+ 2)
para € > 0. Con probabilidad tendiendo a 1 cuando n — co tenemos

N(d)

(1-€ag < ——<(1+€)ayg
n

para cada d en el rango 0 < d < nt/15,

Sabiendo esto y usando que para m € N

- 4 1 1 2 2
;(d>(d+1)(d+2) :2;<d+d+2_d+1> Ry

Si llamamos S a la suma de las raices de los grados y usando la proposicién
anterior

1/15
S_Z" N(d) B "Z 4/d " N(d)
noeon i = o @d+Dd+2) 2 n #vd

nl/15

4 2 /n
; (Vd)d+1)(d+2) " n(nl/1512)
nl/15 4 1

= X Vads )Ty “(\/ﬁ)

que cuando n — oo se aproxima con probabilidad 1 a

m

d=nl/1541

IN

o0

4
; Viar D~ 1.28138

Al tomar la cubierta de la grafica G que consta de todos los vértices de grado
al menos 2, tenemos que la suma de las raices de sus grados S’ se aproxima
a

[e.e]

4
3 n ~ 0.61471n
= (Vd)(d+1)(d +2)
Debido a esto y al hecho de que la energia de una cubierta es al menos la
mitad de la energia total de la gréafica, podemos concluir que cuando n — oo

E(G) < 28 ~1.22942n

Para reducir la cota que nos da la cubierta, nos fijaremos en los caminos
maximales {xzg,z1, - ,Tp+1} tales que deg(x;) = 2 para cada 1 < i < n
y deg(xo) < deg(xp+1). Para cada uno de estos caminos pasa una de tres
cosas:

Caso 1: deg(zp) =1,n=1

Podemos agregar x1 a la cubierta y quitar x5. Al hacerlo, la suma de las
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raices de los grados disminuye en (v/2 — 1)

Caso 2: deg(zp) > 1,n=1

Podemos quitar x4 de la cubierta. Al hacerlo, la suma de las raices de los
grados de los vértices se reduce en /2

Caso 3: n>1

Podemos quitar los vértices xor11 para 1 < 2k 4+ 1 < n de la cubierta,
removiendo asi | §] de los vértices y reduciendo asf la suma de las raices de
los grados en ﬂL%J > n(v/2 —1) paran > 1.

FEn cada uno de estos casos, la suma de las raices de los grados en la cubierta
disminuye en al menos v/2 — 1 por cada uno de los vértices de grado 2 que
hay en el camino. Debido a esto, al realizar estos cambios para cada uno de
los caminos en la cubierta anterior reducimos la suma de las raices de los
grados de la cubierta en al menos V2-1 por cada vértice de grado 2. Dado
que la proporcién de estos tiende a W = %, si denotamos por S” a la
suma de las raices de los vértices de la nueva cubierta, obtenemos la cota

E(G) <28 < 25’—(*/56_1)” ~2 ((0.61471n) = (\@6?1)”) ~ 1.09135n
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