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Factorizacion Cholesky para matrices dispersas

Describiremos tres estrategias para disminuir el tiempo y uso de memoria en la factorizaciones
Cholesky:

e Reordenar los renglones y columnas de la matriz del sistema de ecuaciones para reducir el
tamafio de las matrices resultantes de la factorizacion.

e Utilizar la factorizacion Cholesky simbolica para obtener la factorizacion exacta y formar con
¢sta matrices ralas sin elementos cero.

e Secleccionando la secuencia de llenado de la factorizacion es posible paralelizar [Heat91].

Para matrices ralas, resultantes de problemas de elemento finito, se puede reducir la complejidad
del algoritmo a casi O (n(A)), tanto en tiempo de ejecucion como en memoria utilizada.

Las estrategias anteriores son aplicables también a la factorizacion LU aplicada a matrices no
simetricas en cuanto a sus valores, pero simétricas con respecto a su estructura.
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Reordenamiento

Sea A x=Db un sistema lineal de ecuaciones,

A, A, Ay A x b,
Ay Ay Ay Ayl X, — b,
Ay Ay, Ay Az || X, b, ’
Ay Ay Ays Ayl \xy b,

podemos cambiar el 6rden de las incognitas en x, por ejemplo

Lo que hace necesario cambiar el orden del las entradas en A y b. Sea A'x'=b",

Ay Ay Ay, Ay || X b,
A A4y Ay Ay || x — b,
Ay Ay Agy Ags| Xy b,
Ayy Ay Ayy Ay, b

2

Al resolver este nuevo sistema de ecuaciones tendremos el mismo resultado que pero otro orden.
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Matrices de permutacion

Una matriz de permutacion es una matriz cuadrada con solo un “1” por renglon y por columna, el
resto de las entradas es 0. Por ejemplo, sea P,

O 1 0 O
0O 0 0 1
P= :
1 0 0 O
O 01 0
Sea A la matriz
a b ¢ d
A=|¢ J & |
i j k1
m n o p

Multiplicando P por la izquierda de A crea un reordenamiento de A por renglon

O 1 0 O\fa b ¢ d e f g h
PA:OOOlefgh:mnop.

1 0 0 O|\i J k I a b ¢ d

0O 01 Ofim n o p i j k1
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Multiplicando por la derecha el reordenamiento es por columnas

a b ¢ d||0 1 0 O c a d b
AP:efghOOOlzgehf
i j k []|1 0 0 O k1 [ ]
m n o p/\0 0 1 O o m p n

Si A es una matriz simétrica, dada P una matriz de permutacion, las permutaciones
(reordenamientos) de renglon del tipo

A' € PA,
o de columna

A' € AP,
destruyen la simetria de A [Golu96 p148].

Para preservar la simetria de A solamente podemos considerar reordenamiento de las entradas de
la forma

A' ¢« PAP'.
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Siguiendo el ejemplo,

0O 1 0 Olfa b ¢ d||0 O 1 O\ |f h e g
PAPT:OOOI ?fgh lOOO:npmo.
1 0 0 O)li j k []|0 O O 1 b d a c
0O 01 O/f\m n o p/\0 1 0 O jg L i k

Es de notar que esta permutaciones mantienen los elementos en la diagonal. La diagonal de PA P’
es un reordenamiento de la diagonal de A.

Si A es positiva definida, entonces PAP' es ademas positiva definida para cualquier permutacion
de la matriz P.

Ademas, (P APT) tiene los mismos eigenvalores, determinante y traza que A. Esto es estudiado en
la teoria espectral de grafos.

Vamos entonces a resolver el sistema reordenado

[PAPT)(Px)=(PD)].
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Ahora veamos cual es el beneficio de reordenar. Recordemos la notacion n(L), que indica el
numero de elementos no cero de L.

Buscamos reordenar los renglones y las columnas de A, de tal forma que se reduzca el nimero de
entradas no cero de la matriz factor L.

o

L

En este ejemplo la matriz A es de tamafio 556556, con n(A)=1810, la matriz L, con
4! (L):8729, es el resultado de la factorizacion Cholesky de A.
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Ahora, con un cierto reordenamiento, tenemos que la matriz de rigidez A' con n(A')z 1810 (la
misma cantidad de elementos no nulos que A) y su factorizacion L' tiene n( '):3215.

A.'a.

Es decir reducimos el nimero de entradas no cero de la factorizacion en
mL'|=3215 5o
n(L)=8729

http://www.cimat.mx/~miguelvargas 8/36




Consideraciones

La eleccion del reordenamiento (o permutacion P) tendra un efecto determinante en el tamafio de
las entradas no cero de L.

Calcular un “buen” reordenamiento de la matriz A que minimice las entradas no cero de L es un
problema NP completo [Yann81].

Existen heuristicas que generan un reordenamiento aceptable en un tiempo reducido. Estas
heuristicas estan basadas en operaciones con grafos.

El reordenamiento del grafo de una matriz dispersa es equivalente a aplicar una matriz de
permutacion.
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Ordenamiento de grafos

Sea G= ( V,E ) un grafo con n vértices V junto con m aristas E,

Un ordenamiento (o etiquetado) a de G es simplemente un mapeo del conjunto [1,2,..., n] enV,
donde n denota el nimero de nodos de G. El grafo ordenado (o etiquetado) por a sera denotado
como G“=(V*, E%|.
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Sea A una matriz dispersa, simétrica, de tamano nXn, el grafo ordenado de A, denotado por
GA:( A, EA), en el cual los n vértices de G* estan numerados de 1 a n, y [v,., vj}EEA s1y solo si

A;,=A4,,#0,i# j. Aqui v, denota el nodo de J* con etiqueta i.

e o o o - o
o o - o
° o - o
A=|e @ ° °
° ° °
° °
o o °

° : °
T °
- e e - °
PAP'=l- - - o o o
° - e e e e
e o o o
° ° °
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Para cualquier matriz de permutacion P#1, los grafos no ordenados (o etiquetados) de A y PAP'
son los mismos pero su etiquetado asociado es diferente.

Asi, un grafo no etiquetado de A representa la estructura de A sin sugerir un orden en particular.
Esta representa la equivalencia de las clases de matrices PAP'.

Regresando a nuestro problema con L. Encontrar una “buena” permutacion P de A que minimize
el nimero de entradas no-cero en L equivale a encontrar un “buen” ordenamiento de su grafo

[Geor81].

Vamos ahora a ver un par de estrategias basadas en manipulacion de grafos que permiten
minimizar ¢l nimero de entradas no-cero en L.
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Adyacencia
Dos nodos u, veEV en un grafo GZ(V, E) son adyacentes si |u, v|€E.
Para ve V', el conjunto adyacente de u, denotado adj ([u]) 6 adjlu), es

adj(u):[VE V\|u | [u,vJEE}.

Por ejemplo: adj(4):{1,2,7], adj(6)=[1}.

e o o o - o
e o - o
° ° °
A=(eo o ° °
: o - o °
° Y
o o °

Las adyacencias de un nodo equivalen a las entradas no-cero de un renglon fuera de la diagonal.
Para U c V', el conjunto adyacente de U, denotado como adj(U ), es

adj(U)Z[veV\U | \u,v|€E para alglin uEU}.

Por ejemplo: adj(|5,7])=[3,4].
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Grado

Para UcV, el grado de U, denotado por gr(U], es simplemente el numero |adj (U )
denota el nimero de miembros del conjunto §.

, donde |S|

En el caso de que se trate de un solo elemento, consideraremos gr ([u])z gr (u)

e o o o °
e o - o
° o - o
A=|(eo o ° °
: o - o °
° S
e o - o

Por ejemplo:
adj(4)=[1,2,7/, gr(4)=3.

Por ejemplo:
o adj((5,7)=(3,4], gr([5,7})=2.

El grado de un nodo equivale al nimero de entradas de un renglon fuera de la diagonal.
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Algoritmo de grado minimo

La heuristica mas comun utilizada para realizar el ordenamiento de un grafo es el algoritmo de
grado minimo.

La version basica de éste es [Geor81 pl116]:

Dada un matriz A y su correspondiente grafo G,
i € 1
repetir
En el grafo G,_, Vl._l,El._l), elegir el vértice v, que tenga el grado minimo.
Formar el grafo de eliminacion Gl.( V., El.) Como sigue:
Eliminar el vértice v, de G,_, y sus aristas inicidentes
Agregar aristas al grafo tal que los nodos ad;j (vl) sean pares adyacentes en G;.
[ € i+1
mientras i<| V|

Cuando el grado minimo se presenta en varios vértices, se elige uno de forma arbitraria.
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A continuacion un ejemplo de una secuecia dada por el algoritmo de grado minimo:

I Grafo de eliminacién G,_, X; gr(xl.)
2
1
1 4 6 1
6 3 !
5
2
1
2 4 5 2
- 7
5
2
3 1 4 7 2
7
3
2
4 I 4 2 2
3
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I Grafo de eliminacion G,_, X; gr(xl.)

1 4

6 4 1
3)

7 © 3 0

La secuencia de eliminacion es entonces 6, 5, 7, 2, 1, 4, 3. Este es el nuevo orden para generar la
matriz A', lo que equivale a la matriz de permutacion

0O 000 0120
0O 0001 00
0 0 000 0 1
P={0 1 0 0 0 0 Of.
1 00 00 0O
0O 001 0020
0O 01 00 0O

Versiones mas avanzadas de este algoritmo pueden consultarse en [Geor89].
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Algoritmo de diseccion anidada

Ahora vamos a revisar brevemente el método de diseccion anidada, el cual funcione muy bien para
para matrices resultantes de problemas de diferencias finitas y elemento finito.

La principal ventaja de este algoritmo comparado con el de grado minimo es la velocidad y el
poder predecir las necesidades de almacenamiento.

La ordenacion producida es similar a la del algoritmo de grado minimo.
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Separador

Consideremos un conjunto separador ScV en G= ( V,E ), cuya remocion de G desconecta el
grafo en dos conjuntos de vértices RV y SV no vacios, tal que

RNS=0,SNT=0,RNT=0y RUSUT=V

En el siguiente ejemplo V' =[1,2,...,13], sea §=[1,10,13| un separador de G=(V', E|, el cual, al
ser removido del grafo obtenemos

R=14,3,7,8,11| y T={2,5,6,9,12]

Esta procedimiento aplicado de forma de forma recursiva se conoce como algoritmo de diseccion
anidada generalizado [Lipt79].
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La 1dea es tratar de dividir el grafo buscando que R y T sean de igual tamafio con un separador
pequenio. Este es un algoritmo recursivo que emplea la estrategia de divide y venceras, a
continuacion describimos una version simplificada del algoritmo.

Diseccioén G(V, E)
Si |G|<p
Los nodos de V' son ordenados arbitrariamente
(puede utilizarse el algoritmo de grado minimo)
si_no
- Buscar un separador S'CV tal que al removerlo de G queden
dos conjuntos de vértices disconexos R y T tal que |R|~|T|.
Eliminar de E todas las aristas con conexiones con .
Diseccion G(R,E)
Diseccion G(T, E)
Ordenar los nodos de § con los numeros mas grandes.

El algoritmo es recursivo y numera los nodos de G tal que la eliminacion gaussiana rala
(factorizacion Cholesky rala) es eficiente.

Una version mejorada del algoritmo se puede consultar en [Kary99].
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A continuacion un ejemplo de una secuecia dada por el algoritmo de diseccion anidada:

Arbol de dependenicas

1,2,3,4,5,6,7,
8,9,10,11, 12,
13, 14, 15, 16,

17, 18, 19, 20

5,2, 10,
13,17

N\

19 45 39 79
8, 11, 14

6, 12, 18, 20,
9,15, 16, 19
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Arbol de dependenicas

5,2, 10,
13, 17

N\

17 49 39 7)
8, 11, 14

6, 12, 18, 20,
9,15, 16, 19

[

»
U
U

»

w B~
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Grafo Arbol de dependenicas

L 5.2.10
& o 13,17
20)
®

o O\

16 7,8 12, 15
11) 9) /\ /\
19 1, (11, |18, | 6,9,
14 4, |14] |20/ |16, 19
3
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A partir del arbol de dependencias final se crea la secuencia para la renumeracion de los nodos,

enumerando de las hojas hasta la raiz de forma recursiva.

5,2, 10,

13,17

12, 15

7,8

19,9, 16, 18, 20, 12, 15, 1, 3,4, 11, 14, 7, 8, 5, 2, 10,

9

La secuencia de eliminacidn es entonces 6

[=NeleNe =R Reelelolel=Ne o X === i)

=R oNeBeleoleolo=RelcBeoBeoloNeo = o BN X =]

SO OO T OO OO OO OO0 OO0 o000

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
1

S OO O OO OO OO oo o0 O

lo que equivale a P igua a

SO OO OO OO MO O OO oo o0 O

©
[=RejeBelelsolo == leh o NeleclocNeBe NN =]

[=Nelelel-eheeleleol=R=-eholelole - k=
SO DO OO O~ DD oo Do oo oo o0 o
[=Releelele el =R=elel leleleleleBelel =]
[=RejeBelelelol=h=-Reheleolelolelelel i ==
SO~ OO OO DD DD OO OO0 o000
SO DD OO DD DD OO OO0 VOO0 OO0 O
[=ReeBelels - =R=Nahelelell el el Nl
—HO O OO DO DO DD OO OO oo o0 O
[=Reelelolole =l =ehlelloele el il —d =l ]
SO DD DO DD DD OO VO oo o oo o0 o
[=Releelelelel=R=h Releleloleh-Ne el =]
[=Releeleolelel=R=Rehelele el =Rl = =]

SO DD OO OO OO OO0 OO0 O

U
A

I4

13, 17. Este es el nuevo orden para generar la matriz A

%
o
)
—
©

=2
o
=

D
S
!

~
X
£

o
©

£
<
3
S

2

=
o

s

<



Este algoritmo produce reordenamientos como en el siguiente ejemplo de elemento finito
\Vi

%

7l
ol
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El reordenamiento utilizando diseccion anidada es

il
|l

La factorizacion produce n(Lr)=39,465. Es decir

n|L")=39,465
nlL)=128,476

=0.3072.
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Usando la libreria METIS para reordenar matrices

Es una libreria para particionar grafos y ademas tiene rutinas para reordenar matrices:
http://glaros.dtc.umn.edu/gkhome/metis/metis/overview

Vamos a utlizar la funcion METIS NodeND.

void METIS_NodeND(int* n, idxtype* xadj, idxtype* adjncy, int* numflag, int* options, idxtype* perm,
idxtype™ iperm)

Esta funcion calcula un reordenamiento que reduce el fill-in de la factorizacion de una matriz rala,
utiliza el algoritmo multinivel de diseccion anidada.

n Number of nodes in the graph

xadj, adjncy The adjacency structure of the graph.

numflag Used to indicate which numbering scheme is used for the adjacency structure of the
graph. numflag can take the following two values:
0 C-style numbering is assumed that starts from 0
1 Fortran-style numbering is assumed that starts from 1

options This is an array of 8 integers that is used to pass parameters for the various phases
of the algorithm.
If options[0]=0 then default values are used.

perm, iperm | These are vectors, each of size n. Upon successful completion, they store the fill-
reducing permutation and inverse-permutation.
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Ejemplo

—
(\O)
W
N~
N
@)

* ¥ X ¥
*
*

SN DN AW

Matriz A Grafo G

intn =6;

int xadj[7] = {1, 8, 6, m 13);

int adjncy[12] = {2, 6, 2,5, 2808l 1, 5};

int numflag = 1;

int options[8] = {0, 0, 0, O, O, 0, 0, 0};

int perm|[6];

int iperm[6];

METIS NodeND(&n, xadj, adjncy, &numflag, options, perm, iperm);
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Resultado
perm=1{4,2,6,5,3, 1}
iperm = {6, 2,5, 1, 4, 3}

| " n
2 * %
3 * ok %
4 * ok %
5 * * %
6 * *
Matriz P AP' Grafo G**"

Vamos a utilizar perm e iperm para reordenar la matriz 4 y el vector b.
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Reordenamiento

Para reordenar la matriz rala A a partir de perm e iperm, para obtener A'=P AP', podemos

utilizar el siguiente algoritmo:

parai¢1...n
J € perm;

Reservar espacio en Jl.(Ar), tal que
para kél,z...‘Jj(A)‘

l«J'[A)

m € iperm,

T AT em

ANTEIN

fin_para
Los indices de Jl.(Ar) no estaran en orden ascendente, reordenar Jl.(Ar) y Vl.(Ar).

s A=l (A

fin_para
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Hay que reordenar b para obtener un vector b'=P b.
parai€¢1,2...n

J € perm,

b, «b,
fin_para

Podemos entonces resolver el sistema

. O T
Finalmente hay que reordenar x' con la permutacion inversa para obtener x=P x'.
parai¢1,2...n

J €iperm,
r
X €X;
fin_para
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En Linux/Unix es mas simple si utilizan el manejador de paquetes de su distribucion (synamptic,
apt-get, etc).

La libreria METIS esta diseniada para trabajar con C, para utilizarla con C++ es neceario usar:

extern "C"

{

#include <metis.h>

}

Para compilar:

g++ -0 ejecutable codigo.cpp —-lmetis
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Cdodigo de ejemplo completo

extern "C"

{
}

#include <stdio.h>

#include <metis.h>

int main(void) {
intn=6;
int xadj[7]={1, 3, 6, 8, 9, 11, 13};
int adjncy[12]={2,6, 1, 3,4, 2,5, 2, 3, 6, 1, 5};
int numflag = 1;
int options[8] = {0, 0, 0, 0, O, O, 0, 0};
int perm[6];
int iperm|[6];
METIS_NodeND(&n, xadj, adjncy, &numflag, options, perm, iperm);
printf("node perm iperm\n");
for (inti=0;i<n; ++i)
printf(" %i  %i  %i\n", i + 1, perm[i], iperm(i]);

return O;
}
node perm iperm
1 4 2
2 1 5
3 5 4
4 3 1
5 2 3
6 6 6
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Como instalar METIS desde el codigo fuente

Bajar el codigo fuente de METIS de:
http://glaros.dtc.umn.edu/gkhome/fetch/sw/metis/OLD/metis-4.0.3.tar.gz

Ir al directorio donde se bajo METIS y ejecutar:

tar xzf metis-4.0.3.tar.gz
cd metis-4.0.3

make

mkdir -p ~/metis

cp Lib/*.h ~/metis/.

cp libmetis.a ~/metis/.

Esto compila e instala el METIS en su directorio home.

Para compilar el ejemplo anterior hay que usar:

g++ -o test -I ~/metis test.cpp -L ~/metis -lmetis

Los parametos extra son:

-| ~/metis Donde buscar los headers de metis
-L ~/metis Donde buscar la libreria de metis
-Imetis Enlazar la libreria metis con el cadigo
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; Preguntas”

miguelvargas@cimat.mx
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