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Gradiente biconjugado

El método de gradiente biconjugado se basa en el método de gradiente conjugado y al 1gual que
¢ste sirve para resolver systemas de ecuaciones lineales

Ax=Db,

con la diferencia que A €R™”*" no tiene que ser simétrica.

Este método requiere calcular un pseudo-gradiente ¥, y una pseudo-direccion de descenso p,.

El método se construye de tal forma que que los pseudo-gradientes ¥, sean ortogonales a los
gradientes r, y que las pseudo-direcciones de descenso p, sean A-ortogonales al las direcciones
de descenso p, [Meie94 pp6-7].

S1 la matriz A es simétrica, entonces el método es equivalente al gradiente conjugado.

No garantiza convergencia en m pasos como lo hace el gradiente conjugado.
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Requerimos ahora hacer dos multiplicaciones matrix-vector. El algoritmo seria [Meie94]...

X,, coordenada inicial

r, € b—Ax, gradiente inicial

r, ¢ r, pseudo-gradiente inicial

p, € r, direccion de descenso inicial

p, € r, pseudo-direccion de descenso inicial

¢, tolerancia.

k < 0
mientras ||rk||>a
w € Ap,
~~ TN
w ¢ Ap,

~T
r,r,
P:W

Pisi € Yo HBrsi Ps

§k+1 < ?k+1+ﬁk+lrﬁk
k «— k+1
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Gradiente biconjugado precondicionado

Sigue la misma 1dea que el gradiente conjugado precondicionado, utiliza un precondicionador para
mejorar la convergencia del algoritmo. Hay que hacer dos multiplicaciones matrix-vector. Hay que
resolver dos sistemas de ecuaciones en cada paso.

X,, coordenada inicial mientras ||l'k||>8
r, € b—Ax, gradiente inicial w € Ap,
r, € r, pseudo-gradiente inicial W« AP,
—1
qQ € M r, T’Jiqk
q. € (M_I)TN o € 7
qo ry P, W
RO ¢« (,1\9 direccion de descenso inicial X, € X, +o,p,
P, € (, pseudo-direccion de descenso r,,, € r,—o,w
]EC, t:)_le:)ancia ¥, € T,—a,W
—1
Q1 € M 1
G, € MY'F
Qs+ Ly
~T
Vi1 Qi+
Iy qy
Piri € Qe tPrs Ps
Piet € Qe tBrsi Ps
k € k+1
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Precondicionador LU incompleto

Es andlogo al precondicionador Cholesky incompleto, pero ahora el precondicionador esta
formado por dos matrices

M=G,H,
donde G, es una matriz triangular inferior rala y H, una matriz triangular superior rala que tienen
estructuras similares a la factorizacion LU de A €R™™".

La estructura de G,, serd igual a la estructura de la parte triangular inferior de A.
La estructura de G, serd igual a la estructura de L (factorizacion LU de A.)
La estructura de H, sera igual a la estructura de la parte triangular superior de A.
La estructura de H  serd igual a la estructura de U (factorizacion LU de A.)

Los valores de G, y H, se llenaran utilizando la formulas de la factorizacion LU, asi

-1
Hij:Aij_kZl Gikaj parai> j,
i—1
Hii:Aii_Z G H,,
k=1
i—1

! AJ-,-_Z ijHki) parai> j,

iy

11

G

k=1

G =1

11
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Factorizacion Cholesky simbolica truncada

Para una matriz rala A, definamos
a, £ \k>i | 4,#0],i=1...n,

1

como el conjunto de los indices de los elementos no nulos del renglon i de la parte estrictamente
triangular superior de A.

De forma analoga definimos para la matriz H,, los conjuntos

h, £ |k>i | H,#0|,i=1...n.

1

Para la matriz ejemplo siguiente, el conjuto a, contendra [3,4]; el conjunto A, contendra [3,4, 6}.

Ay A, A Hy, Hy H

Ay Ay |4y Ay, H,y, \Hy; Hy, H,

A= Ay, Ay Ay H = Hyy Hyy Hiys Hiyg

Ay Ay t H,, Hys Hyg

A5, Ass Asg Hys Hig

Ag, Ags  Age H g
a,=(3,4| h,=3,4,6
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Requeriremos de conjuntos r, que seran usados para registrar las columnas de H, cuyas estructuras
afectaran al renglon i de H..

for i
F;

fori ¢ 1,2,...,n
h, € a

for each jer,
h, € hU{x€h|x—i<t|\[i]
min|j€h,| if h#0
i other case
r, ¢ erIi]

p(—

Esta algoritmo de factorizacion simbdlica es muy eficiente, la complejidad en tiempo y espacio es
de orden O(n(Ht)).
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El algoritmo del gradiente biconjugado con precondicionador LU incompleto (LUI) es:

X,, coordenada inicial mientras ||r,[>¢

G, H <LUL(A| w ¢« Ap,

r, ¢ b—Ax, gradiente inicial W« AD,

r, € r, pseudo-gradiente inicial ¥, q,
Resolver G, H,q,=r, % € Piw
Resolver H, G, {,=T, X1 € Xptopg

Mg € =0 W

< , direccidn de descenso inicial
0 O ~y ~yY —_— N
r,.,, € r,—o,w

ﬁo \ '(]0, pseudo-direccion de descenso

g, tolerancia Resolver G, H,q,,,=r,,
T T~ ~
k < 0 Resolver H, G, (,,,=T,.,
T q
k+1Mk+1
I qx

pk+1 < qk+1 +Bk+1 pk
Pisi € QpartPBrer Pi
k € k+1
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; Preguntas”
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