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Factorizacion Cholesky para matrices completas

Un sistema de ecuaciones
AXx=Db,

con una matriz A €R"™" simétrica positiva definida, puede ser resuelto aplicando a esta matriz la
Na 1T p p p
factorizacion Cholesky

A=LL",

donde L es una matriz triangular inferior. Esta factorizacion existe y es tnica [Quar00 p80].

Las formulas para determinar los valores de L son

1
Li':—
’ Ljf

ji—1
Aij_kzl Ll.ijk), parai>j

—1

> L,

J
k=1

ij:\/Ajj_

Para matrices completas, la complejidad computacional de este algoritmo es de érden O (n3)
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Sustituyendo A x=b tenemos por la factorizacion A=LL", tenemos

LL x=b,
hagamos
z=L'x
y entonces tendremos dos sistemas de ecuaciones triangulares
Lz=Db,
L' x=z.

Con L z=Db se resuelve para z haciendo una sustitucion hacia adelante con
i—1

1
Zi_L— yz'_z Lz,
i7 k=1
T . . ’
y con L' x=1z resolvemos para x sustituyendo hacia atras con

n
_1 S0
Xi——1| 4 ik Xk |-
Lii k=i+1
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Factorizacion Cholesky para matrices ralas

Describiremos tres estrategias para disminuir el tiempo y uso de memoria en la factorizaciones
Cholesky:

e Rcordenar los renglones y columnas de la matriz del sistema de ecuaciones para reducir el
tamafio de las matrices resultantes de la factorizacion. (Proxima clase)

e Utilizar la factorizacion Cholesky simbolica para obtener la factorizacion exacta y formar con
¢sta matrices ralas sin elementos cero.

e Secleccionando la secuencia de llenado de la factorizacion es posible paralelizar [Heat91].

Para matrices ralas, resultantes de problemas de elemento finito, se puede reducir la complejidad
del algoritmo a casi O (n(A)), tanto en tiempo de ejecucion como en memoria utilizada.

Las estrategias anteriores son aplicables también a la factorizacion LU aplicada a matrices no
simetricas en cuanto a sus valores, pero simétricas con respecto a su estructura.
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La siguiente trabla muestra resultados comparando la solucion de la ecuacion de Poisson en 2D,
comparando la factorizacion Cholesky con el gradiente conjugado con precondicionador Jacobi.

Number of nnz(A) nnz(L) Cholesky CGJ
equations Time [s] Time [s]
1,006 6,140 14,722 0.086 0.081
3,110 20,112 62,363 0.137 0.103
10,014 67,052 265,566 0.309 0.184
31,615 215,807 1'059,714 1.008 0.454
102,233 705,689 4’162,084 3.810 2.891
312,248 2'168,286 14'697,188 15.819 19.165
909,540 6'336,942 48'748,327 69.353 89.660
3’'105,275 21°'681,667 188'982,798 409.365 543.110
10'757,887 75°202,303 743'643,820 2,780.734 3,386.609
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Factorizacion Cholesky simbolica

Recordemos la notacion m (L), que indica el nimero de elementos no cero de L.

o

L

En este ejemplo la matriz A es de tamafio 556X556, con n(A)=1810, la matriz L, con
M (L)=8729, es el resultado de la factorizacion Cholesky de A.
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Cuando trabajamos con matrices grandes y disperasas, se desperdicia mucho tiempo si se calcula
L utilizando

1
Li‘j:r

j—1
Aij_z Liijk) y
k=1

JJ

j—-1
. Z 2

dado que hay muchas entradas L, ; que son cero.

La solucién a este problema es determinar a priori que entradas L, ; de L son distintas de cero y

entonces solo llenar éstas utilizando una version de las ecuaciones anteriores para matrices
dispersas.

El algoritmo para determinar los elementos distintos cero en L se le denomina factorizacion
Cholesky simbolica [Gall90 p86-88].
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El algoritmo

Para una matriz rala A, definamos
a, £ [k>i | 4,#0),i=1...n,

l

como el conjunto de los indices de los elementos no nulos del renglon i de la parte estrictamente
triangular superior de A.

, . . . . T .
De forma analoga definimos para la matriz triangular superior L', los conjuntos

I, @ [k>i | L,;#0),i=1...n.

1

Para la matriz ejemplo siguiente, el conjuto a, contendra {3,4]; el conjunto I, contendra |3,4,6/.

A4, Ay Ay Ly, Ly, Ly

4y, Ay, |4y Ay Ly, |Lys Ly Lyg

A= Ay, Ay, Ay L = Ly; L3y Lys Ly

Ay Ay Ly Lys Ly

A, Ass Asq Lss L

Ag, Ags  Agq Lig
a,=(3,4| 1,=|3,4,6]
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. . , . T
Requeriremos de conjuntos r, que seran usados para registrar los renglones de L.* cuyas estructuras

afectaran al renglon i de L.

fori € 1,2,...,n
r, € 4

fori ¢ 1,2,...,n
I, € a
for each jer,
I, « LUl \{i]
if |, #8
p € min|j€El]
r, ¢« rpu[i]

Después de crear la estructura de L' se procede a crear la estructura de L.

Esta algoritmo de factorizacion simbdlica es muy eficiente, la complejidad en tiempo y espacio es
de orden O(n(L)).
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Matrices dispersas como grafos
Un grafo estd formado por un conjunto de vértices y un conjunto de aristas G= ( V,E )
e L os vértices estan numerados, V' es el conjunto de todos los vértices.

e (ada arista conecta dos vértices. El conjunto de aristas E esta formado por pares no ordenados
de vértices. Los grafos en los cuales no importa el orden se llaman grafos no dirigidos.

Por ejemplo:

En este caso, el conjunto de vértices es
V=1,2,3,4,5|,
el conjunto de aristas es
E=((1,2],(1,3],(1,5.(3,4],(4,5)]
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Una matriz dispersa con estructura simétrica se puede representar como un grafo no dirigido.
Sea A una matriz dispersa de tamafo n X n.

Cada vértice del grafo de A representa un renglon (columna) de la matriz, V ={v, v, ..., vn}.

El nimero de aristas es igual al numero de entradas no cero de la matriz n(A), asi
EZ[eLez,...,en(Aﬂ.

Cada entrada no cero de la matriz a,;#0 es representada con una arista ek:(v,.,v J.), con
k=1,2,...,mA).

Ejemplo:
31 51 0 3 0
1 1 05 0 0 O
502 0 4 0 O
A=|1 5 0 9 0 0 6
0O 04 0 2 0 11
300 0 0 5 0
O 0 0 6 11 0 1
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En el grafo no estan representados los valores de la matriz, solo la estructura que forman las
entradas distintas de cero.

e o o o °
o o - o
° o - o
A=(eo o ° °
: o - o °
° Y
o o °

En este caso, el conjunto de vértices es
V=1,2,3,4,5,6,7,
el conjunto de aristas es
E=(11,2],1,3],(1,4],1,6],(2,4],[3,5],(4,7],15,7]]
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Adyacencia
Dos nodos u, veEV en un grafo GZ(V, E) son adyacentes si |u, v|€E.
Para ve V', el conjunto adyacente de u, denotado adj ([u]) 6 adjlu), es

adj(u):[VE V\|u | [u,vJEE}.

Por ejemplo: adj(4):{1,2,7], adj(6)=[1}.

® © o o - o
o o - o
° ° °
A=(eo o o - °
: o - o °
° Y
o o °

Las adyacencias de un nodo equivalen a las entradas no-cero de un renglon fuera de la diagonal.
Para U c V', el conjunto adyacente de U, denotado como adj(U ), es

adj(U)Z[ve V\U | \u,v|€E para algliin u€ U}.
Por ejemplo: adj(|5,7])=[3,4].
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Grado

Para UcV, el grado de U, denotado por gr(U], es simplemente el numero |adj (U )
denota el nimero de miembros del conjunto §.

, donde |S|

En el caso de que se trate de un solo elemento, consideraremos gr ([u])z gr (u)

e o o o °
o o - o
° o - o
A=|(eo o ° °
: o - o °
° S
o o - o

Por ejemplo:
adj(4)=[1,2,7/, gr(4)=3.

Por ejemplo:
o adj((5,7)=(3,4], gr([5,7})=2.

El grado de un nodo equivale al nimero de entradas de un renglon fuera de la diagonal.
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Factorizacion simbdlica como transformacion de grafos

Esta puede ser vista como una secuencia de grafos de eliminacion [Geor81 pp92-100].

Vamos a continuacion a encontrar, para una matriz rala A, las entradas no cero de su factorizacion
Choleksy L.

Dada H,= A, podemos establecer una correspondencia entre una transformacion de H, a H, como
los cambios correspondientes en sus respectivos grafos.

Denotamos la estructura de la matriz H. por el grafo G".

, H
Asi, para H, tenemos G,

o o o o °
o o - o
° o - o
H)=|o o ° °
° ° °
° : °
o o )

El algoritmo es...
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1) Eliminar el vertice @ y sus aristas incidentes.

© o o o °
o o - o
° o - o
H)=|o o ° °
° ° °
° - °
o o °

® o o o °

® o o o o

® o o o o o
H=|o o o o o o
° o - o

o o o o °
o o °
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1) Eliminar el vertice @ y sus aristas incidentes.

e o o o [

e o o o [

e o6 o o o o
H=|o o o o o o
[ o - [

e o6 o o - [
e o [

2) Agregar las aristas al grafo tal que los nodos en adj (2) sean pares adyacentes en G'.

e o o o L

e o o o L

e o6 o o o o
»,=|e e e e o o
L o - L

e o o o L
e o L
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1) Eliminar el vertice @ y sus aristas incidentes.

e o o o o
e o o o o
e o6 o o o o
H,=|o o o o o o
o o [
e o o o o
o o [
2) Agregar las aristas al grafo tal que los nodos en adj (3) sean pares adyacentes en G .
e o6 o o L
e o6 o o L
e o6 o6 o o o
3;—|® & e e o o o
e o6 o o o
e o6 o6 o o o
o O L
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1) Eliminar el vertice @ y sus aristas incidentes.

e o o o [
e o o o [
e 6 o o o o
H,=|o o o o o o o
e o6 o o o
e 6 o o o o
o O [
2) Agregar las aristas al grafo tal que los nodos en adj (4) sean pares adyacentes en G'.
e o6 o o L
@ e o6 o o L
. e o6 o o o o
G ;—|® o o o o o o
o . . e o6 o o o
6 e o6 o6 o o o o
. . e o o o
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1) Eliminar el vertice @ y sus aristas incidentes.

o o o o o
@ e o o o °
. H o o o o o o
G ;=|® © o o o o o
o : : o o o o o
6 o o o o o o o
: : o o o o
2) Agregar las aristas al grafo tal que los nodos en adj (5) sean pares adyacentes en G,
[ [ [ [ ([
[ [ [ [ ([
@ [ [ [ [ [ ([
G H.=(0o © o o o o o
o [ [ [ ([ [
[ [ [ [ [ ([ [
[ [ ([ [
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1) Eliminar el vertice @ y sus aristas incidentes.

e o o o [
e o o o [
@ e o6 o o o o
G Hi=|o o o o o o o
0 e o6 o o o
e o6 o6 o6 o o o
e o6 o o
2) Agregar las aristas al grafo tal que los nodos en adj (6) sean pares adyacentes en G .
e o o o L
e o o o L
e o6 o6 o o o
G @ c—|® © o o o o o
. e o6 o o o
e o6 o6 o o o o
e o6 o o
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El grafro de G*=(V*, E*) es

e o o o °
o o - o
° ° °
A=|(eo o ° °
° ° °
° : °
o o °

Definamos el llenado de G* como el grafo simétrico G'=(V", E"), resultante de la secuencia de
eliminacion.

Asi el conjunto de aristas E consiste de todas las aristas en E” junto con todos las aristas
agregadas durante la factorizacion. Obviamente V' =V,
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Sea L la matriz triangular resultante de la factorizacion Cholesky de la matriz A. La estructura de
L sera igual la parte triangular inferior de F.

e o o o ° ° e o o o °
e o o o ° T o o o °
e © o o o o e o o e o o o
F=|0e o o o o o o L=|e o o o L'= e o o o
® o o o o o o o o o o
® © o o o o o ® © o o o o o o
e o o o e o o o °

Asi s6lo tendremos que calcular las entradas de L y L' donde haya un e.
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Llenado de las entradas de L

Utilizaremos compresion por renglones [Saad03 p362]. Para nuestro ejemplo, para A es

3/11/5/1/|3
31 51 0 3 O 1 2.8 418
1 1 05 0 0 O Lz4  y(a)=(21,7]
5020 4 0 0| Gass ;i a=lss)
A=[1 5 0 9 0 0 6| 13358
O 04 0 2 0 11 adEdlt
3 0 0 0 0 5 O 32
O 0 0 6 11 0O 1 6111
4 5|7
El factor L sera
L, 0 0 O 0 0 0]} .
Ly Ly, O 0 0 0 0 L
Ly, Ly, Ly; O 0 0 0 11213
L=\, L, L, L,, O 0 0 112 3A4/V5(L):[L53’L54’L55}
O O L53 L54 LSS O O 34 5«//’/']5(11):{39495]
L61 L62 L63 L64 L65 L66 0 112/3/4/5/6
0 0 0O L,, L,y L, L,;| as567
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Las formulas para determinar los valores de L son

L. .:L

j—1
i ij Ai,-—z Liijk

k=1

j—1
_ 2
ij— \/Ajj_kz ij'

=1

,parai>j;

No queremos ni leer, ni escribir ceros, entonces, para compresion por renglones, usaremos

1 .
Li=7—| 4= Y. L,L,| parai>j;
Ji ke(s,(L)nJ, (L]
k<j
2
ij_\/Ajj_ Z ij'
ke (L)
k<j

Notese que para la multiplicacion L, L ;, solo se multiplicaran las entradas de los renglones i y j
que tengan el mismo indice de columna k, es decir

ke(J,(L)nJ,(L)).
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Por ejemplo, para calcular L.,

Lés:LL Ags Z L6kL5k)
55 ke JqlL)nJs(L])
k<5
cn
Ly,
Ly L,
Ly Ly, Ly
L={L, L,, Ly Ly, ’
Lsy Lsy Ly
Ley Ley Loz Les Les Lo
L Lis Lyg Loy

74

conJ,(L|=(1,2,3,4,5,6] y J.(L)=[3,4,5], tenemos
J\L)nJ(L)=1,2,3,4,5,6|n[1,2,3,4,5,6/=|3,4,5|,

ademas, con la restriccion de k<35, el calculo sera so6lo

—(A65_L63L53_L64L54)'
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Paralelizacion

Se puede paralelizar el algoritmo de la factorizacion Cholesky llenando columna por columna de
L, paralelizando en los renglones [Heat91 pp442-445].

—
Core 0 {
Core 1 { III
|
- SN n
|

El calculo las n entradas de L.

il»

se repartira entre todos los cores.
Después el calculo de las n—1 entradas L, ,, se repartira entre todos los cores...

... Y asi sucesivamente.
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Ahora tenemos un problema, vamos a llenar por columna, L, ]:L A — Z L, L)

ij
jJ ke(s,(L)nJ, (L))
k<j

pero utilizando compresion por renglones no es facil encontrar entradas por columna.

Lll

(98]
(98

NN
&

(o)}
W

-

(9] L

o)

~ NN S

0 0 0

0 0 0

0 0 0
, 0 0 0
s Lss 0 0
4 L65 L66 O
4 L75 L76 L77

L4 T . . I . . T
La solucion es llenar L y L™ al mismo tiempo, asi podremos determinar la L, ; que sigue con L.

Li, Ly Ly
0 Ly, Ly
0 0 L,
L'=[0o 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0

A continuacion veremos el algoritmo...
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Ly,
Ly,
Ly,
Ly,
0

0
0

0
0

T
35
T
45

N~ N~

55

0
0

T
L16
T
26
T
36
T
46
T
56
T
66

0

e o N o Il o

0
0
0

T
47
T
57
T
67
T
77

N~ NN




El siguiente algoritmo calcula al mismo tiempo Ly L'

for j ¢« 1,2,...,n

L.« A, A; ; tiene que ser buscada en el renglon j de A
R ‘J J.(L)‘ —1 dmax gUarda el numero de entradas distintas de cero
forg ¢ 1,2,...,q... antes de la diagonal del renglon j de L.
I e [ — Vq.(L) Vq.(L) Calcular L ; ;, con los valores del renglon ;.
JJ JJ J J o
L. €« N L—” Sacar la raiz y almacenar la entrada L ; .
L;]. < L, Almacenar también la entrada L? i
g = € ‘ J '(LT)‘ Ahora ¢, guarda el namero de entradas distintas
max Jj

parallel for ¢ ¢ 2,3,...,9,... de cero después de la diagonal del renglén j de L.
: El cicl leliza.
TS J?(LT) ciclo en q.se paraleliza | )
El siguiente i se obtiene del renglon j de L.

fij(—(_l A A, ; tiene que ser buscada en el renglon i de A.

¢ € 1 7'y s sirven para recorrer los renglones i y j.

0 « Jf(L) P y O almacenaran los indices r-ésimo y s-€simo de
’ los renglones i y j.

o « J'[L)
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repeat

while p<o
r € r+l

o « J/(L]

while p>o
s € s+1

o « J'[L)

while p=0
if p=
- exit repeat
L, « L,—V/L|
r € r+l
p ¢« Ji[L)
s € s+1
o € Jj.(L)

iJ

JJ

. J
L, € L,

L)

Esta seccidn incrementa 7 si el indice p es menor
que O. Para que esta estrategia funcione, se requiere
que los indices estén ordenados.

Esta seccion incrementa s si el indice o es menor
que p. Para que esta estrategia funcione, se requiere
que los indices estén ordenados.

Si1 los indices p y 0 son iguales, entonces se realiza
la multiplicacion de los valores r-ésimo y s-€simo
de los renglones i y j.

Se pasan a los siguientes indices de ambos
renglones. Para que esta estrategia funcione, se
requiere que los indices estén ordenados.

La condicion de paro es si p tiene el indice de la
entrada en la diagonal del renglon ;.

Se calcula el valor final de L, ; y de su transpuesta
LT

Ji
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Para la matriz LL del ejemplo,

Ly,
Ly Ly,
Ly, Ly, Ly,
L= Ly Ly, Ly Ly,
Lsy Lsy Lss
Ley Ley Loz Les Les Lgg
Ly, Lis Log

Las formulas p ¢« J ;(L), da los siguientes valores para i=5:

o~ WO

WN =~

Laformulac ¢« J; (L), da los siguientes valores para j=7:

N WN 2O
N o o Qg

http://www.cimat.mx/~miguelvargas




Sustituciones hacia adelante y hacia atras para
matrices ralas

Sustituyendo en A x=Db la factorizacion A=LL", tenemos
LL' x=b,
hagamos ¢=L'x y entonces tendremos dos sistemas de ecuaciones

Lc=b,

T
L x=c.

Con L c=b se resuelve para ¢ haciendo una sustitucion hacia adelante con

(b_ Z szck)

kEJ
k<l

T . . r
y con L' x=c¢ resolvemos para x sustituyendo hacia atras con

Xi=—71| 6™ Z szxk .
L” kEJ )
k>l
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Algoritmo completo

1. Encontrar la factorizacion Cholesky simboélica de A para crear la estructura de L' con
compresion por renglones.

.y . T
2. Crear la estructura de L usando compresion por renglones a partir de la estructura de L. Se
. , . T
necesita contar el nimero de entradas por columna recorriendo toda L.

T T
L, L, L, L, O Lg O L,

0 Ly Ly Ly, 0 L, O L, L,,

T T T T L L L
0 0 Ly Lyy Lys Lyg 0 31 32 33
L'=slo o o L, L. L. L, L=, L, L, L,
O 0 0 0 L L L., © Lsy Lsy Lss
O O O O O LF£6 Lg7 L61 L62 L63 L64 L65 L66
T L74 L75 L76 L77

0 0 0 0 0 0 L,

3. Utilizar el algoritmo para calcular los valores distintos de cero en las entradas de Ly L.

4. Hacer las substituciones hacia adelante y hacia atras para resolver el sistema de ecuaciones
Ax=Db.
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Ejemplo

Problem Building

Elements 264,250

Nodes 326,228

Equations 978,684

nnz(A) 69,255,522

nnz(L) 787,567,656

Solver tolerance 1e-5
450 25.0
400
350 20.0
300

15.0

250

E 200 g 10.0

laga 150 g
100 = 50
50
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; Preguntas”

miguelvargas@cimat.mx
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