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Tarea 6: Sucesiones y Series de Funciones

1. (Marsden #3, p.142) Determina si las siguientes sucesiones de funciones convergen
puntualmente y/o uniformemente. Si convergen, averigua la continuidad del ĺımite.

a) fk(x) =
senx

k
donde fk : R→ R

b) fk(x) =
1

kx + 1
donde fk : (0, 1)→ R

c) fk(x) =
x

kx + 1
donde fk : (0, 1)→ R

d) fk(x) =
x

1 + kx2
donde fk : R→ R

2. Sea A ⊆ Rn y sean fi : A→ Rm funciones uniformemente continuas para cada i ∈ N.
Demuestra que si f : A→ Rm tal que fi → f uniformemente, entonces f es uniforme-
mente continua.

3. (Marsden #5, p. 142) Sea A ⊆ Rm, sean fn : A→ R y gn : A→ R funciones para cada
n ∈ N.

a) Supongamos que fn → f y gn → g puntualmente, donde f, g : A → R. Se
sigue que fngn → fg puntualmente? Demuestra que es aśı o proporcionar un
contraejemplo.

b) Supongamos que fn → f y gn → g uniformemente, donde f, g : A→ R. Además,
supongamos que hay M > 0 tal que ||f(x)|| ≤M y ||g(x)|| ≤M para todo x ∈ A
y n ∈ N. Demuestra que fngn → fg uniformemente.

c) Construye sucesiones {fn}n∈N y {gn}i∈N de funciones A→ R tales que fn → f y
gn → g uniformemente pero fngn 9 fg uniformemente.

4. (Marsden #4, p. 142 y gral. enero 2010 #5a) Determina si las siguientes series de
funciones

∑∞
k=1 gk convergen puntualmente y/o uniformemente y/o absolutamente.

Para las que converjan, averigua la continuidad del ĺımite.

a) gk(x) =

{
0 x ≤ k
(−1)k x > k

donde gk : R 7→ R.

b) gk(x) =

{
1
k2
|x| ≤ k

1
x2 |x| > k

donde gk : R 7→ R.

c) gk(x) = xk donde gk : (0, 1)→ R.

d) gn(x) = an sen(nx), donde {an}n∈N es una sucesión en R tal que
∑∞

n=1 n|an|
converge.
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5. (Marsden #5, p. 121) Considera el conjunto de todas las funciones h : [0, 1]→ R de la
forma

h(x) =
n∑

j=1

aje
bjx, donde aj, bj ∈ R

Es un subconjunto denso en C([0, 1],R)?

6. (Marsden #21, p. 144):

a) Sea A ⊆ Rn compacto. Demuestra que si B ⊆ C(A,Rm) es compacto, entonces B
es cerrado, acotado, y equicontinuo. (En clase demostramos la otra implicación,
que si B es cerrado, acotado, y equicontinuo, entonces B es compacto.)

b) Construye un subconjunto B ⊆ C([0, 1],R) que es acotado y cerrado pero no es
compacto.

7. Sean A ⊆ Rl y B ⊆ Rp. Supongamos que hay funciones fn : A → B y gn : B → Rm

para cada n ∈ N y también funciones f : A→ B y g : B → Rm. Determina condiciones
de convergencia fn → f y gn → g (i.e., convergencia puntual o uniforme) y continui-
dad (i.e., continuidad, continuidad uniforme, equicontinuidad, etc.) que aseguren que
gn ◦ fn → g ◦ f uniformemente.

8. (Marsden #23, p. 144) Sea f : R → R tal que f ◦ f es continua. Se sigue que f es
continua?


