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Tarea 3: Resolucion del Problema 1

Ejercicio 1: Si A C R" y B C R™ son conexos, entonces A x B C R"*™ es conexo.

Comenzamos con la demostracién del siguiente lema:

Lemma 1. Si B C R™ es conexo y x € R™, entonces el conjunto {x} x B C R"™ es conexo.

Demostracion (del lema). Precedemos por contradicciéon. Supongamos que hay una sepa-
racién de {z} x B, es decir, que hay U,V C R™™ tales que U NV N ({z} x B) = 0,
UN{z}xB) 0, VNn{z} xB)#0,y{z} x BCUUV.

Definimos los conjuntos
U={yeB|(z,y) eUtyV' ={yeB|(z,y) eV}

Se sigue inmediatamente que U NV' N B =0, U'NB # 0, V' NB # 0,y BCU UV
Sélo queda por demostrar que U’ y V'’ son abiertos en R™; después de eso tendremos el
hecho de que U’, V' forman una separacion de B, que es conexo por suposicion. Esa serd una
contradiccion, y terminaremos.

Demostremos que U’ es abierto; la demostracién para V' es igual. Sea y € U’. Entonces
(z,y) € U. Pero U es abierto, por lo que hay un rectdngulo abierto R C U tal que = € R.
Podemos escribir el rectdngulo R como R =S x T, donde S = (ay,b1) X -+ (an,b,) CR™y
T = (an+1,bn41) X -+ X (@, bnrm) € R™ son rectangulos abiertos tal que x € Sy y € T.
Entonces, se sigue que {z} x T'C R C U. Por lo tanto, y € T C U’. Como y € U’ era
arbitrario, sabemos que U’ es abierto.

]

También recordamos el lema que demostramos en clase:

Lemma 2. Sea {C;};c;r una familia de subconjuntos conexos de R"™, y sea C C R™ otro
conjunto conexo. Si C; N C # () para todo i € I, entonces el conjunto

cU(ue)
i€l
€S CONexo.

Demostracion (del ejercicio 1). Si A o B es vacio, entonces el producto A x B es vacio y por
lo tanto es conexo. Por eso, supongamos que A y B son no vacios.
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Fijemos y € B. Por Lema 1, sabemos que A x {y} C R™™™ es conexo, asi como los conjuntos
{z} x B C R™™ para cada x € A. Ademés, nos observemos que

(z,9) € (Ax {y}) [ {z} x B)
para cada x € A, por lo que la interseccién no es vacia.

Finalmente, aplicamos el Lema 2 con C' = A x {y} y C, = {z} x B para cada = € A. Se
sigue que el conjunto

(Ax{y})U(U{a:}xB) = (U{x}xB) —AxB

z€A TEA

€s conexo. O



