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Temas Sugeridos Para Platicas Estudiantiles:

1 Operadores de entrelace entre representaciones en la
serie principal generalizada

Recordamos la definicion de la serie principal y el valor de sus caracteres: sea G' un grupo
semisimple lineal con dlgebra de Lie g y involucién de Cartan 6. Escribimos g = €& p como
siempre, y escogemos una subdlgebra de Lie abeliana maxima a en p. Sea K el subgrupo
de G correspondiente a ¢y M = Zk(a) el centralizador de a en K. Escribimos ¥ = ¥(g, a)
para el sistema de raices, y escogemos un subconjunto X" de raices positivas. Como siempre,
tenemos las descomposiciones de Iwasawa G = KAN y g = ¢®a®n. Finalmente, escribimos

_ 1
P =73 aest Malr € @,

Seleccionamos A € (a*)¢, que nos da una representacién unidimensional de A por a —
a*. También escogemos una representacién irreducible ¢ € M (actuando sobre un espacio
vectorial Vg) y construimos la representacion { ® A® 1 de M AN sobre V. La representacion

Tx¢ en la serie principal es definida por my ¢ = Ind$, \n E@A® 1.

Como vimos en clase, es posible escribir 7y ¢ como lo siguiente. Sea H el espacio vectorial
dado por:

mz{fjv+% ﬂmﬂ:wm*ﬂMmmkeK”m”{}

feL*(K,Ve)

En particular, si £ es una representacion unidimensional de M, entonces H, es un subespacio
cerrado de L?(K). La accién de G estd dada por:

mae(9)f(u) = alg™ u) P f k(g™ w))

donde g € G, u € K,y f € cHe. Como siempre, usamos la notaciéon g = k(g)a(g)n(g) € G
para describir la descomposicién de un elemento de G entre partes en K, A, y N.

En clase, calculamos el caracter 0y ¢ de my ¢ para G = SL(n,F) para F = R, C. En esos casos,
el grupo H = M A es un subgrupo de Cartan de G. Usadbamos la notacion

Gy =ghgt€CGlge

' = Gy = {g € G| eigenvalores de g son distinctos y caen en F}

Luego, definimos
Hi<j(hi_hj) siF=R

Alh) = { (hi —h;)? siF=C

1<J
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para todo h = diaghy, ..., h, € H. Finalmente, vimos que el caracter de ) ¢ estd dado por
Ore(g) =0si g ¢ Gy
1
Ore(h) = e D x(wh),
ST AM)] EV:V

donde xy : H — C\{0} es el (cuasi-)cardcter de H = MA dado por x(ma) = &(m)a
y W = Ng(H)/H es el grupo de Weyl para el grupo de Cartan H. A veces escribimos
Ty = Tx¢ para simplificar la notacion.

Si w € W, escribimos x" para el (cuasi-)cardcter de H dado por x*(h) = x(wh). Es claro
que el cardcter de 7, es lo mismo como el cardcter de m,w». Entonces, esperamos que m, sea
de hecho equivalente a 7} para cada w € W'y cada (cuasi-)cardcter x = (£, ). De hecho,
este es cierto, y hay operadores de entrelace candnicos entre m, y 7.

1.1 Operadores de entrelace a la Knapp y Stein

Hay varias maneras de escribir estos operadores de entrelace. La primera, cuya teoria es
debido a Knapp y Stein, es una generalizaciéon de la teoria de Mackey de operadores de
entrelace entre representaciones inducidas para grupos finitos. Es decir, Mackey describio
un método para escribir todos los operadores de entrelace entre representaciones Indg oy
Indg, o', donde G es un grupo finite con subgrupos H y H' y donde ¢ y ¢’ son representaciones
de H y H’, respectivamente. En el caso de grupos finitos, hay una isomorfismo natural entre
el espacio vectorial de operadores de entrelace entre esos representaciones y el espacio de
todas las funciones sobre el espacio de coconjuntos dobles H\G/H' y puedes escribir los
operadores de entrelace en términos de sumas sobre subgrupos.

Es posible escribir (por lo menos formalmente) las mismas cosas en el caso de G un grupo
semisimple lineal no-compacto y H = H' = M AN, pero los detalles pueden ser dificiles en
general. Una idea para esta platica seria (1) describir brevemente la teoria de operadores de
entrelace entre representaciones inducidas de grupos finitos y (2) escribir los operadores de
entrelace estandares entre m, y mw» en términos de transformadas integrales para el caso de

G = SL(2,R) (y tal vez para G = SL(n,R) o G = SL(n, C)).

1.2 Operadores de entrelace a la Branson, Olafsson, y Orsted

Ademas de esa teoria, es posible describir los operadores de entrelace en términos de la
descomposicién espectral con respecto a los K-tipos de las representaciones en la serie prin-
cipal. Es decir, las representaciones m, y m,w son equivalentes bajo la accién de K y por lo
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tanto tienen los mismos K-tipos en las descomposiciones de H, y H,«» bajo la accién de K.
Es decir, si escribimos

Hx =K @(Hx)a

cek

HX“’ =K @(HX“’ )m

UEI?

entonces cualquier operador de G-entrelace entre H, y H,» tiene que restringir a un operador
de K-entrelace entre (He)y, y (Hyw)o. Sicada (He)s ¥ (Hyw)o €s irreducible bajo la accién
de K (es decir, cada o € K tiene multiplicidad por lo mas de uno en H, y H,w ), entonces
distintos operadores de G-entrelace solo pueden diferir, en cada subespacio (H,),, por un
multiplo constante.

En el caso de G = SL(n,F), tenemos que #H, y H,w» son de hecho iguales como subespa-
cios de L?*(K). Entonces, a veces es posible escribir un operador de entrelace entre 7, y
H,w explicitamente, porque acttia como multiplos constantes en cada K-tipo, y puedes es-
cribir cuales son los constantes. Un articulo de Branson, Olafsson, y Qrsted [I] describe
como calcular estos constantes en una manera muy elegante. El articulo [2] también puede
ser interesante. En esta platica, podrias hablar brevemente del método de operadores de
generacién del espectro y después dar un ejemplo de célculos para SL(2, R).

1.3 Representaciones en la serie complementaria

Ya sabemos que la representacién my ¢ es unitaria si A € ia* (es decir, cuando A sea imaginario
puro). Pero una sorpresa es que en algunos casos, my ¢ también es unitarizable (con una otra
producto interno para el espacio de Hilbert) cuando A € a* tenga valores reales.

Sea I la representacién trivial de M. El truco es construir, por ejemplo en el caso SL(2, R),
un operador J : H; — H que entrelaza las representaciones m_y ; y my s, donde A € R (para
A real). Al mismo tiempo, el producto interno de H; tiene la propiedad que:

(mar(g)v, w) = (v, 75 1(g)w)

para v,w € H; y g € G. Entonces (por lo menos formalmente), es posible construir un
nuevo producto interno (-, ). para H; por

(v, W), = (v, Jw)

para v,w € Hj;. Puedes verificar que, por lo menos formalmente, (-,-), es un producto
interno con respecto de que 7, ; es unitaria. Hay que tener cuidado, sin embargo, porque los
detalles solo funcionan correctamente cuando 0 < A < 1 para SL(2,R) (y cuando 0 < A < 2
para SL(2,C).



2 OTRAS POSIBILIDADES PARA PLATICAS 4

En esta platica, la idea serfa definir la serie complementaria para SL(2,R) y/o SL(2,C) y
hablar de irreducibilidad, del calculo de los caracteres, etc. Yo sugeria Sugiura para célculos
elementales y puedes hablar conmigo para otras referencias.

2

Otras Posibilidades Para Platicas

e Hablar de eigendistribuciones invariantes (como, por ejemplo, la materia en Capitulo 7

del libro por Varadarajan). En particular, para el grupo G = SL(2, R), esto involucraria
hablar de los teoremas de regularidad (que dice que dichas distribuciones son analiticas
sobre el conjunto de elementos regulares de GG) y de condiciones de “matching” de
Harish-Chandra (que describe las discontinuidades de saltos en la frontera del conjunto
de elementos regulares de G).

Hablar del comportamiento asintético de los coeficientes de matriz para representa-
ciones de SL(2,R) (esta materia aparece en Capitulo 7 de Varadarajan.

Hablar de la continuacién analitica de la serie discreta holomorfa para grupos semisim-
ples. En particular, hay varios articulos que podria compartir si quieres hablar de
este tema, por ejemplo el articulo famoso por Wallach que introduce el “conjunto de
Wallach,” un extrafio conjunto finito en el parametro de la serie discreta en que puedes
definir una representacion con alto peso. También hay articulos por Vergne y Rossi y
también por Faraut.
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