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Productos de Graficas
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Producto Cartesiano

Sean Gy = (V4, E1) y Go = (V, E>) dos gréficas. El producto
directo (cartesiano) de Gy con G, esta denotado por Gy x Gy es la
grafica con conjunto de vértices V = V; x Vo y conjunto de aristas E,
de tal forma que para (vi,wy), (vo, wo) € V4 x Vs el arista
e=(vy,wq) ~ (vo,wn) € E siy solo si alguna de las condiciones se
satisfacen

1.vi = voyw ~ws

2.V4 ~ Vo yw = Ws.
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Producto Cartesiano
TLC Cartesiano

Teorema

Sea G = (V, E) una gréfica finita conexa. Sea G el producto directo
de la grafica G consigo misma N veces, y sea Agnv su matriz de
adyacencia, entonces se cumple que

m
g A N 1 & 2
lim o | | ———— = xTe X Pdx, m=1,2, ...
N—oo vV 1/2 27_‘_ oo ? ) )
Vi (32) |
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Producto Estrella

Definicion

Sean Gy = (V1,Eq, 1) y Go = (Va, Ez, 1) dos gréficas con raiz. EI
producto booleano (o estrella) de G, con G,, denotado por Gy x Go
es la grafica con conjunto de vértices V = Vi x V» y conjunto de
aristas E, de tal forma que para (vi, wy), (vo, wo) € Vy x V> el arista
e=(vy,wq) ~ (vo,wn) € E siy sélo si alguna de las condiciones se
satisfacen

1.vi = vo=rnyw ~ws

2. V§ ~ Vo Yy Wi = Wo = Io.
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Producto Estrella
TLC Booleano

Teorema

Sea G = (V, E, ey) una gréfica finita conexa con raiz. Para N > 1, sea

Ag-v la matriz de adyacencia del producto booleano de G consigo
misma N veces, entonces

A * N
lim & ) > / M(5_4+61)dx, m=1,2, ..}
Novoo © ] <<\/Ndeg(e1) 2 14 01) A
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Producto Libre

Sean (Gj, ej)) = (V,, Ej, e;) graficas con raiz, donde i € I, con [ un
conjunto de indices finito. El producto libre de conjuntos con raiz
(Vi,ej), i € 1, se define como el conjunto con raiz (x;c;V;, €), donde

*ielviz{e}U{V1V2"'Vm3Vk€ Oy iy #ip # - # im, meN},

y e es la palabra vacia.
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Producto Libre

Definicion
El producto libre de graficas con raiz (G;, g;) , i € I, se define como
la grafica con raiz (xjc;Gj, €) con conjunto de vértices xjc;V; y conjunto
de aristas xjc,E; el cual esta definido por

*ic)Ei == {(vu, Viu) @ (v, V') € UE,- yu, vu, Vue *,-G,V,}.

iel

Este producto se denota como xjc| (Gj, €;) o0 simplemente x;c,G;.

Tulio Gaxiola (CIMAT) Gréficas k-distantes 25 de enero de 2016 9/37



Producto Libre
TLC Libre

Teorema

Sea G = (V, E, e) una grafica finita conexa. Sea Ay la matriz de
adyacencia de la gréafica G*N, y sea o el nimero de vecinos de e en la
gréfica G. Entonces, la distribucién con respecto a o4 de (No)~1/2 Ay
converge en momentos (y por lo tanto débilmente), cuando N — ~o, a
una variable con ley semicircular.
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Grafica k-distante del Producto Cartesiano
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Grafica k-distante

Dada una grafica G = (V, E) y un ndmero entero positivo k definimos
a la gréfica k-distante como GKl = (v, EIKl)  con

EM ={(x,y): x,y € V, dg(x.y) = k},

donde Og es la distancia grafica.
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Grafica k-distante del Producto Cartesiano

Caso Particular k = 2

GN = K, x --- x Ky : El hipercubo N-dimensional
GIVA : La graflca k-distante de GN (1 < k < N)

Teorema (Kurihara & Hibino 2011)
Parak =2 ym> 1, se tiene que

i AlN.2] e—(V2x+1)/2
moe| [ 22| |- /2
o <N>‘/2 U \/ (xi 1)
2
AN,
Es decir, A2 ™, 1 (g).

@ Prueba por descomposicion cuéntica (Caso k > 3 no cubierto).

@ La distribucion de Hf/(g) f es la distribucion de x2
normalizada.
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Grafica k-distante del Producto Cartesiano
Hipercubo k > 1

Teorema (Obata 2012)

Sea k > 1, entonces se cumple que

ANKN T 0 /1 . m g-x2/2
i — = — —_— =1,2, ...

o AMNANK = (k 4 1)AKHT (N — k 4 1)AlK—1]
o AINK — k(N (AINA1) k1, donde K{)(x) son los polinomios de
Krawtchouk normalizados, tales que son ortogonales con

N
respecto a fy = 3, ( j > 2 0_N42j

o By ~ N(0,N)y N-K2KM(\/Nx) ~ F(x)
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Grafica k-distante del Producto Cartesiano

Caso General

Teorema (Hibino-Lee-Obata 2012)

Sea G = (V, E) una gréfica finita conexa, tal que |V| > 2. Para N > 1
y k > 1 sea GINK |a gréfica k -distante de GN = G x --- x G (el
producto cartesiano de G consigo misma N veces) y AINKl |a matriz
de adyacencia de GIN-K1| entonces para k > 1 la distribucién espectral
de N—k/2 AIN-K converge en momentos, cuando N — oo, a la
distribucion de probabilidad de la variable aleatoria

21E1\*? 1 ;
(M) HHk (9),

donde Hj es el polinomio ménico de Hermite de grado k y g es una
variable aleatoria con distribucion normal estandar N (0, 1) .
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Caso General (Hibino-Lee-Obata 2012)

Idea de la Prueba

ANK — BINKL L (N, k).

BINA - /2| ENK/2 1
NK/Z <m> HHK(Q)
% — 0, = Resultado
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Grafica k-distante del Producto Estrella
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Grafica k-distante del Producto Estrella

Teorema (Arizmendi & Gaxiola 2015)

Sea G = (V, E, e1) una gréfica finita conexa con raiz y sea

k € {2, ..., N} tal que G| es una gréfica no trivial. Sea ANl |a matriz
de adyacencia asociada a la gréfica k-distante del producto booleano
de G consigo misma N veces, sea V(E,k] el conjunto de vecinos de e en
la gréfica k-distante asociada a G, entonces se cumple que

AN 1

—— — 5 (61 + 1),
2
VNIV

donde la convergencia es en distribucion.

Tulio Gaxiola (CIMAT) Gréficas k-distantes 25 de enero de 2016 18/37



Grafica k-distante del Producto Estrella

jResultado NO-trivial!

(G*N)[k] 7& (G[k])*N
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Grafica k-distante del Producto Estrella

Idea de la Prueba

Lema (Del cuarto momento booleano)

Sea {Xn},>1 C (A, p), una sucesion de variables aleatorias en un
espacio de Probabilidad No-Conmutativo, tales que

P(X)=0 y ¢(X)=1 vn=1

Sip (X7) —> 1, entonces yix, — b, donde b es una variable
aleatoria con distribucion de probabilidad Bernoulli simétrica centrada.

v

@ Contar caminos = Resultado.
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Grafica k-distante del Producto Libre
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Arboles d-regulares

@ T4 := Arbol d-regular.
o T, 2 bB b= b2 — 4y, donde
’

du, = ————dx.
e V4 — x2
@ En general:
Ta 2% = Ty~ pg,
con
d _d 4(d—1)—x2dx
Hd= on@@—x3)

@ ug es la distribucién de Kesten-McKay.

Tulio Gaxiola (CIMAT) Gréficas k-distantes 25 de enero de 2016 22/37



Grafica k-distante del Producto Libre

Caso Particular: Arboles d-regulares, d fija.

Teorema

Sead>2,k>1y Ag‘] la matriz de adyacencia de la grafica
k-distante del arbol d-regular. Entonces, la distribucion con respecto a
vy de Ag(] esta dada por la distribucion de

Tk(2),

donde Ty son los polinomios definidos por T1(x) = x, To(X) = x> —d y
la recurrencia

XTi(x) = Tig (X) + (d — 1) Taeq (%),

y Z es una variable aleatoria con distribucion de Kesten-McKay, 1.4.
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Si definimos los siguientes polinomios
k=0

{ \/ Pk d(d 1 Pk 2(X) k:1,2,3,...,

entonces, Tx(x) = Tx(x/2v/d — 1), donde Py es el k-ésimo polinomio
de Chebyshev de segundo tipo.
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Caso Particular: Arboles d-regulares

Idea de la Prueba

e [ W

e
R §
J.‘-.\\Y‘fﬂ L‘.\‘Y‘:--Jw‘

s

FIGURE 1. Graph of A? split in two parts A2 = A[Q] +dlI.
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Caso Particular: Arboles d-regulares

Idea de la Prueba

Sea d > 2 fijo, entonces Al'l = A, AlYl = A2 _ g, y

AAK = AT (g — AT k=2 d—1.

Prueba por casos:

@ Caso 1: 9(i,j) = k + 1 = (AKIA);; = 1.

@ Caso2: 9(i,j) = k — 1= (AKA);; =d—1.

@ Caso 3: |9(i,j) — k| # 1 = (AKIA);; = 0.
Entonces, Al y T, cumplen la misma recurrencia.
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Andlisis asintoético de la gréafica k-distante de graficas
aleatorias d-regulares

Sea X una gréfica regular con conjunto de vértices {1,2, ..., n(X)}.
Sea d el grado de X'y cx(X) el nimero de ciclos de tamario k en X
para cada k.

Teorema (McKay 1981)

Sea Xi, Xo, ... una sucesion de graficas d-regulares, con d > 2, tales
que:

(1) n(X;) — oo, cuando i — oo y,

(2) para cada k > 3, cx(X;)/n(X;) — 0 cuando i — .

Entonces

A(Xi) = pd-

Tulio Gaxiola (CIMAT) Gréficas k-distantes 25 de enero de 2016 27/37



Andlisis asintoético de la gréafica k-distante de graficas
aleatorias d-regulares

Teorema

Sean d, k enteros fijos y, para cada n sea FX(x) la distribucién de los
eigenvalores de la gréfica k-distante de una grafica aleatoria regular
con grado d y orden 2n. Entonces, cuando n tiende a infinito, F(x)

converge a la distribucion de A[k], con respecto al funcional ¢1.
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|dea de la Prueba

Sea X1, Xo, ... una sucesion tal que cumple (1) y (2). Sea AKI(X;) la
matriz de adyacencia de la grafica k-distante de X;. Entonces, la
distribucién con respecto a la traza normalizada de A(X;) converge

en momentos a la distribucion de Ag‘] con respecto a 1.

Prueba:

n.(X;) : # vértices v de X; tales que la subgrafica de X; inducida por
los vértices a distancia a lo mas r = mk de v, es aciclica.

Por hipodtesis, n.(X;)/n(X;) — 1.

Para algun 0 < ¢m(X;) < d', se tiene que

A[k] m rXi ) — ne(X Am f
o (AR ) = UALIINN) | (009 = 10}

— o1(A)™)  asi— .
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Rn: graficas etiquetadas regulares con grado ny orden s;.

Lema (Wormald 1981)

Para cada k > 3 definimos cx , como el nimero de k-ciclos de los
miembros de R,. Entonces, para cada k, ¢, — (d — 1)k /2k cuando
n— oo.

@ Gp: unién disjunta de todas las gréficas etiquetadas de tamano s;,.

@ La distribucién de los eigenvalores de G, coincide con la
distribucion de los eigenvalores esperados de R

@ Lema Wormald = Lema "anterior" = Resultado.
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Grafica k-distante del Producto Libre

Caso Particular: Arboles d-regulares, d — oo.

Teorema

Parad > 2, sea AE;‘] la matriz de adyacencia de la gréfica k-distante
del arbol d-regular. Entonces, la distribucion con respecto al funcional

@1 de d=K/ ZAZ‘], cuando d — oo, converge en momentos a la
distribucion de

Pk(s)v

donde Py es el polinomio de Chebyshev de grado k y s es una
variable aleatoria semicircular.
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Prueba

Ag Al Al ple]

di/2 gk/2 — g(k+1)/2 + dk=1)/2 g g(k—1)/2

X = d—f‘;Lz, entonces

PO(X) =X, PB(X)=X?—-1,
y la formula de recurrencia

XPR (X)) = P (X)) + P (X) — %P“‘”(X),

haciendo d — oo entonces

XPR)(X) = P&+ (x) + pE=1)(X).
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Grafica k-distante del Producto Libre

Caso General
Induccion. k =2 ;
A2 =AP 4 D+ A,
where D is diagonal with (D); = deg(/),
(A); = |triangles in G with one side (/, )| and
(APl); = |paths of size 2 from i to j|, whenever (APl); = 1.
@ Dp/n— Ideg(e).

@ Los momentos mixtos de A2/ny A,/n asintéticamente se hacen
0.

@ Los momentos mixtos de (Z\LZ]/n, A/n,)y (Dn/n, A/n,) se hacen
cero asintéticamente.

o A2l ~ A asintéticamente.

=
YN | S ) M NNy iy ey §
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AKA = A1) 4 (N — 1)deg(e) A% + Dy~ + Al

(AlH1Y; = {1 ~ j: 8(i,1) = k}| siempre que A(i,j) = k + 1,
(D%(_ﬂ)ij = |{lI ~j:0(i,l) = k, y | esta en la misma copia de G que j}|
(A, = [{1~j: a(i, 1) = k}| cuando (i, j) = k.
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Suponiendo se vale el resultado para todo / < k.

@ Los momentos mixtos de ALA/N"z" y Alll/N"Z" se anulan
asintéticamente.

@ Los momentos mixtos de (A[k“]/Nk+1 A[k]/Nk+1>
(A[k]/N D1 N )se anulan
° AK,(]/N 2 OyD[k 1]/Nk+1 —0

. Alk+1] AllcH1]
@ limy_oo T — g = 0.
N2 2
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[k+1] [kl Ale=11
o M - ANANH AN — C(N,k+1),
(deg(e)N) = (deg(e)N) & (deg(e)N) 2

deg(e)A[k 1]-1-A["]-1-D[k il — (Alk+11_ A1)

@ C(N,k+1)= — — 0
(deg(e)N) 2
Akl Alk=11
° NN — Mg — Pi(8)S — Pr—1(S) = Pky1(8)
(deg(e)N) 2 (deg(e)N) 2
=
A[k+1]
— % Pk+1(s)-
(deg(e)N) Z'
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