Cadenas de Markov

4.1. Introduccion

SeaT C Ry (£, F, P) un espacio de probabilidad. Un proceso aleatorio es una funcién
X:TxQ—=R

tal que para cada t € T', X(¢,-) es una variable aleatoria.

Si fijamos w € Q obtenemos una funcién X (-,w) : T — R que se conoce como una trayectoria del
proceso.

En general interpretamos el pardmetro ¢ como el tiempo aunque también se pueden considerar procesos
con indices en espacios mas generales. En este curso T serd un subconjunto de R. Los casos més comunes
seran

» T discreto (Procesos a tiempo discreto): T =N, T'={0,1,2,...}, T = Z.
» T continuo (Procesos a tiempo continuo): T' = [0,1], T'= [0,00), T = R.

En cuanto a los valores del proceso llamaremos £ al espacio de estados y consideraremos también dos
Casos:

» Valores discretos, por ejemplo £ = {0,1,2,...},E=No =7

= Valores continuos, por ejemplo £ = [0,00), £ = R, etc.

4.2. Definiciones

Hablando informalmente, un proceso de Markov es un proceso aleatorio con la propiedad de que dado
el valor actual del proceso Xy, los valores futuros X, para s > ¢ son independientes de los valores pasados
X, para u < t. Es decir, que si tenemos la informacién del estado presente del proceso, saber como llegd
al estado actual no afecta las probabilidades de pasar a otro estado en el futuro. En el caso discreto la
definicién precisa es la siguiente.

Definicién 4.1 Una Cadena de Markov a tiempo discreto es una sucesién de variables aleatorias X,
n > 1 que toman valores en un conjunto finito o numerable &, conocido como espacio de estados, y que
satisface la siguiente propiedad

P(XnJrl = ]|X0 =100,y Xn—1 = in-1,Xpn = Zn) = P(XnJrl = ]an = Zn) (41)

para todo n y cualesquiera estados ig, 41,...,%,,j en £. La propiedad (4.1) se conoce como la propiedad
de Markov.
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Resulta cémodo designar los estados de la cadena usando los enteros no-negativos {0,1,2,...} y
diremos que X,, estd en el estado i si X,, = 1.

La probabilidad de que X,,+1 esté en el estado j dado que X, estd en el estado i es la probabilidad de
transicion en un paso de ¢ a j y la denotaremos Pij”H:

Pz'rjm+1 = P<Xn+1 = J|Xn = z) (4'2)

En general, las probabilidades de transicion dependen no sélo de los estados sino también del instante
en el cual se efectia la transicién. Cuando estas probabilidades son independientes del tiempo (o sea, de
n) decimos que la cadena tiene probabilidades de transicién estacionarias u homogéneas en el tiempo.
En este caso Pg”“ = P;; no depende de n y F;; es la probabilidad de que la cadena pase del estado
i al estado j en un paso. A continuacién sélo consideraremos cadenas con probabilidades de transicién
estacionarias.

Podemos colocar las probabilidades de transicién en una matriz

Py Po1 Por DPos
Py P P2 P
Pyy Py Py Pos

Po Py P2 P

que serd finita o infinita segin el tamano de £. P se conoce como la matriz de transicion o la matriz
de probabilidades de transicion de la cadena. La i-ésima fila de P para i = 0,1,... es la distribucion
condicional de X, ; dado que X,, = i. Si el nimero de estados es finito, digamos k entonces P es una
matriz cuadrada cuya dimensién es k x k. Es inmediato que

P = P(X,41 =j|X,=14) >0, parai,j=0,1,2,... (4.3)
> Pj=) P(Xps1=jlX,=i)=1, parai=0,12,... (4.4)
§=0 §=0

de modo que cada fila de la matriz representa una distribucién de probabilidad. Una matriz con esta
propiedad se llama una matriz estocdstica o de Markov.

Ejemplo 4.1 (Linea telefénica)
Consideremos una linea telefénica que puede tener dos estados, libre (0) u ocupada (1), y para simplificar
vamos a considerar su comportamiento en los intervalos de tiempo de la forma [n,n + 1). Para cualquiera
de estos perfodos la probabilidad de que llegue una llamada es o € [0,1]. Si una nueva llamada llega
cuando la linea esta ocupada, ésta no se registra, mientras que si la linea esta libre, se toma la llamada y
la linea pasa a estar ocupada. La probabilidad de que la linea se desocupe es 8 € [0, 1]. En cada intervalo
de tiempo puede llegar una llamada o se puede desocupar la linea, pero no ambas cosas.

Esta situacién se puede modelar por una cadena de Markov con espacio de estados £ = {0,1}. Las
probabilidades de transicién estdn dadas por

P(Xpi1 = 01X, =0) =1 — a = Py
P(Xn41 =1|Xn =0) =a = FPn
PXp1=1X,=1)=1-8="Pn
P(Xpi1 = 01X, = 1) = f = Py
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Por lo tanto la matriz de transicién es

11—« o
p< ; 1_B>.

Un caso un poco méas complicado es el siguiente. Supongamos ahora que si la linea esta ocupada y
llega una llamada, ésta se guarda y permanece en espera hasta que la linea se desocupa. Pero si hay una
llamada en espera no se registran las siguientes llamadas. En cada periodo entra a lo sumo una llamada
a la cola. Cuando en un periodo se desocupa la linea, se identifica el fin del periodo con el momento
de colgar, de modo tal que después de haber colgado ya no se registran mas llamadas en ese periodo.
Como en el ejemplo anterior « € [0, 1] denota la probabilidad de que llegue una llamada y 5 € [0,1] la
probabilidad de que la linea se desocupe. Suponemos ademés que en un mismo periodo no puede ocurrir
que el teléfono esté ocupado con llamada en espera, cuelgue, entre la llamada que estaba en espera y
entre otra llamada en espera.

Para este caso consideramos un espacio de estados con tres elementos: 0 denota que la linea esté libre,
1 cuando la linea estd ocupada y no hay llamada en espera y 2 cuando la linea estd ocupada y hay una
llamada en espera. Para simplificar las expresiones vamos a usar la notacién o/ =1 —«, 8 =1— (. Las
probabilidad de transicién para n € N son

P(Xn+1 = 0|Xn = 0) = Ck/, P(Xn+1 = 1|Xn = 0) =, P(Xn+1 = 2|Xn = 0) =0,
P(Xn—H = O|Xn = 1) =/, P(Xn+1 = 1|Xn = 1) = 0/5/, P(Xn+1 = 2|Xn = 1) = 01,3/,
P(Xir = 0[Xp =2) =0,  P(Xns1 =1[Xp=2) =B,  P(Xps1 =2/Xp =2) = 3.

Ejemplo 4.2 (Paseo al Azar o Caminata Aleatoria)

Sean {Y;,¢ € N} una sucesién de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas, definidas
sobre un espacio de probabilidad (2, F; P) y que toman valores en los enteros £ = Z; denotaremos por
py la distribucién de Y;, es decir py (z) = P(Y; = z), 2z € Z. Consideremos la sucesién

X, :iyi, neN.
i=0

Veamos que esta sucesion es una cadena de Markov con espacio de estados Z y determinemos sus proba-
bilidades de transicién.

Es evidente que el espacio de estados del proceso X es Z ya que la suma de dos enteros es un entero.
Para demostrar la propiedad de Markov bastard con probar que para todo n € N y para cualesquiera
20,y Tn, Tnt1 € Z se tiene que

P(Xpi1 =2ni1|Xn =n, ..., Xo = 20) = P(Xnt1 = Znp1 | Xn = z0). (4.5)

Para ver esto comenzamos por calcular

P(Xy =xg,..., X1 =x1,X0 = x0), 0, T1,...,Tk € Ly k €N.
Teniendo en cuenta que X,, = Z?:o Y:, n € N se obtiene que

P Xy =zp,...,. X1 =21, Xo=20) =PYo =20, Y1 =21 — 0, ..., Y =T — Th—1)
= py (zo)py (z1 — x0) - py (T — Tp—1)-
Usando este célculo es inmediato que
P(Xpi1 =2ni1|Xn = Tn,y .., Xo = 20) = py (Tng1 — Tn)-

Un célculo similar muestra que

PYn 1= Tn l_x’ran:xn
P(Xn+1 = $n+1‘Xn = :En) = ( e P(;(r — ) ) = pY('rnJrl - .%‘n) (46)

y por lo tanto (4.5) se satisface. Las probabilidades de transicién estdn dadas por la ecuacién (4.6). A
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Una cadena de Markov estd completamente determinada si se especifican su matriz de transicion y la
distribucién de probabilidad del estado inicial Xy. Veamos esto: Sea P(Xo = z;) = m(x;) para i > 1. Es
suficiente mostrar como se calculan las probabilidades

P(X()=x07X1=$17~~7Xn=$n) (4~7)

ya que cualquier probabilidad que involucre a Xj,,..., Xj,, j1 < j2 < --- < ji se puede obtener usando
la Ley de la Probabilidad Total y sumando términos como (4.7). Tenemos

P(Xo=z0,...,Xn =x,) =P(X;, = 24| X0 =20, .., Xn—1=Zn_1)
X P(Xo=120,...,Xn_1=2Tn_1),
pero
P(X, =xzp|Xo=20,..., Xn-1=2n-1) = P(Xp, = 24| Xpn-1=Tn_1)
=Py, 1z,
y sustituyendo en la ecuaciéon anterior
P(Xg=x0,...,Xn=2n) = Pr,_,0,P(Xo=20,..., Xn-1=2n_1)
=Py 12, Pr_se, P(Xo=20,...,Xn—2=2n_2)
=Py 10, Pr oz Progoym(Z0)- (4.8)

Un célculo similar muestra que (4.1) es equivalente a
P(XnJrl =Yiy--- 7Xn+m = ym|X0 =0y -- 7Xn71 = xnfl»Xn = l'n)
= P(Xn+1 =Y, 7Xn+m = ym|Xn = xn)

4.2.1. Ejemplos

Ejemplo 4.3

Sea &;,7 > 1 v.a.iid. con valores sobre los enteros positivos: P(§; = j) = p; para j > 0. Construiremos
varios ejemplos con base en esta sucesién.

a) El primer ejemplo es la sucesién (§;) con & fijo. La matriz de transicién es

Po P1 P2 D3
Po P1 P2 D3

P=1py p1 p2 p3

El hecho de que todas las filas sea idénticas refleja la independencia de las variables.
b) Sea S, =&+ -+ &, n=1,2,... y Sg = 0 por definicién. Este proceso es una cadena de Markov:

P(Sns1 = jlS1 =i1,...,Sp =in) = P(Sn + &ns1 = j|S1 = i1, ..., S0 = in)
= Plin +&ny1=7|S1 =41,...,5, = in)

P(in +&ny1 = j|Sn = i?L)

P(Sp+1 = j|1Sn =in).

Por otro lado tenemos

P(Sn-i-l :j|Sn = l)

P(Sn + §n+1 - j‘Sn - Z)
= P(n41 =7 — iy =1)

) Pj—i, Ppara ,7 > 1,
0, para j < 1,
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y la matriz de transicién es
Po P1 P2 P3
0 po p1 p2

P=1o0o 0 po m

¢) Si las variables &; pueden tomar valores positivos y negativos entonces las sumas .S,, toman valores en
Z y la matriz de transicion es

Po P1 P2 P3 P4

P-1 Po P1 P2 P3
- b-2 P-1 Po P1 P2

(d) Méximos Sucesivos.

Sea M,, = max{&;,...,&,}, paran =1,2,... con My = 0. El proceso M,, es una cadena de Markov
y la relacién

Mn+1 = méX{Mn7 fn-‘rl}

nos permite obtener la matriz de transicién

Qo p1 p2 D3

0 Q1 p2 p3
p=|0 0 @ ps
0

0 0 @3
donde Qk = po +p1 + -+ pr para k > 0.

Ejemplo 4.4 (El Paseo al Azar Simple)

Consideremos una sucesién de juegos de azar en los que en cada juego ganamos $1 con probabilidad p
y perdemos $1 con probabilidad 1 — p = ¢. Supongamos que decidimos dejar de jugar si nuestro capital
llega a N o si nos arruinamos. El capital inicial es Xy y X,, es nuestro capital al cabo de n juegos. Sea
&; el resultado del i-ésimo juego:

¢ = +1, con probabilidad p,
" ]1-1, con probabilidad ¢,

entonces
Xn:XO+§1++§n

y estamos en la situacién del ejemplo anterior,

P(Xpy1=j1Xn =4, Xn_1 =tn_1,...,X1 =11)
=P Xpn+&t1=4lXn=0,Xn-1=tn-1,..., X1 =141)
:P(Xn+§n+1:j|Xn:7;):P(£n+1:j_i|Xn:i)
p, sij=1i+1,
=P(py1=j—19)=q¢q sij=i-1,
0, en otro caso.
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La matriz de transicién en este caso es

1 0 0 O 0 0 0
g 0 p O 0 0 O
0 g 0 p 0 0 O
P=1. . .
0O 00 0 -+ g 0 0p
0000 --- 001

Con mayor generalidad podemos pensar que una particula describe el paseo al azar cuyos estados son
un conjunto de enteros finito o infinito, por ejemplo a,a 4+ 1,...,b — 1,b. Si la particula se encuentra en
el estado 7, en una transiciéon puede quedarse en 4 o pasar a los estados i + 1 0 i — 1. Supongamos que las
probabilidades de transicién son estacionarias y llamémoslas r, p y ¢, respectivamente, con r +p+q = 1.
Hay dos casos especiales en los extremos de la cadena. Si ponemos a =0y b = N entonces

P(X, = 0[Xp—1 = 0) = 10, P(X, = N|X,_1 =N) =ry,
P(anl‘Xn,1 :O):po7 P(Xn:N_”anl :]\/'):q]\[7

y la matriz de transicién es

ro po 0 O 0 0 O
qg r p O 0 0 0
0 q r p 0 O 0
p=10 0 g r 0 0 0
o o o0 --- q 7 P
0O 0 0 0 --- 0 gnv TN

El paseo al azar simétrico corresponde al caso r = 0, p = ¢ = 1/2 y representa una aproximacién
discreta de un Movimiento Browniano. Si pg = 0, 9 = 1 decimos que el estado 0 es absorbente o que
0 es una barrera absorbente. Si en cambio py = 1, 1o = 0, al llegar al estado 0 la particula regresa
inmediatamente al estado 1. Decimos en este caso que 0 es un estado reflector o que es una barrera
reflectora. Algo similar ocurre para el estado N. Si 0 < pg, qo < 1 el estado 0 es un reflector parcial o una
barrera parcialmente reflectora. A

Ejemplo 4.5 (El Modelo de Ehrenfest)

Este modelo, propuesto inicialmente por Paul y Tatiana Ehrenfest, representa una descripcién matematica
simplificada del proceso de difusién de gases o liquidos a través de una membrana. El modelo consiste
de dos cajas A y B que contienen un total de N bolas. Seleccionamos al azar una de las N bolas y la
colocamos en la otra caja. Sea X,, el nimero de bolas en la caja A después de la n-ésima transicién; X,
es una cadena de Markov:

N —3

P(Xn+1:i+1|Xn:iaXn71:infla”'vX():iO): N

ya que para aumentar el nimero de bolas en A hay que escoger una de las bolas en B. Similarmente,
P(Xn+1 =1 — 1‘Xn = Zaanl =lp—1,--- 7X0 = ZO) = N

Resumiendo, las probabilidades de transicién son

N —i

Piif =
N ) 1

?
-PiiJrl = N
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Para el caso N = 5, por ejemplo, la matriz de transicién es

o 1 0 0 0 0
/5 0 4/5 0 0 0

p_| 0 25 0 35 0 o0
o o 35 0 2/55 o0

0 0 0 4/5 0 1/5

0o 0 0 0 1 0

Ejemplo 4.6 (Modelo de Inventario)

Una tienda de aparatos electrénicos vende un sistema de juegos de video y opera bajo el siguiente esquema:
Si al final del dia el nimero de unidades disponibles es 1 6 0, se ordenan nuevas unidades para llevar el
total a 5. Para simplificar supondremos que la nueva mercancia llega antes de que la tienda abra al dia
siguiente. Sea X, el nimero de unidades disponibles al final del n-ésimo dia y supongamos que el niimero
de clientes que quieren comprar un juego en un dia es 0, 1, 2, 6 3 con probabilidades 0.3;0.4;0.2 y 0.1
respectivamente. Tenemos entonces la siguiente matrix de transicién

0 0 01 02 04 03
0 0 01 02 04 03
03 04 03 O 0 0
0.1 02 04 03 0 0
0 01 02 04 03 O
0 0 01 02 04 03

P =

Esta cadena es un ejemplo de una politica de control de inventarios (s,.5) con s =1y S = 5: cuando el
stock disponible cae a s o por debajo de s, se ordena suficiente mercancia para llevar el stock a S = 5.
Sea D,, la demanda en el n-ésimo dia. Tenemos

(Xpn — Dpy1)t si X, > s,
Xn+1 =

4.9
(S - Dn+1)+ si Xn S S. ( )

La descripcion general de este esquema de inventario es la siguiente: se tiene un inventario de cierto
producto con el fin de satisfacer la demanda. Suponemos que el inventario se repone al final de periodos
que etiquetamos n = 0,1,2,... y suponemos que la demanda total durante un periodo n es una v.a. X,
cuya distribucién es independiente del periodo (es decir, es estacionaria):

P(Dn=k)=ps, k=01,2,...

donde pr, >0, >, pr = 1.

El nivel del inventario se verifica al final de cada perfodo y la politica (s,S) de reposicién (s < S)
estipula que si el nivel de inventario no esta por encima de s, se ordena una cantidad suficiente para
llevar el inventario a S. Si, en cambio, el inventario disponible es mayor que s, no se produce una orden.
Llamemos X,, al inventario disponible al final del n-ésimo periodo.

Hay dos situaciones posibles cuando la demanda excede al inventario:

1. La demanda no satisfecha se pierde.
En este caso el nivel del inventario nunca puede ser negativo y vale la relacién (4.9).

2. La demanda no satisfecha en un periodo se satisface inmediatamente después de renovar el inven-
tario.

En este caso el nivel del inventario puede ser negativo y satisface

X _JXn = Dp1 si Xy >,
w S —Dpi1 si X, <s.
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La sucesién (X,),>1 es una cadena de Markov con probabilidades de transicién

P(Dpt1=i—j) sis<i<$§,

j (X1 =4l i) {P(Dn+1zs_j) en otro caso.

Ejemplo 4.7 (Rachas)

Realizamos una sucesion de juegos en idénticas condiciones con probabilidad de éxito (E) p y de fracaso
(F) ¢ = 1—p. Decimos que ocurre una racha de longitud % en el juego n si han ocurrido k éxitos sucesivos
en el instante n luego de un fracaso en el instante n — k

n-k n-k+1 n-k+2 n-k+38 n

Para estudiar este proceso como una cadena de Markov definimos los siguientes estados: Si el ensayo
resulta en fracaso, el estado es 0. Si resulta en éxito, el estado es el nimero de éxitos que han ocurrido en
sucesién. Por lo tanto, desde cualquier estado i puede haber una transicién al estado 0 (si hay un fracaso
en el préximo juego) con probabilidad 1— p, mientras que si hay un éxito la racha continua y la transicién
es de i a7+ 1. La matriz de transicién es

~

I
SRR R R
coos
cox o
o oo
=" oo o

Ejemplo 4.8

Sean X, una variable aleatoria que toma valores en &, {Y;, : @ — S,n € N} una sucesién de variables
aleatorias independientes entre si y de Xy, con valores en un conjunto S y F': £ x S — £. En general,
cualquier fenémeno descrito por una relaciéon en recurrencia aleatoria de la forma

Xn+1 - F(XnaYn-&-l)v n e N7
es una cadena de Markov. Verifiquemos la propiedad de Markov

P(Xn+1 = y|XO =T0s s X1 = Tp—1, X = l‘) = P(Xn+1 = yIXn = J})

paran € Ny zg,...,z,—1,2,y € £. Para ello observemos que existe una sucesiéon de funciones determi-
nistas g, : £ x 8™ — &, tal que X,, = g,(Xo,Y1,...,Ys). En efecto, estas pueden ser definidas por la
recurrencia go(z) =z, z € £, yparar €y 21,...,2, €S

gn(xy 21,y 2n) = Fgn-1(z,21, ..., 2n-1),2n), n>1

Usando esto se tiene que

P(Xp+1=y|Xo=20,..., Xn-1=2pn_1,X, = 2)

 PXo=20,..., Xn1=Tp-1, Xpn =2, Xpn11 =)

B P(Xo=w0,..., Xp-1=opn_1,X, =)

_ P(Xo=20,91(w0, Y1) =1, ..., 90 (00,21, .., Tpn_1,Yn) = 2, F(x,Ynq1) = ¥)

N P(Xo = z0,91(x0, Y1) =21, .., gn(T0, T1, ..., Tp_1,Yn) =)

_ P(Xo=20,01(20,Y1) = 21, .., gn(T0, 21, ..., Tn_1,Yn) = ) P(F(2,Y, 1) = y)
P(Xo=z0,91(x0,Y1) = 21,..., gn(T0, Z1y ..., Tpn_1,Yn) =

= P(F(z,Yn41) =),
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donde z; representa los valores tales que F'(x;_1,%;) = x;41. Por otro lado, usando la independencia se
tiene que

P(F(X,, Y1) =y, X,, = 1)
P(X, =z)
_ P(F(2,Yn41) =y, X = )
P(X, =)
P(F(z,Yn41) = y)P(Xy = x)
P(X, =)
= P(F(z,Yn1) = y).

P(Xn+1 = y|Xn = z) =

4.3. Matrices de Transicion

Una herramienta fundamental en el estudio de las cadenas de Markov lo constituyen las matrices de
transicién en n pasos: P(" = (PZ-(;I))7 donde Pi(jn) denota la probabilidad de que el proceso pase del estado
i al estado j en n pasos:

P = P(Xpin = j1Xm = 0).

Recordamos que estamos trabajando con procesos cuyas matrices de transicién son estacionarias.

Teorema 4.1 (Ecuaciones de Chapman-Kolmogorov) Si P = (P;;) es la matriz de transicion (en
un paso) de una cadena de Markov, entonces

P =3"pPPY (4.10)
ke&

para cualquier par fijo de enteros no-negativos v y s que satisfagan r + s = n, donde definimos
0) 17 = j7
Pij = . .
0, t#]

hacemos una particion segun los valores posibles de la cadena en el instante r:

Demostracién.

Para calcular Pi(jn)

P = P(X, = j|Xo =)
:ZP( n=J, X = k| Xo =)

_Z n=20 X, =k Xo=1)
Xo—Z)

_Z _.]a _kXO_Z)P(X :kaXOZZ)
*k,XO*Z) P(XO_Z)

= ZP n=71Xr =k, Xo=9)P(X, = k|Xo =1)
= ZP(Xn = j1Xr = k)P(X, = k|Xo = i)

ZP(T)P(S ]
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La relacién (4.10) representa la multiplicacién de las matrices Py PG de modo que P es

(n)

simplemente la n-ésima potencia de P. Por lo tanto P es el elemento ij de la n-ésima potencia de la

matriz P.
Si la probabilidad de que el proceso esté inicialmente en j es 7(j):

je€

4.4. Clasificacion de los Estados

Definicién 4.2 Sea & el espacio de estados de una cadena de Markov y A C &. El tiempo de llegada a
A se define como
Ty =min{n >1: X, € A} (4.11)

si X,, € A para algin ny T4 = co si X,, ¢ A para todo n > 0. Es decir, es el primer instante luego del
inicio de la cadena, en el que la cadena visita al conjunto A. Si A = {a} para algin a € & escribimos Tj,.

Una relacién importante asociada a los tiempos de llegada es la siguiente:

pm _ Z P(T; = m)P.(r,L*m)7 n>1. (4.12)

)

Veamos cémo se demuestra esta relacién. Descomponemos el evento de interés segun el instante de la
primera visita al estado j:

P = Z Pi(X, = j|T; = m)P(T; = m)

= P(Xy = j|Xm = 5§, Xm # j,..., X1 # j, Xo = i) (T = m)

m=1
= Z P(Xy = j|Xm = j)Pi(T; =m)
m=1
-y P/(T; = m)P" ™™
iy = M) :
m=1

Observamos que
Pi(Tj = 1) = Pi(Xl :j) = Pij

y ademas
P(Tj=2)=)Y P(X1=kXo=j) =) PP
k] Py
Para valores mayores de n tenemos
P(Tj=n+1)=Y PxPu(T;=n), n>1 (4.13)

k#j
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Definicién 4.3 Definimos

la probabilidad de que una cadena que comienza en i visite el estado j. En particular, p;; es la probabilidad
de que una cadena que comienza en j, regrese a j.

Observamos que

pij = Pi(Tj < o00) = i Pi(T; = m). (4.15)

=1
Definicién 4.4 Decimos que un estado j es recurrente si pj; = 1y transitorio si pj; < 1.

Si j es recurrente y la cadena comienza en j, entonces regresa a j con probabilidad 1. Si, en cambio,
J es transitorio, hay una probabilidad positiva e igual a 1 — p;; de que si la cadena comienza en j, nunca
regrese a ese estado. Si j es un estado absorbente, P;(T; = 1) = 1 y por lo tanto p;; = 1, de modo que
un estado absorbente es necesariamente recurrente.

Ejemplo 4.9 (Paseo al Azar con N=4)
La matriz de transicién es

1 0 0 0 0
q 0 p 0 0
P=10 g 0 p O
0 0 g 0 p
00 0 0 1

Los estados 0 y 4 son absorbentes, y por lo tanto son recurrentes. Veamos que los otros estados, 1, 2 y 3,
son transitorios.
Si estamos en 1 y la cadena pasa a 0, nunca regresard a 1, de modo que la probabilidad de nunca
regresar a 1 es
Pl(Tl:OO):P(T1:OO|X0:1)ZP10:(]>O

De manera similar, comenzando en 2, la cadena puede ir a 1 y luego a 0, de modo que
Py(Ty = o0) = P(Ty = 00| Xg = 2) > Py Pig = ¢* > 0.

Finalmente, si comenzamos en 3 observamos que la cadena puede ir inmediatamente a 4 y no regresar
nunca con probabilidad 0.4:

P3(T3 = 00) = P(T3 = 00| X9 =3) > Psa =p > 0.

4.5. Descomposicion del Espacio de Estados

Decimos que desde el estado ¢ se llega o se accede al estado j si Pi(j") > 0 para algin n > 0. Es facil ver
que esto es cierto para ¢ # j siy solo si p;; > 0. Por lo tanto desde 4 se accede a j si hay una probabilidad
positiva de que en un numero finito de pasos, se pueda llegar al estado j partiendo del estado i. Notacién:
17— J.

Sii— jyj— i decimos que los estados se comunican y escribimos i <> j. Si dos estados no se
comunican, o bien Pi(j") =0, Vn >0, o bien PJ%") =0, Vn > 0, o ambos. La comunicacién es una relacién
de equivalencia:

b)icjejet
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c) Sii<> jyj<> kentonces i < k:
i<—>j:>3nta1quePém>0, ijﬁHmtalqueP;;")>0,
y usando ahora las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov

n+m n) (m) n m
Py, ):ZPi(r P Zpi(j)Pj(k)>0~

T
Un argumento similar muestra que existe s tal que P,E‘;) > 0.

Esta relaciéon de equivalencia divide el espacio de estados £ en clases de equivalencia que también
llamaremos clases de comunicacién. Los estados de una clase de equivalencia son aquellos que se comunican
entre si.

Puede ocurrir que partiendo de una clase de equivalencia, la cadena entre en otra. Si esto ocurre,
claramente la cadena no puede regresar a la clase inicial, pues si lo hiciera las dos clases se comunicarian
y formarfan una sola clase.

Definicién 4.5 Decimos que la cadena es irreducible si hay una sola clase de equivalencia, es decir, si
todos los estados se comunican entre si.

El siguiente resultado, que presentamos sin demostracién, es clave para la clasificacién de los estados
de una cadena de Markov.

Teorema 4.2 (a) Si i — j pero j - i entonces i es transitorio.
(b) Sii es recurrente e i — j entonces j es recurrente y p;; = pj; = 1.

Corolario 4.1 Sea C una clase de comunicacion. Entonces todos los elementos de C son recurrentes o
todos son transitorios.

Ejemplo 4.10
Consideremos una cadena de Markov con € = {1,2,3,4,5,6,7} v la siguiente matriz de transicién

03 0 0 0 07 0 O
01 02 03 04 0 0 O
0 0 05 05 0 0 O
0o 0 0 05 0 05 O
06 0 0O O 04 0 O
o 0 0 0 0 02 08
0o 0 0 1 0o 0 O

Las transiciones posibles entre estados diferentes se presentan en la figura 2.1. Una grafica de este tipo
se conoce como la gréafica de transiciones de la cadena.

- 2 ) —( 4 )—

1AV
® © O

Figura 2.1
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Observamos que 2 — 4 pero 4 - 2 y algo similar ocurre con 3, de modo que 2 y 3 son estados transi-
torios. Sin embargo, estos dos estados no se comunican y por lo tanto forman dos clases de equivalencia
disjuntas, {2} y {3}. El resto de los estados se separan en dos clases de equivalencia, {1,5} y {4,6,7}.
Veremos luego que ambas son recurrentes. A

Es posible demostrar que una cadena de Markov con espacio de estados finito debe tener al menos un
estado recurrente.

Definicién 4.6 Un conjunto no vacio C' C £ es cerrado si no se puede salir de él, es decir, desde ningin
estado de C' se tiene acceso a estados que estén fuera de C. Esto quiere decir que

pij:() SiiEC,j¢C.
Equivalentemente, C' es cerrado si y sélo si
PM=0, ieC j¢Cyn>1.

Si C es cerrado y la cadena comienza en C entonces, con probabilidad 1 se queda en C' todo el tiempo.
Si a es un estado absorbente entonces {a} es cerrado.

Definicién 4.7 Un conjunto cerrado es irreducible si todos sus estados se comunican.

Ejemplo 4.11
En el ejemplo 4.10 los conjuntos {1,5}, {1,4,5,6,7} v {1,3,4,5,6,7} son cerrados, pero sélo el primero
es irreducible.

De los resultados anteriores vemos que si C' es cerrado e irreducible entonces todos los estados de C'
son recurrentes o todos son transitorios.

Una cadena de Markov irreducible es una cadena en la cual cada estado se comunica consigo mismo
y con cualquier otro estado. En una cadena de este tipo o bien todos los estados son recurrentes o bien
todos son transitorios.

Mencionamos anteriormente que si £ es finito, tiene al menos un estado recurrente. De manera similar,
cualquier conjunto cerrado finito C' tiene al menos un estado recurrente. Por lo tanto, todos los estados
de C' lo son:

Teorema 4.3 Sea C un conjunto finito, irreducible y cerrado. Entonces todos los estados de C son
recurrentes.

Consideremos una cadena de Markov con espacio de estados finito. Por el teorema 4.3 si la cadena es
irreducible entonces debe ser recurrente. Si la cadena no es irreducible, podemos usar el teorema 4.2 para
determinar cuales estados son recurrentes y cudles transitorios.

Ejemplo 4.12
Determine cuéles estados son recurrentes y cudles transitorios para la cadena de Markov con la siguiente

matriz de transicion.
1 0 0 0

0
1/4 1/2 1/4 0 0 0
0 1/5 2/5 1/5 0 1/5
0 0 0 1/6 1/3 1/2
0O 0 0 1/2 0 1/2
0 0 0 1/4 0 3/4

0

La siguiente grafica presenta las transiciones posibles (en un paso) entre estados diferentes para esta
cadena
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ORN
@%@:@<%>@

Figura 2.2

Vemos que hay tres clases de equivalencia {0}; {1,2} y {3,4,5}. La primera clase es recurrente
porque 0 es un estado absorbente. La clase {1,2} es transitoria porque es posible salir de ella y no
regresar nunca, por ejemplo, pasando de 1 a 0. Finalmente, la tercera clase es recurrente porque es finita,
cerrada e irreducible. A

Llamemos & a la coleccion de los estados transitorios de £ y i a la coleccién de estados recurrentes.
En el ejemplo anterior &7 = {1,2} v g = {0,3,4,5}. Esta tltima clase puede descomponerse en dos
conjuntos cerrados irreducibles, C; = {0} y Cy = {3,4,5}.

4.6. Paseo al Azar

Consideramos de nuevo la situacién del ejemplo 4.4. Tenemos una sucesion &;, ¢ > 1 de v.a.i.i.d. que
toman valor 1 con probabilidad p y valor —1 con probabilidad ¢ = 1 — p y ponemos S, = Sy + > &.
S, es un paseo al azar simple. Vamos a estudiar en esta seccién algunas propiedades importantes de este
proceso.

Lema 4.1 Un paseo al azar simple tiene las siguientes propiedades

= Propiedad de Markov
P(Syym = 4|50, 51,---,50) = P(Sntm = 7|Sn)-
= Homogeneidad espacial
P(S,=j|So=1)=P(S, =j+k|So=1i+k).
= Homogeneidad Temporal
P(Sn = j|So = i) = P(Sptm = j[Sm =1).
Demostracién. La propiedad de Markov ya fue demostrada.

= Homogeneidad espacial.

Se tiene que el lado izquierdo es igual a P (Z?zl & = j —1i) mientras que el lado derecho es igual a
P &=7+b—(i+b).
= Homogeneidad temporal.

Es una consecuencia facil de la independencia y del hecho que las v. a. §; son idénticamente distribuidas
que el lado derecho es igual a:

P(So+ 0" & =45,8+3 & =i m+n o n .
( : P(;o+22’11;=i) : ) :P(i:%lgizj_o :P(;&:J—z);

un célculo elemental prueba que el lado izquierdo es idéntico a esta cantidad. |
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Proposicién 4.1 Se tiene que para a,b enteros, n >0 y [b—a| <n

pntb=a)/2gn=bta)/2 i (n 4 b—a)/2 €7

P(Sn _ blSo — CL) _ {((n+b—a)/2)
0 en otro caso.

Demostracién. Se tiene que una trayectoria que lleva del punto (0,a) al punto (n,b) tiene r pasos

para arriba (+1) y ! pasos hacia abajo (—1). Estos son tales que r +1 =ny r—1 = b — a (pues

Sp—5S0 =71(+1)+1(—1) = b—a). Estas ecuaciones determinan a [ y 7, lo que implica que r = (n+b—a)/2

y 1 = (n—b+a)/2. Cada trayectoria que lleva de a a b en n pasos tiene probabilidad p"q', y hay ((

trayectorias posibles. El resultado sigue.

n
n+b—a)/2
Ahora vamos a considerar el problema de la ruina de un jugador que apuesta 1 peso en cada juego y
tiene probabilidad p de ganar y ¢ = 1 — p de perder. Definamos
H; =min{n >0: X, =j}, h(i) = P;(Hn < Hp).

La diferencia entre H; y T}, que definimos anteriormente, estd en que H incluye el estado inicial; h(7) es
la probabilidad de que el jugador con capital inicial ¢ alcance una fortuna N antes de arruinarse.

Proposicién 4.2 Sea h(i) la probabilidad de que un paseo al azar que parte del estado i llegue al nivel
N antes que al nivel 0. Entonces

0i—1 .
Wiy = =1 SLPFA
i sip=q=0.5,

donde 6 = q/p.

Demostracién. Por la definicién de H; tenemos h(0) = 0y h(N) = 1. Para calcular h(i) paral <i < N
estudiamos la primera transiciéon y obtenemos

h(i) = ph(i+1) + (1 — p)h(i — 1),
y rearreglando
p(h(i+1) = h(i)) = (1 = p)(h(i) — h(i — 1));
concluimos que

hi+ 1) — (i) = ~—L(h(i) - h(i — 1)). (4.16)
Sip = 1/2 obtenemos
h(i+1)—h(i) =h(G)—h(i—1)=C paral <i<N.

Entonces
N

1="h(N) = h(0) = > (h(i) — h(i — 1)) = NC

=1

de modo que C' = 1/N. Usando esto y el hecho de que h(0) = 0, tenemos
h(i) = h(i) = h(0) = Y _(h(j) —h(j — 1)) =

es decir, si p = 1/2,

P,(Hy < Hy) = para 0 <i < N.

1
N
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Como consecuencia la probabilidad de ruina es

i N-—i
P(Hy < Hy) =1 — - — .
i(Ho < Hy) NT N

Si p # 1/2 los detalles son un poco més dificiles. Poniendo C = h(1) — h(0), (4.16) implica que para
i>1,

h(i) = h(i — 1) = c(lp%p)i’l _ oot

con 6 = ¢q/p. Sumando de i =1 a N obtenemos

N

N
1=h(N)—=h(0)=>_(h(i) = h(i—1)) =C> "
i i=1

Recordemos que si 6 # 1,

y vemos que

Usando de nuevo que h(0) = 0 y sumando

- 1—-¢7 1-¢
h(7)=h(j) —h = 501_1: - =
Recordando la definicién de h(i) obtenemos que cuando p # 1/2,

0 —1 oN — ot
P,(Hy < Hy) =
oN _ 1 i (Ho < Hy) oN _ 1

P1<HN < Ho) =
con = =2, [ |
P

Ejemplo 4.13

En la siguiente tabla presentamos algunos valores de la probabilidad de ruina en diferentes circunstancias.
p es la probabilidad de éxito en cada juego, i es el capital inicial, N el objetivo y Pr la probabilidad
de ruina. Las probabilidades 0.4865 y 0.4737 representan la probabilidad de ganar en ruleta cuando se
apuesta al color o a par-impar. En el primer caso la ruleta sélo tiene un 0 (ruleta europea) mientras
que en el segundo tiene 0 y 00 (ruleta americana). La probabilidad 0.493 corresponde al juego de dados

(craps).

y p=0.474 \ y p = 0.486 \ y p = 0.493 \
i [ N[ Pe | [ i | NP ] [ i | N] Prp |
1 10 0.94 1 10 [ 0.92 1 10 0.91
10 | 100 | 0.99995 10 | 100 | 0.997 10 | 100 0.98
100 | 1000 1 100 | 1000 1 100 | 1000 1
5 10 0.63 5 10 | 0.569 5 10 0.535
50 | 100 | 0.995 50 | 100 | 0.942 50 | 100 0.8
500 | 1000 1 500 | 1000 1 500 | 1000 | 0.9999992
9 10 0.153 9 10 | 0.127 9 10 0.113
90 | 100 | 0.647 90 | 100 | 0.43 90 | 100 0.26
900 | 1000 | 0.99997 900 | 1000 | 0.996 900 | 1000 0.939
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Corolario 4.2 Se tiene que para todo i € N

1 siqzp
P(H0<OO|SOZi): q 7 )
(5), st q < p.

Demostracién. Para n > 1 sea A, el evento A,, = {Hy < H,}. Observemos que si n > i, A, C A,11
puesto que H,, < H, 1, para todo n. Es decir que la sucesién A,, es una sucesién creciente de eventos y
ademas

{HO < OO} = Unzl{HO < I{n}7

y por la continuidad por debajo de la probabilidad se tiene que

n—oo
|
Sean a,b € Z y n € N. Denotaremos por N, (a,b) al nimero de trayectorias que van de a a b en n
pasos, por N2(a,b) a aquellas que van de a a b en n pasos pasando por 0 al menos una vez y por Z\fffo(a7 b)
a aquellas que van de a a b en n pasos sin pasar por 0 (excepto posiblemente en los extremos, si a 0 b
valen 0). Un resultado fundamental sobre el paseo al azar simple es el principio de reflexién.

Teorema 4.4 (Principio de Reflexién) Para a,b > 0 se tiene que
N%(a,b) = Ny,(—a,b).

Demostracién. En la figura 2.3 vemos que cada trayectoria que lleva de (0, —a) a (n,b) cruza el eje x
al menos una vez; denotemos por (k,0) el punto en el cual esto ocurre por primera vez. Reflejando el
segmento de la trayectoria anterior a (k,0) respecto al eje x se obtiene una trayectoria lleva de (0,a) a
(b,n) y que toca al eje = al menos una vez.

Podemos hacer algo similar para las trayectorias que inician en (0, a) y pasan por 0, y obtenemos una
trayectoria de (0, —a) a (n,b). [

y

Sm

[E

Figura 2.3

Lema 4.2 Para todo a,b € Z, n € N con |a — b| < n, se tiene que

N (a,b) = <(n + bn— a)/2>

siempre que (n+b—a)/2 € Z.
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Demostracion. La prueba de este resultado es similar a la prueba de la proposicién 4.1. |
Como consecuencia importante del lema anterior y el principio de reflexién tenemos el siguiente
teorema.

Teorema 4.5 (Teorema del Escrutinio (Ballot Theorem)) Si b > 0, entonces el nimero de tra-
yectorias N7°(0,b) que llevan de (0,0) a (n,b) y que no visitan el eje x después del primer paso es

NZ2(0,5) = 2 Nu(0,D)

Demostracién. Observemos que el primer paso de dichas trayectorias lleva a (1,1), por lo tanto el
numero que queremos calcular estd dado por

Nn—l(lvb) N’S 1(1 b) n 1(1 b) ( 1 b)
B (n— 1) (n—1)!

R (R ()
(=1 n+b n-—b

ICSHC I ( 2 2 )
b

—7Nn ) .
=N, (0,0)

i Por qué se llama este resultado el teorema del escrutinio? Supongamos que en una eleccién tenemos
dos candidatos A y B, A obtiene « votos, B obtiene 8 votos y a > B. {Cudl es la probabilidad de que
A lleve la ventaja durante todo el escrutinio? Supongamos que & = 1 si el i-ésimo individuo vota por
Ay & = —1 si vota por B. Supongamos que cualquier combinacion de votos es igualmente probable, es
decir que cada una tiene probabilidad 1/ (a:@ ) La trayectoria que deben seguir los escrutinios para que
A tenga la mayorfa durante toda la jornada de escrutinio va del punto (0,0) al punto (a+ 8, — ) y no
regresa al origen. Por lo tanto la probabilidad buscada estd dada por

a—pf I a-p
P G

4.6.1. Ley del Arcoseno

Vamos a considerar ahora el paseo del azar simétrico (p = ¢ = 1/2) que inicia en 0. Comenzamos
por recordar algunos resultados e introducir notacién, tomada principalmente del libro de W. Feller.
Recordemos que como los pasos son unitarios, si el proceso parte de 0 solo puede regresar a 0 en un
nimero par de pasos.

s =n = (L)

debe entenderse que esta probabilidad es 0 si n y 7 no tienen igual paridad,

n = PQ(SQn = O) = (2n>2_2n

n
fon = Po(S152 - - - Sap—1 # 0, 52, = 0).

ua, es la probabilidad de que haya un retorno al origen en el instante 2n mientras que fo, es la probabilidad
de que el primer retorno al origen ocurra en el instante 2n.
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Recordemos la relacién (4.12), que liga las probabilidades de transicién en n pasos para una cadena
de Markov con los tiempos de llegada Tj:

P = ZP = k)P

Consideremos el caso particular de un paseo al azar con i = j = 0 y 2n pasos, obtenemos
P ZP Ty = 2k)Py" 2"

que en términos de la notacién que acabamos de introducir es

n
Ugp = Z JokU2n—2k- (4.17)
k=1

Lema 4.3 La probabilidad de que no ocurra ningin retorno al origen hasta el instante 2n es igual a la
probabilidad de que ocurra un retorno al origen en el instante 2n:

P(S1SQ tee Szn 75 0) = P(Sgn = 0) = U2n (4.18)
En consecuencia, por simetria
1
P(Sl > 0, ey So,, > 0) = 511,2” (419)
Adicionalmente

Demostracién. Probaremos inicialmente (4.19). Observamos que {Sa, > 0} = Up_,{S2, = 2k} y por
lo tanto

P(Sl >0,...5, >0) :ZP(Sl >0,...,5,.1>0,5, :2k) (421)

Ahora bien, cualquier trayectoria que parte de 0 y permanece en el lado (estrictamente) positivo nece-
sariamente tiene que tener una primera transicién al estado 1, es decir, S; = 1. Por lo tanto, el nimero
de trayectorias que parten de 0, permanecen en el lado (estrictamente) positivo y estédn en el estado 2k
en el instante 2n es igual al nimero de trayectorias que van del estado 1 al estado 2k en 2n — 1 pasos y
nunca tocan el origen, es decir N0, (1, 2k). Este nimero es

N (1,2k) = Nop—1(1,2k) — N9, _1(1,2k)

Por el principio de reflexion, el nimero de trayectorias que van del estado 1 al estado 2k en 2n — 1 pasos
tocando el 0 es igual al niimero de trayectorias que van del estado -1 al estado 2k en 2n — 1 pasos:
N9 _1(1,2k) = Naj,_1(—1, 2k). Regresando a (4.21) tenemos

P(S1>0,...5, >0) =Y N3’ (1,2k)27"
k=1
n
) <N2n_1(1, 2k) — Nap_1(~1, 2k)>
k=1
—gmy (Nzn,l(o, 2% — 1) — Non_1(0,2k + 1))
k=1
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y esta es una suma telescépica que resulta en

=272 (N3 1(0,1) = Nag1(0, 20+ 1))
=2"2"N,, 1(0,1) (4.22)
porque no es posible ir de 0 a 2n + 1 en 2n — 1 pasos. Observamos que
P(Syp_1 =1)=2"""1Ny, 1(0,1)

y en consecuencia P(S; > 0,...S2, > 0) = (1/2)P(S2,—1 = 1). Para concluir la demostracién de (4.19)
falta ver que P(S2,-1 = 1) = uga,. Observamos que para estar en 0 al cabo de 2n pasos, en el instante
2n — 1 debemos estar en 1 6 —1. Usando de nuevo la simetria del paseo, P(Sa,—1 = 1) = P(Sap—1 = —1)
y €n consecuencia

1 1
Ugp = §P(82n71 =1)+ §P(52n71 =—-1)=P(Sapn_1 =1).

Finalmente observamos que una trayectoria que es estrictamente positiva a partir del primer paso debe
tener una primera transicién al punto (1,1) y luego permanecer sin cruzar la recta horizontal que pasa
por 1, que podemos considerar como un nuevo eje x trasladado al puntos (1, 1) y pensar que la trayectoria
inicia de nuevo en el instante 1. La probabilidad de ir a (1,1) es 1/2 y luego la probabilidad de permanecer
por encima de la recta horizontal es la probabilidad de que un paseo que inicia en (1, 1) no cruce el nuevo
eje x, que es P(S; > 0,...S2,-1 > 0). Pero como 2n—1 es impar, si Sa,—1 > 0 entonces también Sy, > 0.
Resumiendo

1

§U2n :P(Sl >07'--7SZ7L >O)

1
= §P(S1 2 07"'78277,—1 Z O)

1
= 5P(5120,..., 5, > 0)

Lema 4.4 1
fon = Po(5152- -+ Sopn—1 # 0,52, =0) = oy Yan—2-

Demostracién. Queremos hallar N;;O(O, 0). Teniendo en cuenta que si partimos de 0 el primer paso nos
lleva a 1 0 a —1 y usando la simetria obtenemos

N30(0,0) = NZ,"_,(1,0) + N3, (~1,0)
=2N7" (1,0)
= 2NZ° ,(1,1). (4.23)

La ultima relacién se debe a que si el primer paso es positivo y regresamos a 0 por primera vez en el paso
2n, necesariamente en el instante 2n — 1 debemos estar en el estado 1. Ahora bien, por el principio de
reflexién, N9 _5(1,1) = Na,,_o(—1,1). Regresando a (4.23) y usando el lema 4.2

N3 5(1,1) = Nay_o(1,1) — N9, _5(1,1)
- N2n—2(17 1) - N2n—2(_17 1)

() -()
- % <2:— 12)'
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Resumiendo 5 /9 )
n—
N32(0,0) = = :
2n ( ’ ) n\n—1
Esto nos da el ntimero de trayectorias. Como cada trayectoria tiene probabilidad 272", al multiplicar la
expresién anterior se obtiene el resultado. |

Queremos ahora investigar el siguiente problema: Consideremos un juego de azar en el cual ambos
jugadores tienen igual probabilidad de ganar o de perder, y en cada juego se gana o pierde una unidad.
Observamos el comportamiento desde la éptica de uno de ellos, que llamaremos A. Al comienzo del juego
la ganancia de A es 0 y a medida que aumentan los juegos, por la ley de grandes nimeros la fraccién de
juegos favorables a él tiende a 1/2. De igual manera su fortuna total fluctia y puede cambiar de signo.
La pregunta que nos hacemos es la siguiente: ;Cuando aumenta el nimero de juegos, cudl es la fraccién
del tiempo durante la cual la fortuna de A ha sido positiva?

Una intuicién comun es que si la fraccién de juegos favorables se acerca a 1/2, ambos jugadores deben
compartir la delantera frecuentemente, es decir, deben ir ganando aproximadamente la mitad del tiempo.
Si pensamos en términos de los momentos en los cuales hay un empate, entre dos empates sucesivos, por
simetria, es igualmente probable que cualquiera de los dos jugadores tenga la ventaja y como a medida
que hay maés juegos habra m&s empates, esto parece indicar que la fracciéon de tiempo en la que las
ganancias de A son positivas debe acercarse a 1/2.

La ley del arcoseno, que consideramos a continuacién, muestra que esta intuicién es falsa: Es mas
probable que la fraccién del tiempo que A lleva la delantera esté cerca de 0 o de 1 que de 1/2. En el
siguiente resultado obtenemos la ley para tiempo que el paseo al azar permanece en el lado positivo. Para
contabilizar los estados positivos y negativos usamos las siguiente convencién: Si Sor = 0, consideramos
este valor positivo o negativo segin Sor_1 > 0 6 Sop_1 < 0, respectivamente.

Teorema 4.6 (Ley del Arcoseno) Llamemos aap o @ la probabilidad de que en el intervalo de 0 a 2n
el paseo permanezca 2k unidades de tiempo en el lado positivo y 2n — 2k unidades en el lado negativo.

FEntonces -~ ok
n —
Qan 2k = U2kU2p—2k = <k:> ( "k )22". (4.24)

Demostracién. Observamos que si k& = n, (4.20) muestra que el resultado es cierto y por simetria
también es cierto si k = 0. Por lo tanto basta hacer la demostracion para 1 < k <n — 1.

Si el paseo al azar permanece 2k instantes en el lado positivo y 0 < k < n entonces hay al menos un
regreso al origen antes de 2n, Supongamos que el primero de ellos ocurre en 2j entonces,

= 0 bien la primera excursién es positiva, de modo que 25 < 2k y el resto de la trayectoria, So;11,. .., S,
permanece 2k — 2j instantes en el lado positivo,

» 0 bien la primera excursién es negativa, de modo que 2(n — j) > 2k y el resto de trayectoria,
S2j41,- ..,y permanece 2k instantes en el lado positivo.

Como consecuencia
k n—k
1 1
Qzn2k = 5 E foj0on_2j2k—25 + 5 E f2j02n—2j,2k- (4.25)
i=1 i=1

Ahora procedemos por induccién en n. Para n = 1 necesariamente k =06 k =n = 1 y ya hemos visto
que en estos casos la relacién es cierta. Supongamos que (4.25) es cierta para valores menores o iguales
an — 1, usando esto en (4.25) tenemos

1 k 1 n—k
Qon2k = 5 E fojUon—2rUok—25 + 3 E fojuorton—2k—2;
i=1 =1

k

n—k

1 1

= 5“277,721@ E f2ju2k72j + §U2k E f2ju2n72k72j
Jj=1 Jj=1
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Recordando ahora la relacién (4.17) obtenemos el resultado. |

Como consecuencia del resultado anterior vemos que para n fijo, los niimeros g, 2 corresponden a
una distribucién de probabilidad sobre 0 < k < n que se conoce como la distribucién discreta del arcoseno
de orden n. La distribucién es simétrica en el siguiente sentido:

Q2n 2k = 2n 2n—2k

y el término central es siempre el menor.

Antes de analizar una aproximacion continua a esta distribucién cuando n crece, veamos algunas
consecuencias de la ley del arcoseno. Para una sucesién de 20 juegos (n = 10), la probabilidad de que
alguno de los jugadores permanezca ganando todo el tiempo es mayor a 0.35, que permanezca ganando
durante 18 juegos o mas es mayor a 0.53 y para 16 juegos o mas es mayor a 0.68. Para 50 juegos, alguno
de los jugadores permanece ganando siempre con probabilidad mayor a 0.22, y con probabilidad mayor
a 1/2 alguno de los jugadores permanece ganando durante 44 juegos o més.

A partir de la formula de Stirling que demostramos anteriormente, podemos obtener una aproximacion

tanto para us, como para o, 2k:
2n —2n (QTL)' —2n
o= (1) = G

_V2my/2n(2n)*re " o—2n

2n+1,—2n
2mn e

_ (4.26)

Qiop 2k =~

m/k(n—k)
Para analizar la fraccién del tiempo que el paseo permanece en la parte positiva ponemos z = k/n,

1 1 1
- (4.27)

Qo 2k R = =—g(z
22k mk(n—k) mny/zip(l — x) ng( 2
donde g(x) = 1/m\/x(1 — ). Para « € (0,1), la probabilidad de que la fraccién del tiempo en el lado

positivo sea menor o igual a = es

Z Q2n,2k ~ Z %g(xk)

rr<x zp<T

m/ g(t)dt

0

/w dt

0 W\/t(l—t)

= garcsen\/a?.
T

Como consecuencia tenemos el siguiente corolario.

Corolario 4.3 5i 0 < xz < 1 la probabilidad de que la fraccion del tiempo que el paseo pasa en el lado
positivo sea a lo sumo x converge a

2
Zarcsen v/z.

l/l‘ i
TJo JHI—t) T«
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Densidad de la distribucién arcoseno

0.0 01 0.2 03 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

Figura 4.1: Gréfica de la densidad de la distribucién arcoseno. Los puntos representan los valores de
Nogp, 2k para n = 10 (azul) y 20 (rojo).

Para representar gréficamente la aproximacién (4.27), la figura 4.1 representa la funcién g(x) =
1/m+/2z(1 — x y los valores de nagy, o para n = 10y 20.

La razén por la cual la fraccién de tiempo durante la cual uno de los jugadores estd ganando no va
a 1/2 es que el paseo tarda demasiado en regresar a 0. En particular, el valor esperado del tiempo de la
primera visita a 0, T es infinito:

oo

E(Ty) =Y 2kfor =
k=1 k

— 1
UQk—2 = Z — =0
1 =1 VT
donde usamos el lema 4.4 y la relacién (4.26).

Ultima Visita al Origen

A medida que n crece es mas probable observar excursiones cada vez mds largas, durante las cuales
uno de los dos jugadores estard ganando en el juego. En el siguiente teorema obtenemos la distribucién
de probabilidad para la dltima visita al origen.

Teorema 4.7 FEl intervalo de tiempo que transcurre desde la ultima visita al origen hasta el instante 2n
sigue la ley discreta del arcoseno.

Demostracién.

P(Sar, =0, Sok4+1S2k+2 - - Son # 0) = g P(S152 - - - Sap—ar # 0)

= U2kU2n—2k

4.7. Distribuciones Estacionarias

Retomamos en esta seccién el estudio general de las cadenas de Markov. Atin cuando no disponemos
de las herramientas necesarias para un analisis a profundidad, introduciremos algunos de los conceptos
fundamentales y presentaremos, en algunos casos sin demostracién, los resultados fundamentales.
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Definicién 4.8 Sea X,,,n > 1, una cadena de Markov con espacio de estados £ y matriz de transicién
P. Sea (i), i € £, una distribucién de probabilidad, es decir,

m(i) > 0, paratodo i € &, Zw(z) =1.

Si

Zﬂ(i)Pi’j =m(j), paratodoje€¢E, (4.28)

i
decimos que 7 es una distribucion estacionaria o una medida invariante para la cadena X,,.

Para una cadena con espacio de estados finito, observamos que si P es la matriz de transicién y 7 es
el vector que representa la distribucién estacionaria, podemos escribir matricialmente la relacién (4.28)
como 7' P = 7, donde 7 es un vector columna y 7’ es su traspuesto.

Dada una cadena de Markov, no siempre es posible encontrar una distribucién estacionaria, como
veremos mas adelante.

Sea 7 una distribucién estacionaria, entonces, usando las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov,

ST r@PP =3 "w(i) Y PaPy;
7 k
=3O _7(i)Pix) Py
k

?

= w(k) Py = 7(j)-

k

De manera similar, por induccién obtenemos que para todo n,

Zﬂ(i)P-(-n) =7(j), paratodo je€ €. (4.29)

)
%

Por lo tanto, si la distribucién del estado inicial Xy es 7, (4.29) implica que para todo n,
P(X, =j)=mn(j), paratodoj€¢E,

y en consecuencia la distribucion de X, es independiente de n. Esto quiere decir que la distribucién esta-
cionaria representa una distribucién de equilibrio del proceso: si el proceso se inicia con una distribucién
estacionaria entonces es estrictamente estacionario.

Supongamos ahora que la distribucion de X,, es independiente de n, entonces la distribucién inicial
o debe satisfacer

mo(j) = P(Xo = j) = P(Xy = j) = 3 mo(i) Py

y en consecuencia g satisface la condicién (4.28) de una distribucién estacionaria. Resumiendo, la dis-
tribucion de X,, es independiente de n si y sélo si la distribucion inicial es una distribucién estacionaria.
p y

Ejemplo 4.14
Consideremos una cadena de Markov con espacio de estados & = {0, 1,2} y matriz de transicién

1/3 1/3 1/3
P=|{1/4 1/2 1/4
1/6 1/3 1/2
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Veamos que esta cadena tiene una tnica distribucién estacionaria . La relacién que debe satisfacer esta
distribucién es 7P = 7, es decir,

1/3 1/3 1/3 o
(o, 1, 2) 1/4 1/2 1/4| =|m
1/6 1/3 1/2 m

y obtenemos las tres ecuaciones siguientes,

To | T1 2

3Ta T ™
To , M1, T2
3 Tty o™
To M1 T2
3Ta T ™

junto con la condicién adicional de que el vector 7 represente una distribucién de probabilidad, es decir
7T()+7T1 +7T2 =1.

Resolviendo este sistema obtenemos

6 2 9
o oF 1 = T2 oF
25’ 5’ 25’
que son positivos y satisfacen las cuatro ecuaciones, de modo que representan la tunica distribucién
estacionaria para la cadena. A

Dada una cadena de Markov, supongamos ahora que existe una distribucion v tal que para todo i € &,

lim Pi(j") =v(j), paratodoje€é€. (4.30)

n— oo

Entonces la distribucién de X,, se aproxima a v cuando n — oo, sin importar cual sea la distribucién
inicial de la cadena. En este caso decimos que v es una distribucién asintética para la cadena.
Supongamos que (4.30) vale y sea g la distribucién inicial de la cadena, entonces

P(Xn=j) = mo(i)P]".
i
Suponiendo que podemos intercambiar limites con series, haciendo n — oo y usando (4.30) obtenemos

lim P(X, = j) = ZWO(Z‘)V(J'),

n—oo

y como Y. my(i) = 1, concluimos que

lim P(X,, =j)=v(j), paratodoje€éE. (4.31)
n—oo
Esta formula indica que, sin importar cual sea la distribucién inicial, para valores grandes de n la
distribucién de X,, es aproximadamente igual a la distribucién asintética v.
Si la cadena tiene una distribucién estacionaria 7 entonces, necesariamente, m = v, porque podemos
iniciar la cadena con la distribucién 7w y entonces

P(X,=j)= Zw(i)Pi(;l) =m(j), paratodoje€¢E.

Comparando con (4.31) vemos que ambas distribuciones tienen que coincidir.
Por lo tanto, de acuerdo a este argumento, si una cadena de Markov tiene una distribucién estacionaria
y una distribucién asintética, ambas deben coincidir.
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Teorema 4.8 Sea X = {X,,,n > 0} una cadena de Markov con espacio de estados finito y matriz de
transicion P. Supongamos que para algun i € £ se cumple que
lim P m(j), para todo j € &, (4.32)

n— oo v

Entonces, el vector (w(j),5 € £) es una distribucidn de probabilidad invariante.

Demostracién. Es inmediato que 0 < 7(j) < 1, para todo j € £ pues esto se vale para las potencias
de la matriz de transicién P: 0 < Pi(;) <1, paratodon > 1y i,j € £ Veamos que, en efecto, 7 es un
vector de probabilidad, puesto que &£ es finito los siguientes intercambios de suma y limite los podemos
hacer sin correr riesgo a equivocacion

Zﬂ'(]) lim P( " = lim P( " =

/ n—oo » n— 00
je& je& jee&

Para finalizar veamos que 7 es un vector de probabilidad invariante. Por las ecuaciones de Chapman-
Kolmogorov tenemos que para todo j € £.

m(j) = lim PG = 1im S PGP,

n—oo ’ ree
Z hm P Pk g = Zﬂ'(kj)Pk-,j
ke& ke&

Observacién 4.1 1. Como el espacio de estados en el teorema anterior es finito, se tiene que 7 (k) > 0
para algin k € £ pues 7 es un vector de probabilidad. En el caso en que £ es infinito esto no se
puede garantizar. Por ejemplo, tomemos una cadena de Markov con espacio de estados £ infinito
y tal que todos sus estados son transitorios, como la caminata aleatoria no simétrica. Puesto que
todos los estados son transitorios se puede demostrar que

lim PV =0=n(j), VjecE.

n—oo
El vector 7 es sin duda invariante, 0P = 0, pero no es un vector de probabilidad pues la suma de
sus entradas es 0.

2. En el enunciado del teorema no se pide que la relacién (4.32) se cumpla para todos los estados
iniciales i € &£, se pide que el limite exista para algin ¢ € £. Si este limite existe para todo
i € €& y no depende del valor inicial, entonces 7 es a la vez, una distribucién asintética y una
distribucién estacionaria, y por lo tanto es dnica. Sin embargo, como veremos, hay casos en los
cuales la distribucién limite depende del estado inicial.

Ejemplo 4.15 (Cadena con dos estados)
Consideremos una cadena de Markov con dos estados posibles y matriz de transicién

11—« «a
P= .
(5" 12)
Supongamos que 0 < «, 5 < 1, entonces es posible obtener la siguiente férmula explicita para las potencias
de la matriz de transiciéon

m Yoo (s )
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Si a+ B < 2, haciendo n — oo el factor (1 —a — 3)™ — 0y por lo tanto

B _a
lim P" = | °ff off ).
«
n—00 —OH_B T+/3

En el caso limite a = § = 1, la cadena sigue siendo recurrente, pero ahora no hay convergencia de P}

cuando n — 0o ya que
2n 1 0 2n+1 __ O 1
(o) = (l)

B O
Jm o 2 P =g

que es consistente con el resultado anterior (sia =3 =1, a/(a+ ) =1/2 para i =1,2).
Una interpretacion de este resultado es que, a largo plazo, la cadena estard en el estado 1 una fraccién
de tiempo /(a+ ) y en el otro estado la fraccién complementaria o/ (o + ). A

Sin embargo, es facil ver que

Veamos qué cosas pueden ocurrir para que una cadena no tenga distribucion asintotica. Consideremos
una cadena de Ehrenfest con tres bolas. En este caso la matriz de transicién es

0 1 0 0
1/3 0 2/3 0
0 2/3 0 1/3
0 0 1 0

P =

Si calculamos la matriz de transicién en dos pasos, la disposicién de los ceros en la matriz cambia,

1/3 0 2/3 0
0 7/9 0 2/9
2/9 0 7/9 0
0 2/3 0 1/3

P?=

Para ver que esta situacién se mantiene para valores mayores de n, observamos que si inicialmente tenemos
un numero impar de bolas en la caja de la izquierda, no importa si anadimos o quitamos una, el resultado
serd un nimero par. De manera similar, si hay un nimero par de bolas inicialmente, en el préoximo
paso habra un nitmero impar. Esta situacion de alternancia entre niimeros pares e impares indica que es
imposible regresar al estado inicial después de un ntiimero impar de pasos, es decir, si n es impar, P} =0
para todo i. En un caso como este, las entradas de las potencias de la matriz de transicién no pueden
converger a valores estrictamente positivos.

4.8. Espacio de Estados Finito

En esta seccién describiremos el problema de la existencia de distribuciones estacionarias para cadenas
de Markov con espacio de estados finito. Los resultados se presentan sin demostracion.
Recordemos que un estado j € £ es recurrente si p;; = P;j(T; < 00) = 1, es decir, si partimos de j
regresamos a este estado en un tiempo finito con probabilidad 1. Definimos
m; = E;(Ty),

el tiempo medio de retorno a j, si T} tiene esperanza finita y ponemos m; = oo si no. Definimos también

Nn(j) = Z 1;(Xm)

m=1

el nimero de visitas de la cadena al estado j hasta el instante n.
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Teorema 4.9 Sea j un estado recurrente, entonces

o 1,
i Vo) _ Ly<o0
n—oo n m;

con probabilidad 1. (4.33)

El teorema anterior tiene la siguiente interpretaciéon. Supongamos que estamos considerando una ca-
dena de Markov irreducible y finita, de modo que todos los estados son recurrentes y se comunican.
Entonces, con probabilidad 1 todos los estados serdn visitados y p;; = P;(T; < oo) = 1 para cuales-
quiera ¢, j. Por lo tanto, el tiempo promedio que la cadena pasa en el estado j cuando n es grande es,
aproximadamente, 1/m; = 1/ E;(Tj), es decir, el inverso del tiempo medio de retorno.

Para los estados transitorios tenemos el siguiente resultado, que muestra que dichos estados no juegan
ningun papel en la distribucién estacionaria de una cadena.

Teorema 4.10 Sea m una distribucidn estacionaria. Sii es un estado transitorio entonces (i) = 0.

Si la cadena es irreducible, el siguiente resultado nos dice que existe una tnica distribucién estacionaria
para la cadena.

Teorema 4.11 Una cadena de Markov irreducible con espacio de estados finito, tiene una unica distri-
bucion estacionaria dada por

w(i) = —, i€k (4.34)

Corolario 4.4 Consideremos una cadena de Markov irreducible, con distribucion estacionaria w. En-
tonces con probabilidad 1

lim = (i), i€E&. (4.35)

n—oo N

Ejemplo 4.16 (Cadena con dos estados)
Consideremos una cadena de Markov con dos estados posibles y matriz de transicién

l1—« o
P( 8 1—6)

donde 0 < a, 5 < 1,7 = 1,2. Las ecuaciones para hallar la distribucién estacionaria son

(1—a)m + Bry=m
[e%%] + (]. — 6)7’(2 = Ty

que son la misma ecuacién. Tenemos ademaés la condicién para que 7 sea una distribucién de probabilidad:
71 + mo = 1. La solucion es

I} o
m=—, Ty = .
T At B T a+p
que coincide con la distribucién asintética que hallamos en el ejemplo 4.15. A

Para el caso de cadenas reducibles, es decir, aquellas que tienen varios conjuntos cerrados e irreducibles
tenemos el siguiente resultado

Definicién 4.9 Sea 7 una distribuciéon de probabilidad sobre & y sea C C &£. Decimos que 7 estd
concentrada en C' si w(i) = 0 siempre que ¢ ¢ C.
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Teorema 4.12 Sea C' un conjunto cerrado e irreducible de estados recurrentes. Entonces la cadena de
Markov tiene una unica distribucion estacionaria ™ concentrada en C que estd dada por

L . .
(i) = {m si1€C, (4.36)

0, en otro caso.

Supongamos ahora que Cy y Cy son dos conjuntos distintos, cerrados e irreducibles de estados recu-
rrentes. Por el teorema anterior sabemos que la cadena tiene una distribucién estacionaria my concentrada
en Cy y otra distribucion estacionaria m; concentrada en C7. Entonces, es posible demostrar que las dis-
tribuciones 7, definidas para 0 < a < 1 por

Ta(i) = (1 —a)mo(i) + am (i), €€,
son distribuciones estacionarias distintas. Por lo tanto tenemos el siguiente resultado,

Corolario 4.5 Sea Er el conjunto de los estados recurrentes de una cadena de Markov con espacio de
estados finito.

1. Si Er es un conjunto irreducible la cadena tiene una Unica distribucion estacionaria.

2. Si Er no es irreducible, la cadena tiene un numero infinito de distribuciones estacionarias distintas.

Ejemplo 4.17 (Cadena con dos estados)
Consideremos de nuevo la cadena de Markov con dos estados y matriz de transicion

1-«a «a
P =
(5" 1%5)
y supongamos ahora que o = 8 = 0, de modo que P es la matriz identidad. El espacio de estados tiene
ahora dos conjuntos cerrados irreducibles: {0} y {1} y hay una distribucién estacionaria concentrada en
cada uno de ellos: Para {0} es (1,0) mientras que para {1} es (0, 1). Cualquier combinacién convexa de

ellas es también una distribucién estacionaria de la cadena y por lo tanto hay infinitas distribuciones
estacionarias. A



