Ensayos de Bernoulli

2.1. Distribuciones Asociadas a Ensayos de Bernoulli

2.1.1. La Distribucion de Bernoulli

Esta es la distribucién mas sencilla y corresponde a una variable que toma sélo dos valores: 1 con
probabilidad p y 0 con probabilidad ¢ =1 — p.
Si A es un evento y definimos la funcidn indicadora de A por

1 siwe A
1 -
a) {0 siwg A

Esta variable aleatoria vale 1 cuando A ocurre y 0 cuando no, es decir, nos indica cuando ocurre A. Por
lo tanto 14 tiene distribucién de Bernoulli con p = P(A).
Es sencillo calcular los momentos de esta distribucion:

EX)=1xp+0xqg=p. (2.1)
Como X = X2, porque la variable solo toma los valores 0 y 1, tenemos que E(X?) = p y en consecuencia:

Var(X) = B(X?) — (E(X))* = p —p* =p(1 — p) (2.2)

2.1.2. La Distribucién Binomial.

Para n € N realizamos una serie de experimentos de Bernoulli independientes con igual probabilidad
de éxito p y llamemos S,, al nimero total de éxitos en los n ensayos. Cada ensayo corresponde a una
variable de Bernoulli X;,1 <i<ny

Spn=X1+Xo+ -+ X,. (2.3)

El resultado de una serie de experimentos lo podemos representar por un vector m-dimensional
(X1,Xs,...,X,) cuyas entradas valen 0 6 1 segtin el resultado del experimento haya sido éxito o fracaso.
Por ejemplo el vector (1,1,0) corresponde a una serie de tres experimentos en los cuales los dos primeros
resultaron en éxito y el tercero en fracaso.

Para hallar la distribuciéon de S,, comenzamos por responder la siguiente pregunta: ;Cudl es la pro-
babilidad de obtener el vector (iy,is,...,4,) en una sucesién de n ensayos? Como las variables son
independientes

P(X) =i1, Xy =i, ..., X = in) = P(X; = i1)P(Xy = ip) - - P(X,, = i)
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Ahora bien, las probabilidades que multiplicamos a la derecha solo pueden valer p 6 ¢, segtin correspondan
a un éxito o a un fracaso. Por lo tanto, si hay S,, éxitos en los n ensayos, sin importar dénde estén ubicados
estos éxitos, esta probabilidad sera po» g™ 5»:

P(Xy =i1, Xy = s, ..., X = ip) = p°rg" 5.

Queremos ahora hallar P(S,, = k) para 0 < k < n. Para esto tenemos que multiplicar la probabilidad
p*q™F por el nimero de resultados que tienen exactamente k éxitos. Este niimero es igual a las maneras
de seleccionar k lugares en n, que es igual a (Z) En conclusién

P(S, = k) = (Z)pk(l —p)"F=ppn  (k=0,1,...,n). (2.4)

En general, si una variable aleatoria discreta X tiene esta funcién de probabilidad decimos que X
tiene una distribucién binomial con pardmetros n y p. En este caso usaremos la notacién X ~ b(n,p)

Si p = 1/2 la funcién de probabilidad es simétrica con respecto a n/2, ya que en este caso P(d, =
k)= P(d, =n—k).

Dist. Binomial con p=0.1, n=20 Dist. Binomial con p=0.5, n=20 Dist. Binomial con p=0.8, n=20
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Figura 2.1 Distribucién binomial para n = 20 y tres valores de p.

Dist. Binomial con p=0.5, n=10 Dist. Binomial con p=0.5, n=20 Dist. Binomial con p=0.5, n=40
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Figura 2.2 Distribucién binomial para p = 0.5 y tres valores de n.
Ejemplo.

Se extraen con reposicién cinco cartas de un juego de barajas. Sea X el nimero de diamantes en la
muestra. ;jCudl es la probabilidad de que haya exactamente dos diamantes entre las cinco cartas?
;,Cual es la probabilidad de que haya a lo sumo dos diamantes?
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» Para responder la primera pregunta queremos calcular P(X = 2), y como la probabilidad de obtener
un diamante en cada extraccién es 1/4 tenemos:

e ()3 2) <o

Para la segunda pregunta tenemos que:
PX<2)=P(X=0+PX=1)4+P(X =2)
aIORBIGIGRHEIONG])
0/ \4 1/ \4 4 2) \4 4
= 0.237 4 0.396 + 0.264
= 0.897

+

Relacién recursiva

Podemos obtener una relacién recursiva entre los términos de la distribucién. Si X ~ b(n, p) tenemos

n
PX=k+1)= <k N 1)pk+1(1 —p)n kTl

n!
= A

n—k__n (p )pk(l—p)"’k

p)nfkfl

T kH1k(n—k)I\1—p
- Z;’f(lp%p)p(xzk). (2:5)

Podemos usar esta relacién comenzando en P(X = 0) = (1 — p)™ o en P(X = n) = p™ para calcular los
valores de la distribucién.

Momentos

A partir de la expresién (2.3) Se deduce que

E(S,) =E (Z Xi> => E(X;) = np.
=1 i=1

Ademis, en virtud de que X1, X5, ..., X,, son variables aleatorias independientes

Var(S,) = Var (i Xi) = zn:var(xi)

Var(X;) = B(X?) — (B(X;))> =p—p* = p(1 - p).
Reemplazando en la igualdad anterior, resulta

Var(S,) = np(l —p)



4 CAPITULO 2. ENSAYOS DE BERNOULLI

2.1.3. La Distribucion de Poisson.

Decimos que la variable aleatoria X tiene distribucién de Poisson con pardmetro A, (A > 0) si

_AT

P(X =n)= (n=0,1,2,...).

n!

Esta relacién define efectivamente una funcién de probabilidad ya que, usando el desarrollo en serie de
Taylor de la funcién exponencial,

iP(X:n):e_)‘i% —e et =1,
n=0 n=0 "

y es un ejemplo de una variable aleatoria que toma valores en un conjunto numerable. Usaremos la
notacién X ~ P(})

Esta distribucién tiene numerosas aplicaciones y gran interés en si misma, pero ademads es ttil como
aproximacién a la distribucién binomial para n grande y p pequeno, hecho que estudiaremos a conti-
nuacion.

Consideremos la distribucién binomial cuando n crece y p,, tiende a cero de manera tal que el producto
np, permanece fijo. Sea np, = p > 0. La distribucién binomial es

n . nn—1)---(n—k+1 e
pk,nZ(k)p’é(l—pn) LU k,( Lyl (1 = poynt

multiplicando numerador y denominador por n* obtenemos

nn—1--(n—k+1)

Phon = i (npn)*(1 = pn)" "
_ n(nfl)..r.bk(nfk+1)%’:(17]3””,,@
— <1—711) (1—2) (1— k;1> ’“]i—]:(l—pn)”*’“
SILES (LSS RIS ST 26)

Ahora bien, podemos escribir
(1= pa)" = (L= pa) /7] = (1= o) o]
pero por la definicién de e sabemos que
lim (1 + 2)Y% =e.
z—0
Por lo tanto, si ponemos z = —p,, obtenemos
; _ no_ 1; _ —1/pn]j—p — ,—n
Jim (1 —pp)™ = lim [(1 = pn) /7] et
Ademas

e N ) R (el
L A= po)F -
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ya que hemos supuesto que p, — 0 cuando n — oo y np, = p permanece constante. Usando estos dos

resultados en (2.6) obtenemos
e Huk
k'

lim pg, =
n— 00

Hemos demostrado el siguiente resultado.

Teorema 2.1 (de Aproximacién de Poisson) Sea X,, ~ b(n,p,) y supongamos que cuando n — oo,
pn, — 0 de modo que np,, permanece constante y es igual a p. Entonces, cuando n — oo

k
Pion = P(X, = k) = e ME-

k!
Dist. Poisson con lambda=1 Dist. Poisson con lambda=2 Dist. Poisson con lambda=5
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Figura 2.3 Distribucién de Poisson para tres valores de A.
Ejemplos.

1. Las llamadas que se reciben en una central teleféonica por minuto tienen distribucién de Poisson con
pardametro p = 4. Si la central puede manejar un maximo de seis llamadas por minuto, ;jcudl es la
probabilidad de que la central sea insuficiente para atender las llamadas que llegan en un minuto?

» Sea X el nimero de llamadas que se reciben en un periodo de un minuto. Calculemos primero

6 6 —ayi
4
Px<6) =Y Px=0)=Y° T = 0889,
i=0 i=1 :

por lo tanto
P(X>6)=1-P(X<6)=1-0.889 =0.11.

A

2. Se toma una muestra de 400 fusibles fabricados usando un procedimiento que, en promedio, produce
1% de fusibles defectuosos. jCudl es la probabilidad de que, a lo sumo, haya 5 fusibles defectuosos
en la muestra?

» Sea X el numero de fusibles defectuosos en la muestra. Sabemos que X tiene una distribucion
binomial con n = 400, p = 0.01 y deseamos calcular

P(X <5) = iP(X =1i) = Z (490) (0.01)7(0.99)4°~*

¢ c 2
=0 =0

y el calculo de esta suma es trabajoso. Por lo tanto utilizaremos la distribucién de Poisson con
pardmetro

w=mnp =400 x 0.01 =4,
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para aproximar la distribuciéon binomial.

5

e—44i 2 43 4 g
P(X < = —e 4 1 4 - I i
(X<5) ; a <++2+6+24+120>

=0.785.

Relacién recursiva

Para la distribucién de Poisson también hay una relacién recursiva que permite calcular sus valores.
Si X ~ P(A) tenemos

P(X =i+1) e NF/+1) A

P(X =i) e M\l 41
es decir,
A
Momentos
Tenemos
E(X)=> kP(X=k) =) by
k=0 k=0
— AF! — N
_ - _ -
=A Z(k_l)l_ € Z?
k= 7=0
= e e =\,
donde hemos empleado el desarrollo de Taylor de la funcién exponencial e* = z;io ?—Z Por lo tanto
E(X)=2A
Ademas
E(X(X —1)) = i k(k — 1)&@—A =\ i N
B = k! p (k—2)!

y en consecuencia

Var(X) = B(X?) — (E(X))* = B(X(X — 1)) + E(X) — (E(X))?
=A==\

Es decir
Var(X) = A.
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2.1.4. La Distribucion Geométrica

Consideremos un fusible eléctrico que no se deteriora con el paso del tiempo pero que se quema debido
a fallas en la corriente eléctrica que ocurren al azar pero en forma homogénea en el tiempo. El fusible
es observado cada dia y llamaremos X al nimero de dias que transcurren hasta que el fusible falla,
suponiendo que el dia cero el fusible es nuevo. Queremos hallar la funcién de probabilidades de X.

La idea de que el fusible no se deteriora con el paso del tiempo se puede expresar con mayor precisioén
de la manera siguiente: si sabemos que el fusible no ha fallado antes o durante el dia n, es decir, X > n,
entonces la probabilidad de que no falle hasta después del dia n +m, P(X > n + m|X > n) debe ser
igual a la probabilidad de que un fusible nuevo el dia n no falle hasta después del dia n + m.

Como las fallas eléctricas que hacen que el fusible falle ocurren en forma homogénea en el tiempo,
esta probabilidad debe depender solamente del nimero de dias transcurridos, que es m, pero no de n.
Por lo tanto tenemos la ecuacion

P(X >n+m|X >n)=P(X >m)
y usando la definiciéon de probabilidad condicional podemos reescribir esta identidad como
P(X>n4+m)=PX>n)P(X>m) n,m=0,1,2,... (2.8)

Si hacemos n = m = 0 obtenemos
P(X >0) = (P(X > 0))?

y por lo tanto P(X > 0) = 06 1. Si P(X > 0) = 0 entonces P(X = 0) = 1, lo cual corresponde a un
fusible defectuoso y no es interesante. Por lo tanto, P(X > 0) = 1.
Llamemos p = P(X = 1), entonces

PX>1)=1-p
y usando (2.8) con m = 1 obtenemos
P(X >n+1)=(1-p)P(X >n).

Iterando en n obtenemos que
P(X >n)=(1—p)"

y por lo tanto

P(X=n)=P(X >n—1)— P(X >n)
=(1-p"t=(1-p)"
=p(1—p)""!

para n > 1.

Definicién 2.1 Decimos que la variable aleatoria Y tiene distribucion geométrica si su funcién de pro-

babilidad es
1—p)! =0,1,2,...
0 para cualquier otro n

donde 0 < p < 1. Usaremos la notaciéon X ~ G(p) en este caso.

Observamos que en el ejemplo anterior la variable X tiene distribucién geométrica.
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Dist. Geométrica con p=0.1 Dist. Geométrica con p=0.3 Dist. Geométrica con p=0.5
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Figura 2.4 Distribucion Geométrica para tres valores de p.

Momentos

Tenemos

E(X)=> nP(X=n)=)Y np(l-p" " (2.9)

Para calcular esta suma, recordemos que si
o0
E 2"
n=0

es una serie de potencias y R es su radio de convergencia (lo cual significa que si |z| < R la serie converge
y que, cuando R < oo, si |z| > R la serie no converge), si denotamos por f(z) la suma de la serie para
|z] < R:

f) =Y eaz" (2l <R),
n=0
entonces f es derivable y

f(z) = i nep 2"t (Iz] < R).
n=0

Lo cual significa que, para |z| < R, podemos calcular la derivada de la funcién f(z) como si fuera una
suma finita, es decir, sumando las derivadas de cada uno de los términos.
Apliquemos este resultado a la serie de potencias

Primero, se verifica que el radio de convergencia de esta serie es igual a 1. Esto es directo: si |z]| > 1
entonces |z|"™ — 00, es decir que el término general no tiende a cero y la serie no converge, y si |z| < 1,
la suma parcial de orden N es

N 1— N+
Zz":1+z+z2+-~-+zN:
n=0

1—=2 1—=2

es decir que la serie converge cuando |z| < 1 y su suma es liz, 0 sea

> 1
Zz"zli |z] < 1.
n=0 -z
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Derivando término a término como hemos indicado anteriormente, se tiene

1 o0 3 o0 3
n=0 n=1

Volviendo ahora al problema que estdbamos considerando, reemplazando z por 1 —p en la ecuacién (2.10)
resulta
- 1 1
E(X)=p nl—p)"tl=p—ov-——— =",
) =22 =0 =r— g =5
Para calcular la varianza de esta distribuciéon comenzamos por la relacién
Var(X) = E(X(X — 1)) + E(X) — (E(X))?, (2.11)

y calculamos

=p(1=p) ) n(n-1)1-p)" >
n=2

Ahora bien, para calcular f”(z) procedemos como antes, derivando término a término la serie que define
f'(2). Es decir, que para |z| < 1,

1 1 2
n n—1 n—2
= = — = = — = —1 X
11—~ T;)Z (1_2)2 nz:l’sz (1_2)3 ZTL(’H )Z

n=2
En consecuencia, reemplazando z por 1 — p, resulta
2 _ 20 -p)
(1-01-p)? p?

E(X(X -1))=p(1-p)

y volviendo a (6.13)

Var(x) = 24=p) 1 (1>2 _1-p

p? P
2.1.5. La Distribucion Binomial Negativa.

Esta distribucion también se conoce como la Distribucion de Pascal y aparece en el contexto de una
sucesion de ensayos de Bernoulli con probabilidad de éxito p, cuando nos hacemos una pregunta similar
a la realizada para la distribucién geométrica, pero en lugar de preguntar por el nimero de ensayos
necesarios para lograr el primer éxito, preguntamos por el nimero de ensayos necesarios para lograr k
éxitos.

Sea X la variable descrita anteriormente. X vale n si y sélo si el k-ésimo éxito ocurre en el n-ésino
ensayo, esto es, en los primeros n — 1 ensayos hay k — 1 éxitos y en el n-ésimo ensayo hay un éxito. La
probabilidad de esto 1ltimo es p, mientras que la probabilidad de tener k — 1 éxitos en n — 1 ensayos es
una distribucién binomial:

=1\ 1 nk
(h )

Como los ensayos son independientes, tenemos que la probabilidad P(X = n) es el producto de las dos
expresiones anteriores, es decir,
n—1
P(X =n) = Fqrk
( ) ( b 1>p q

paran > 1,1 <k <n.
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Ejemplo.
Un pescador va todos los dias al muelle y se queda pescando hasta que hayan pasado dos horas
o hasta que logre pescar un pez. Si la probabilidad de que no pesque nada es 0.6, jcudl es la

probabilidad de que tenga que esperar cinco dias para pescar tres peces?

» Sea X el nimero de dias necesarios para pescar tres peces. Esta variable tiene distribucién binomial
negativa con parametros 3 y 0.4, por lo tanto

P(X =5) = (;) (0.4)3(0.6)* = 0.138

Dist. Binomial Neg. con p=0.5, k=2 Dist. Binomial Neg. con p=0.5, k=5 Dist. Binomial Neg. con p=0.5, k=10
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Figura 2.5 Distribuciéon Binomial Negativa con p = 0.5 para tres valores de k.

2.2. La Ley Débil de los Grandes Numeros.

Lema 2.1 (Desigualdad de Markov) Sea X > 0 una variable aleatoria y a un nimero positivo, en-
tonces

P(X >a) < éE(X). (2.12)

Demostracion. Si E(X) = +o00, no hay nada que probar. En caso contrario, llamando A al evento A =
{X > a}, se tienen las desigualdades siguientes,

X(w) > X (w)la(w) > als(w).
La primera desigualdad se debe simplemente a que X(w) > 0y 14(w) es igual a 0 6 1. En cuanto a la
segunda, si w ¢ A entonces 14(w) = 0 y ambos miembros son iguales y si w € A, por un lado 14(w) =1
y por otro, dada la definicién del evento A, X (w) > a. Se deduce que

E(X) > E(ala) =aE(14) =aP(A).

Dividiendo por a se obtiene (2.12). [

Lema 2.2 (Desigualdad de Chebychef) Sea X una variable aleatoria con varianza finita y sea e > 0.
Entonces

P(|X —E(X)| >¢) < E%Var(X). (2.13)
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Demostracién. El evento {|X — E(X)| > ¢} es igual a {(X — E(X))? > €2}. Apliquemos la desigualdad
de Markov poniendo 2 en lugar de a y (X — E(X))? en lugar de X. Resulta

1 1
P(IX —E(X)| 2 ) = P(X — E(X))? > £%) < 5 B((X — E(X))?) = 5 Var(X)
que es (2.13). [
Teorema 2.2 ( Ley Débil de los Grandes Numeros) Sea {X,,},>1 una sucesién de variables alea-

torias independientes,
E(X’Vl) =M Va‘r(Xn) = 0'2 n=12,...

Entonces, cualquiera que sea € > 0, se tiene

lim P(’X1+X2+"'+X"

- - u‘ > 5—:) = 0. (2.14)

n— oo

Demostracion. Pongamos S,, = X7+ Xs+- -+ X, y apliquemos la desigualdad de Chebychef a la variable
aleatoria Sy, /n. Tenemos

S 1< 1
B(28) = = S B = =g,
- n;( )= _np=p
Var(&)—i\/ar(zn:)(')—izn:vaur(X»)—n¥‘2—U—2
n/) n? — Z_nzizl Yoon2 o
Aplicando (2.13) con e >0
gy >e <ia—2—>0
l=c)=a2%

1k

n

cuando n — oo (para € > 0 fijo). Esto prueba la ley débil de los grandes niimeros. |

2.2.1. Ejemplos y Comentarios.

1. En el caso de la distribucién binomial, en el cual consideramos la variable aleatoria S,, que repre-
senta el nimero de veces que ocurre un suceso A con probabilidad p = P(A) en n observaciones
independientes del mismo, hemos considerado oportunamente la estimacién del parametro p — en
general desconocido — mediante la frecuencia relativa

del niimero de veces que ocurre A en las n observaciones, con relacién al total de observaciones
realizadas. Se verifica entonces que

P(|pn, —p| 2 €) = 0 para todo € > 0 cuando n — 0. (2.15)

La propiedad (2.15), de aproximacién entre p, (que es funcién de las observaciones empiricas que
podemos efectuar), y el nimero p (que es un pardmetro del problema), nos indica que si el niimero
n de observaciones es bastante grande, entonces es pequena la probabilidad de que la distancia de
Pr & p sea mayor que un nimero dado.

La desigualdad de Chebychef nos d4, ademaés, una acotaciéon de la velocidad con la que el primer
miembro de (2.15) tiende a cero cuando n — co. En el ejemplo que estamos considerando, como ya
hemos visto en la seccién 2.1.2,

p(l—p)

E(ﬁn) =D Var(f)n) = n
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y entonces
R Ip—p
P(lpn —pl 2 ) < ( - ) (2.16)

Esta desigualdad puede ser utilizada para resolver problemas como el siguiente:

Supongamos que p es la probabilidad — desconocida — de que resulte defectuoso un objeto producido
en una fabrica y S, es el nimero de objetos defectuosos en una muestra de n objetos observados
en un muestreo al azar con reposicién. Calculamos

Con frecuencia se plantea el problema de hallar el tamano n que debe tener la muestra para que se
satisfagan ciertos margenes de tolerancia. Por ejemplo, supongamos que desconocemos el verdadero
valor de p y queremos estimarlo por p,, pero de modo que la probabilidad de que p difiera de p,, en
a lo sumo 0.01, no sea inferior a 0.95. Es decir, queremos elegir n de modo que

P(|p, — p| < 0.01) > 0.95
o equivalentemente

P(|pn — p| > 0.01) < 0.05. (2.17)
Usando (2.16) tenemos

) 1 p(l-p)
P(|p, —p| > 0.01) < —__

Si no tenemos ninguna informacién adicional sobre p teniendo en cuenta que p(1 — p) < 1/4 para
0 < p <1, si elegimos n de modo que

(2.18)

11
— <. 2.1
(0.01)2 an =005 (2.19)

resultars
P(|pn — p| > 0.01) <0.05.

Es sencillo ver que (2.19) se verifica si n > 50.000.

Figura 7.1

En principio, la acotacién dada por la desigualdad de Chebychef es grosera. En el ejemplo numérico
que estamos analizando, se podrian dar acotaciones mucho mas precisas del primer miembro que
figura en la desigualdad (2.18), lo cual permitiria reducir considerablemente el valor de n a partir
del cual se verifica (2.17). En particular, si aproximamos por la distribucién normal — cosa que
veremos mas adelante — se puede ver que si el verdadero valor de p es 1/2 (para dar algin valor)
y n = 50.000, entonces el primer miembro de (2.17) estd acotado por 0.00001, es decir, es mucho
menor que el segundo miembro. Retomaremos este punto en la préxima seccion.

. En el caso de la distribucién de Poisson, que aparece en el estudio de fallas de aparatos que no

envejecen, hemos visto que los tiempos de vida de los aparatos siguen una distribucién exponencial
del tipo
P(T >t)=e ™, t>0,
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donde A es un pardmetro positivo. El ntmero (aleatorio) de fallas en el intervalo [0,¢] tiene la
funcién de probabilidad

At)F
P(Nt:k):( )e*M k=0,1,...

k! ’
como veremos mas adelante en el curso al estudiar el proceso de Poisson. Entonces, si
A N,
A= —
t

que representa el nimero de fallas por unidad de tiempo que efectivamente han ocurrido durante
nuestro periodo de observacion, se tiene

1 1
B(A) = T E(N,) = 20 =\

- 1 1 A
Var(A) = tEVar(Nt) = t—z)\t =3 0 (t— +o0)

En consecuencia 1 X
P(‘)\t —>\| Z 5) < 672?’

para cada € > 0, .
P(JAdd—A|>¢e) =0 (t— +o0)

y podemos aplicar consideraciones analogas a las del ejemplo anterior.

3. En la demostracién de la ley débil de los grandes nimeros, hemos supuesto que las variables alea-
torias X7, X5, ... son independientes y tienen igual varianza. Se puede verificar, sin gran esfuerzo,
que vale una demostracién analoga si las variables no estan correlacionadas y

1 n
—QZUZZ—H) (n — +00)
n

i=1

donde o; = Var(X;). En realidad, hay un buen niimero de generalizaciones de la ley débil de los
grandes numeros, algunas de las cuales requieren complicaciones técnicas para su demostracién,
que estan mas alld del alcance de este curso. El lector interesado puede consultar, por ejemplo, los
textos clasicos de M. Loeve y de W. Feller, citados en la bibliografia.

4. Vale la pena tener en cuenta que la ley débil expresa, en algin sentido, la idea comtinmente aceptada
de que se puede reemplazar promedios tedricos por promedios experimentales. El promedio tedrico
del fenémeno bajo consideracién es u, es decir, la esperanza matematica, y el promedio experimental

es
X1+ Xo+--+ X,

7

n
es decir, la media aritmética de las observaciones. La ley débil dice que si las observaciones se
repiten bajo ciertas condiciones (independencia, etc.) en el sentido de la expresién (2.14), la media
experimental estd cerca del promedio tedrico. Dicho de otro modo, si el niimero de observaciones
es grande, resulta poco probable que uno y otro estén alejados.

2.2.2. El Teorema de Aproximacion de Weierstrass

El teorema de aproximacion de Weierstrass dice que cualquier funcién continua f definida en un
intervalo acotado [a, b] puede ser aproximada de manera uniforme por polinomios: Dado ¢ > 0 existe un
polinomio g tal que

sup [/(@) — g(2)] <
z€[a,b]
Serge Bernstein di6 una demostracion de este resultado usando la LDGN, que presentamos a continuacién
para funciones definidas en el intervalo [0, 1]. La extensién al caso general es sencilla.
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Proposicién 2.1 (Polinomios de Bernstein) Sea f : [0,1] = R una funcidn continua, entonces
sup ‘f(ac) — i (n>f(k)xk(1 —z)" 50
z€[0,1] =0 k n
cuando n — co.

Demostracion. Sea ¢ > 0. Como f es uniformemente continua, existe § > 0 tal que si 0 < z,y < 1
satisfacen |z — y| < 0 entonces se tiene |f(x) — f(y)| < €. Por otro lado consideramos variables binomiales
S, con parametros n y x.

Consideremos ahora la variable aleatorias f(S,/n) cuyo valor esperado es

B3] = X G =h
> (1)1t - ay

k=0

Por la LDGN existe un entero ng que no depende de p, tal que, si n > ng

P(‘i—n—x‘ >5) <e.

Usando la desigualdad triangular obtenemos

B[] - 1] = |3 (4(5) - ) Pesa = o)
<3 |15 - s@)|Pis, = 1

k=0
< X if(ﬁ) -f<x>\P<Sn:’f>+ (7l + s Pesn =
|& —2|<é r—x|>6
< Y PE =D+ 3 2 swp @IS, =h)
|&—a|<é E—x|>6 o=
:€P( %—x’ <5)+20§1;21\f |P(’—— ‘>5)
En consecuencia, para todo n > ny,
B [1(32)] - f@)| <+ 22 sup If(a)
y esto demuestre la proposicion. |

2.3. Desigualdad de Chernoff

La desigualdad de Chebychef nos da una cota general para la probabilidad P(|X — E(X)| > ¢) que
en muchos casos, como hemos mencionado, puede ser mejorada y en esta secciéon veremos como hacer
esto para variables con distribucién binomial. Sin embargo, es importante resaltar que si queremos una
desigualdad que valga para cualquier v.a. con segundo momento finito, no es posible mejorar la desigualdad
de Chebychef.

Sea S, = Z? X; donde las variables X; son independientes y tienen distribucién de Bernoulli con
probabilidad de éxito p.
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Lema 2.3 Para cualquier u € R,
E (e“5") = (1 — p+ pe")"
Demostracion. Como las variables X;,1 < ¢ < n son independientes, las variables e“X’i, 1 <4 < n también
lo son. Por otro lado, para cualquier 1,
E(e"X)) = pe" + (1 —p)e® =1 — p + pe*

Usando ahora la independencia

n

E(e"¥) = E( H e"X) = HE(e“Xi)
i=1

1=1
=(1-p+pe")”

Si X es una variable aleatoria, la funcién ¢ (u) = E(e"X) (para los valores de u tales que el valor
esperado estd bien definido) se conoce como la funcion generadora de momentos de X. En el lema
anterior calculamos esta funciéon para variables con distribucién binomial.

Teorema 2.3 (Desigualdad de Chernoff) Sea S, una variable con distribucion binomial de pardme-
trosn ypysea X\=np=E(S,). Para0 <A+t <mn

pis. =< () (25 o

Demostracion. Sea u > 0. Como la funcién f(z) = e"* es una funcién creciente tenemos
P(S,>A+1t)= P(e“s" > e“()‘“)) < e v R (e“s")

donde la desigualdad se obtiene aplicando la desigualdad de Markov. Usando el resultado del lema 2.3
obtenemos
P(S, > A+1) < (1 —p+pe)te uO+) (2.21)

Pongamos g(u) = (1 — p + pe*)"e~ O+ y hallemos el valor de u que minimiza esta funcién. Derivando
obtenemos

g'(u) = —e "IN+ 1) (1 — p+pe*)” + e *OFn(1 — p+ pe)" et
= e OO (1 — p+ pe")" ! [pne" — (A +t)(1 — p + pe*)]
= e O (1 —ptpe")" = (A+ 1) (1= p) +pe(n— A —1)]

Para que esta expresién se anule es necesario que el tercer factor valga cero, pues los otros dos son

positivos. Obtenemos
A+6)(1—
el — M (2.22)
pn—A—1)
Para ver que este valor es un minimo para g observamos que g(0) = 1, g(u) = oo (u — o0) porque
A+t < ny es facil verificar que ¢’(0) < 0. Como la funcién es continua debe tener un minimo en el valor
de u definido por (2.22).

Regresamos a la expresion (2.21) y reemplazamos e* por (2.22)
O 00=p)y" (n A=) 00
(n—XA—1t) A+t (1 —p)

n(l — s np(n—A— (A+1)
:<n(—1)\f)t) (n(i(u)a—t;)) ’

P(Sp2a+1) < (1-p+
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recordando que A = np y por lo tanto n(1 — p) = n — A obtenemos

() )T )T

con lo que queda demostrada la desigualdad.

Para 0 < 2 < 1 definimos )
o(z) :;vlogg +(1—2)log 1—x
p

Corolario 2.1 Paran>1ye € (0,1 — p) se tiene
Sn —np(p+e)
P(*Zp+€> <e PP
n
Demostracion. Recordando que A = np y usando (2.20) obtenemos
Sh t np+t 1-— n—np—t
P(Tzre ) <G (55)
n n P+ l—-p—+

siempre que 0 < A+t < n. Poniendo € = t/n esta condicién es 0 < p + & < 1 y obtenemos

1—
P +n(1—p—5)10g7p}

S
P(—“> )< { 1
- >p+e) <expin(p+e) ng+€ —

+e l-p—e¢
:exp{—n{(p-‘r&)logpp +(1—p—5)log%}}

= exp{—np(p +¢)}

Corolario 2.2 Si 0 < e < p entonces p(p — €) estd bien definida, es positiva y

p(& <p-— 5) < e ne(p—e)
n

Demostracion. Este resultado sigue de intercambiar éxitos y fracasos, S, yn—S, ypy 1 —p.

Corolario 2.3 5i 0 < ¢ < min(p,1 — p) entonces
Sn —np(pte) | gmne(p—2)
P(’**p‘ Zs) < e nelpte) 4 emnelpe
n
Demostracion. Usar los dos corolarios anteriores.

2.3.1. Comparacion

La desigualdad de Chebychef en el caso binomial nos dice que

p(l—p)

PUX —E(X)| 2 ) < B

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)

Observamos que para n y p fijos, esta cota tiende a co cuando € — 0, de modo que la desigualdad deja
de ser 1til para valores muy pequenos de €. Veamos algunos ejemplos para comparar los resultados que

se obtienen con esta desigualdad y la cota de Chernoff.
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Ejemplos 2.1
Vamos a considerar el caso de una distribucién binomial con pardmetro p = 0.5, que corresponde al caso
simétrico.

1. Paran =100 y € = 0.1 la desigualdad de Chebychef nos da

P(‘ismo — %) > 0.1) <

1
- =02
100 s3=0%

mientras que con la desigualdad de Chernoff obtenemos h4(0.1) = h_(0.1) = 0.02014 y

10084 (0.1) 4 =100h-(0.1) _ () o7
de modo que la desigualdad de Chernoff no mejora la de Chebychef en este caso. Si cambiamos el

valor de € a 0.05 obtenemos que la cota de Chebychef es 1, que no nos dice nada, mientras que la
cota de Chernoff es 0.005

2. Paran =1000 y € = 0.1, la desigualdad de Chebychef da una cota de 0.025 mientras que Chernoff
da una cota menor que 3.6 x 1079, Si cambiamos a £ = 0.05 con Chebychef obtenemos 0.1 mientras
que para Chernoff la cota es menor que 0.0067.

3. Finalmente para n = 10,000 y ¢ = 0.1 obtenemos 0.0025 y 7.14 x 10~®® mientras que para ¢ = 0.05
las cotas son 0.01 y 1.8 x 10722,
Notacion para el Comportamiento Asintético de Funciones

Introducimos la notacién usual para comparacién de sucesiones, propuesta por E. Landau. Sean f y
g, dos funciones de nimeros reales.

= Decimos que f = O(g) o con mayor precisién que f(x) = O(g(x)) cuando & — oo, si existen una
constante k > 0y z, € R tales que

|f(x)] < kg(xz) para todo xz > xg.
En este caso decimos que f es, a lo sumo, del mismo orden que g cuando z — oc.

» Decimos que f(z) = o(g(z)) cuando & — oo si para todo € > 0 existe zog € R tal que
|f(z)| <eg(x) paratodon > xg

o equivalentemente, si

M — 0 cuando z — oo.
g(z)

En particular, si f(z) — 0 cuando x — oo escribimos f(z) = o(1) cuando  — oo.

» Escribimos f ~ g o f(x) ~ g(z) cuando = — oo si g(x) # 0 para todo = grande y

f(z)

——~ —1 cuando x — co.
g(z)

Notaciones similares se usan cuando x — 0 o x — —o0o, con las modificaciones obvias y también para
sucesiones.

Ejemplo 2.2
La funcién f(x) = 223 — 2% + 5 satisface las relaciones: f(z) = O(2?), f(z) = o(z*) y f(x) ~ 223 cuando
T — 00.
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Para el préximo resultado vamos a utilizar el desarrollo de la funcién log(1+x) para |z| < 1, alrededor
de z = 0, hasta el segundo grado:
2
log(l1+2)=xz— 5 +0(z%) (2.27)

cuando z — 0, que se obtiene a partir de un desarrollo de Taylor.

Proposicién 2.2 Cuando € — 0 se tiene que

2
2p(1 —p)

Demostracion. Usando la ecuacién (2.27) obtenemos

olp+e) = +0O(e%). (2.28)

plpte) = (p+e)log (14 )+ (1=p—<)log (1- =)

1-p
~or a5 HE) o) -p-a (- (5 o)
= ;; + 2(1€ip) + O(e?)
- 2p(1€2— D O

2.4. Desigualdad de Chernoff (2)

En esta seccién veremos que la desigualdad de Chernoff (Corolario 2.1) es asintéticamente el mejor
resultado posible. Para la demostracién requerimos la férmula de Stirling, que demostraremos en el
siguiente capitulo.

Lema 2.4 (Férmula de Stirling) Cuando n — oo, se tiene
nl~V2rnn™e "

Proposicién 2.3 Para todo € € (0,1 — p)

lim ~ log (P(% >p+ 5)) = —p(p+e) (2.29)

n—oo N

Demostracion. El resultado del Corolario 2.1 dice que para n > 1
1
- logP(Sn >n(p+ 6)) < —pp+e)
Para hallar una cota inferior ponemos a,, = 1+ [n(p + €)] que representa al menor entero mayor que

n(p + ). Entonces

n!

P(Sn 2 n(p + E)) Z P(Sn - an) - |pan(1 - p)n—an

apl(n — ay)!

Usando la férmula de Stirling para los factoriales que aparecen en la expresiéon anterior

P =~ (o) () Gma)™ (230
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y por lo tanto los logaritmos de ambos lados de la relacién también son asintéticamente equivalentes. A
partir de las relaciones a, ~n(p+¢) y n — a, ~n(l —p — &) obtenemos

n 1/2 n 1/2 —1/2
S ~ = 1—p—
(an(nfozn)) (nQ(ers)(lfp—{-:)) (n(p+e)(1 = p ~2))
y en consecuencia
1 n 1/2
lim ~1tog (5 ) ) =0. 2.31
noo B 21, (n — an)) ) (2.31)
Por otro lado
npy\ np(p + ¢€) B np
o (22) =ty 1 (223 + -2 (2)
=n(p+e)log (ﬁ) +n(p+¢)log (n(;;i—:a)) + (o —n(p+¢))log (Z—S) (2.32)
Usando de nuevo que a,, ~ n(p + €) obtenemos que
1
lim - (n(p +¢)log (M)) —0. (2.33)
n—oo N ap,
Por otro lado la diferencia «,, — n(p + €) estd acotada y en consecuencia
. 1 np
nhHH;O - ((an —n(p+e))log (a—n>) =0. (2.34)
Usando (2.33) y (2.34) en (2.32) obtenemos
lim l10 (%)% =(p+e)lo ( P )
Jim Slog (=) = (p e(72)
De manera similar se demuestra que
.1 n(l —p)\r—on 1—p
nll—%oﬁlo'g(nfan) —(1—p—€)log(17p7€>
y esto concluye la demostracion. |

2.5. La Férmula de Stirling.

En la préxima seccion estudiaremos la aproximacién de la distribucién binomial mediante la distribu-
cién normal. Para ello, utilizaremos la siguiente proposicién sobre sucesiones de niimeros reales.

Lema 2.5 (Férmula de Stirling) Cuando n — oo, se tiene
nl ~V2mnn"e ",

Demostracion Se trata de probar que

|
lim — " —\/2r.
e

n—oo \/nnte-

Dividimos la demostracion en dos pasos. En el primero veremos que existe y es finito el limite indicado
en el primer miembro; en el segundo veremos que dicho limite vale /2.
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Paso 1. Consideremos la funcién f(z) = logz para > 1 y acotemos inferiormente el drea 4, limitada
por su grafica, el eje Ox y la vertical por x = n, sustituyendo cada trozo de la curva Py P41 por el
segmento Py, Py1 (ver Figura 2.6). Teniendo en cuenta que el drea del trapecio k Py, Pry1 (k+ 1) es
1
5 (log k +log(k + 1))

obtenemos

n—1
" 1
An:/ log x dz > E §(logk+log(k+1))
1 k=1

1
=log2 +log3+---+log(n —1) + ilogn. (2.35)
Y
1
0 1 2 3 k k+1 n T

Figura 2.6 Aproximacién a la funcién log x.

Sea an, = A, — (log2 +1log3+---+log(n —1) + %log n), la diferencia entre el drea A4,, y la suma de
las dreas de los trapecios. Es claro que la sucesién {a,} es mondtona creciente.

/
Pk+1
4 —

Py

k k+3k+1
Figura 2.7 Acotacion de la aproximacién a la funcién log x.

Ademds, si llamamos by, al drea sombreada en la figura 2.7, donde el segmento P P | es tangente al
gréafico de f(z) = logx en el punto de abcisa © = k + 1/2, es claro que

n—1

an <Y b, (n>1), (2.36)
k=1
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donde by, es la diferencia de las dreas de los trapecios k P, P{ | (k+ 1) y k Py Pyy1 (k + 1). Por lo tanto

_ 1. 1 1 (k+3)?
by, = log(k + 5) — i[logk—i-log(k'—i- 1)] = ilogm
1/4 1

RETD) S ST D)

1
=3 log(1 +

ya que log(1 + z) < z. Sustituyendo en (2.36)

n—1 o]
1 1 11
PP L
¢ <8k=0k(k+1)<8k2=:1k2 =

porque la serie Y, 1/k? es convergente.
En consecuencia, la sucesién {a,} es mondtona creciente y acotada superiormente. Por lo tanto tiene
un limite finito que llamaremos a. Por otra parte, integrando por partes

A, = / logxdr =z logx
1

n n

—/ dr=nlogn—n+1
1 1
y en consecuencia

1
anp =nlogn—n+1-— (1og2+~~+log(n71)+§logn).
Tomando exponenciales en ambos miembros

6anfl _ ,

de donde
n!

— = « cuando n — oo.
nte—nnl/2 ea—1

Paso 2. Probemos ahora que a = v/27. Para ello consideramos
/2 /2
I, = / sen"x dr = / sen" "2z (1 — cos® ) dx
0 0

/2
= n_g—/ sen" 2z cos x cos z dx
0

/2 /2 1
+ / sen” 'z senz dx
O 1

0 n-

1
=1I,_9— [ sen" 'z cos x
n—1
= Ipn—2 — mln
de donde

1
L="""1, . (2.37)
n

Por lo tanto, considerando separadamente los casos en los cuales n es par e impar, y aplicando (2.37)
reiteradamente, obtenemos
_2p—12p-3 31 2p 2p—2 42

I, = [y AP = o
2 2 2p—2 4277 T o+ 12p—1"""53 7"
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Ademss
/2 T /2
10:/ dr = —, 11:/ senrdr =1,
0 2 0
0 sea que
20—12p—3 317 2p 2p—2 42
Igp: e T T 2p = cee T (238)
2p 2p—2 422 2p+12p—1 53

Observamos ahora que {I,,} es una sucesién decreciente, ya que para 0 < z < 7/2 se tiene 0 < senz <
1, sen™x decrece con n, y por lo tanto, también la integral I,,. De aqui resulta que:

Ipyo  Iopia

< 1.
Iap Iy
Usando (2.37) tenemos
I 2 1

w2 _ P — 1 cuando p — o0

Igp 2p +2
y por lo tanto la sucesién intermedia

Irpia
Iy

también tiende a 1 cuando p — oo. Usando ahora (2.38) esto indica que

Lopia 2p(2p — 2) -~ 4 x 2] 9
I, 2p+1D[2p—-1)(2p—3)---5x 327 — 1 cuando p — oo,

y en consecuencia

2(2p —2) -4 %2 2
2p—1)(2p—3)---5x3 \ m(2p+1)

— 1 cuando p — o0.

Multiplicando numerador y denominador por
2p(2p—2)---4x2=2"p(p—1)(p—2)---1=2"!

obtenemos
(2P p!)2 2
(2p)! m(2p+1)

Utilizamos ahora el resultado del paso 1. Sabemos que

nl~an™e "/n.

— 1 cuando p — oo.

Sustituyendo
(2Pp!)? 2 (2PapPe? /p)? 2 !
2p)! \7w(2p+1)  a@p)*e V2 \[72p+1)  V2r
Como el limite es 1, debe ser a = v/27. Esto termina la demostracion de la formula de Stirling. |

2.6. El Teorema de De-Moivre - Laplace.

Podemos ahora probar el teorema de De-Moivre - Laplace, que permite aproximar la distribucién
binomial por la distribucién normal. Recordemos que la distribuciéon normal tipica — con parametros
(0,1) — es aquella cuya densidad es la funcién

B(z) = ——e /2, (2.39)

1
V2T
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Denotamos la funcién de distribucién respectiva por

:/_ 6(1) dt:\/%/f 12 dp. (2.40)

Como anteriormente, llamaremos S,, a una variable aleatoria con distribucién binomial, que representa
el nimero de veces que ocurre el evento A en n observaciones independientes. Sea p = P(A4), 0 <p < 1
y ¢ = 1 — p. La distribucién de S,, estd dada por

pn,k:P(Sn:k): <k)pkq" k k=0,1,...,n

y tiene E(S,) = np, Var(S,,) = npq.
En los préximos dos teoremas probaremos que cuando el nimero de observaciones crece indefinida-
mente, la distribucion de la variable aleatoria

Sn —np

S =
" N

tiende a la distribucién normal dada por (2.40).

Teorema 2.4 Sean a < b numeros reales, entonces

Pla< S, <b) — ®(b / o(t)dt, cuando n — oco. (2.41)

Demostracion Tenemos que estudiar el limite cuando n — oo de

Sn —np

Pla< S, <b)=Pla<
np

<b)

I
23
:CO <
I
=

Il
3
g
ES

donde la suma se extiende sobre los enteros k tales que

k _
a< 2P <y, (2.42)
Now

Comencemos por dar una aproximacién para cada sumando p,, i, donde k verifica (2.42). Para facilitar
la notacién ponemos § = k — np. Si k verifica (2.42), entonces

]
— — 0 cuando n — o0 (2.43)
n

s k
ya que entonces, \‘F‘L = \/?p | es una sucesién acotada, porque

a \/pq < \_an b \/pq

y como 1/4/n — 0 tenemos

| &
1l
o

S
Bl
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Por otro lado

(™ Kk on—k _ n! k n—k
Pk = (k>p e ST A

Utilizamos ahora la férmula de Stirling con la siguiente notacién: pondremos
n! =vV2mnn"e e’

donde ~,, — 0 (y por lo tanto e’ — 1) cuando n — 0.

Teniendo en cuenta que bajo la condicién (2.43) —que se verifica puesto que s6lo nos interesan los
valores de k que cumplen (2.42)— tanto k como n — k tienden a +o00 cuando n — co, tenemos

annne*npkqn*kevn —YE—VYn—k

Pt = V2rkkke=k\/2m(n — k)(n — k)(n—ke—(n—k)

S oy e — Gl O B 240

El primer factor lo podemos escribir como

n 1 1 'y;
\/(np+5)(nq—5) B \/n (p+2) (¢—2) B \/We

con 7, — 0 cuando n — oo.
Tomando logaritmos en el segundo y tercer factor tenemos

klog (%) + (n—k)log <n”_qk> = —(np+0)log (1 + jp) — (ng — 8)log (1 - ;q) ‘

Usamos el desarrollo de MacLaurin de la funcién log(1 + z) cuando |z| < 1:

21 1
log(1+x):x—£+ 8

Silr|<1/2y A= %(1+%)$)3 se tiene |A| < 3, es decir, que en esta situacién vale

2

log(l4+2) =2 — % + Ax® con |A] < 3.

Apliquemos este desarrollo a log(1 + nip) y log(1l — niq

ya que & — 0, y en consecuencia, tanto 2 como -> son menores que 1 /2 a partir de un cierto valor de
n np ngq

n en adelante. Resulta

klog (%) + (n—k)log (n"_qk>

) 52 53 0 52 53
= —(np+9) ( +An3p3> — (ng —9) (— +A1>

np  2n2p? ng  2n2¢? n3q3

52 /1 1 5
4=z B—
2n (p * q> Mt

), lo cual es posible si n es suficientemente grande,
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donde |A4] < 3, |A1] < 3 y |B]| estd acotado por una cierta constante fija, digamos |B| < M. Tomando el
antilogaritmo del segundo factor y sustituyendo en (2.44)

1 62
= exp{—
Prk vV 2mnpq p{ 2npq

1 53
= B—
m¢($n,k)eXp{ 3 + 01}

1
= =0l e (2.46)

53

con 63 5 k;
—np
Hn,k =Tn — Yk — Vn—k — 7;; On.k = Bﬁ + en,k: Yy ZTnk= = s

3
donde % — 0 cuando n — oo ya que

# o\ 1
n2  \/n) n
y el primer factor permanece acotado cuando k verifica (2.42).

Volvamos ahora a nuestra suma inicial. Sustituyendo en ella la expresién hallada en (2.46) para py k,
obtenemos

Y b

a<kzne <p v g
Vpd =

1 1 e
= Z \/?pqu(mkn) + Z m(b(l'kn) e 1]. (2.47)

k—np k—np
a< ===<b a<#==<b

Pla< 8], <b)

1 . .
Dado que Tnpg justamente el incremento Tx41.n, — Tk.n, y que

el primer sumando tiende a
b
/ o(t)dt (2.48)

cuando n — oo.

a Tkn Tk+1,n b xr

Figura 2.8 Aproximacién a la densidad Gaussiana.
En cuanto al segundo sumando de (2.47), dado que

le® —1] < el*l — 1,
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el mismo se acota por

1
sup |ov, k| Z —— ¢ (Tk,n),
k a<k7np<b npq

Vnpq —

y ahora el primer factor tiende a cero cuando n — oo mientras que el segundo tiende a la integral (2.48)
Por lo tanto el segundo sumando de (2.47) tiende a cero. Esto termina la demostracién del teorema 2.4.
[

Teorema 2.5

P(S, <z)— ®(z) = /w ¢(t)dt  cuando n — oo

Demostracion Nos apoyamos en el teorema 7.3. Sea € > 0, elegimos a y b tales que a < z < b (ver figura
7.6) y

1-®(b) < (2.49)

N ™

Entonces
Pla< S, <z)<P(S,<z)=1-P(S, >2)<1—P(b>S5, >ux).

El primer miembro tiende a
O(z) — (a)

y el dltimo a

cuando n — oo.

Figura 2.9 Seleccién de los ntimeros a y b.
Por lo tanto, existe N tal que para n > NN se tiene
O(a) = @(a) - 5 < P(S), < @) < Bx) + (1 D)) + 5
y dada la forma en que han sido elegidos a, b, para n > N

P(z) —e < P(S), <z)<P(z)+e

O sea

[P(S, < z) — @(z)| <e.

y con esto alcanza para demostrar el resultado |
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Observacion 2.1 1. Para generalizar en diversos sentidos el teorema de De-Moivre - Laplace, se
puede utilizar una técnica de demostracion esencialmente andloga. Observando lo que hemos hecho,
se ve que el procedimiento depende solamente de que

0
— 2.
i 0 (2.50)
y
53
3 — 0. (2.51)

Ahora bien, es claro que (2.51) implica (2.50) ya que

51 [\
2.

Por lo tanto, siempre que se verifique (2.51) para todos los enteros k tales

k—np<

a < <
np!

b,

3

se podra obtener la misma conclusion. Esta observacion permite generalizar el resultado anterior
al caso en el cual los limites a y b varfan con n. A titulo de ejemplo, se puede utilizar la misma
demostracién de los teoremas 2.4 y 2.5 para probar que si

3
— — 0 cuandon — oo

vn

es decir, que a,, puede tender a 400, pero sélo més lentamente que n'/%, entonces

P<S””p> ) /mgb(t)dt cuando n — (2.52)
— Ay ~ uan n oo .
NoT an

donde ¢ es, como antes, la densidad normal tipica y el simbolo
infinitésimos equivalentes.

“~" dice que ambos términos son

Estos resultados permiten estudiar “desviaciones grandes” del nimero de aciertos S,, (con distri-
bucién binomial), del valor esperado np. Para un uso eficaz de esta relacién, conviene saber cémo
tiende a cero, cuando n — oo, la expresién
+o0 1
2
1—-®(z) = ——et /24t
. V21

Veamos en primer lugar que si z > 0 entonces

1 >
1—®(x) < ———e % /24t 2.53
N T (2:53)
En efecto,
1 o0 —t2/2 1 o0 t —t2/2
1—®(z) = — e dt < — e dt,
V2r Ja, 2m Jp T

ya que en la ultima integral ¢/z > 1. Entonces

1 > 2
1-®(z) < te V/2qt
(z) < \/271':17//ch

+oo 1
= e

= Vamx

—z2/2

_<_ 1 642/2
V2rx
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En segundo lugar mostraremos que

1
1—®(z) ~ e~ /2 cuando z — oo (2.54)

V2mx

Queremos probar ahora que

1-9
T st
Aplicamos la regla de L’Hopital. El cociente de las derivadas es
1 —a?/2
~a:C 1 z—00
= — — 1,
T (e e )

de modo que tiene limite el cociente de las derivadas y por lo tanto también el de las funciones, y
vale lo mismo. Esto prueba (2.54).

2. En las aplicaciones, generalmente interesa saber no sélo que cuando el nimero de observaciones crece
indefinidamente, la distribucién binomial tiende a la distribucién normal, sino ademads, cudl es la
velocidad de convergencia. Dicho de otra manera, interesa conocer una acotacioén del error cometido
cuando, para un n dado, sustituimos la distribuciéon binomial por la distribucién normal. Dicho error
depende, naturalmente, del valor de n, pero ademas depende del valor de p; la convergencia es tanto
mas répida cuanto méas cercano es p a 1/2 1.

Siguiendo el procedimiento de la demostracién del teorema de De-Moivre - Laplace, para dar una
acotacién del error en consideracion, el paso fundamental es el de afinar la f6rmula (2.46), que apro-
xima la funcién de probabilidad de la distribucién binomial, mediante la densidad de la distribucién
normal. Para ello debe darse, por un lado, una estimacién del error en la aplicacién de la férmula
de Stirling — que puede obtenerse por el mismo método que hemos seguido para probarla — y por
otro, tomar més términos en el desarrollo de log(1 + ). Para fijar las ideas, podemos tomar como
mejora de la formula de Stirling
n! = V2mnn"e e

1
12n"

En cuanto al desarrollo del logaritmo podemos tomar, por ejemplo,

donde 0 < o, <

2 3 gt 1 xb

2 3 4

Finalmente, en la férmula (7.25), también aproximamos

\/(1+’f:)(1_7i1) <1+n‘5p>1/2 (1_7;)1/2

mediante un desarrollo de Mac-Laurin.

Sustituyendo en (2.44), si agregamos, por ejemplo, la condicién

|k —np| = [0] < C /npq (2.55)
donde C' es una constante, y tomamos n lo bastante grande como para que
C 1
<73 (256)
npq 3

1Cuando p estd cerca de 0 6 de 1 y n no es muy grande, puede ser més precisa la aproximacién de la distribucién
binomial por la de Poisson. Sobre este y otros aspectos de aproximacién, asi como para la exposicién de diversos ejemplos,
recomendamos al lector consultar el Vol. 1 del libro de W. Feller, incluido en la bibliografia.



2.7. EJEMPLOS. 29

obtenemos, en lugar de (2.46), una férmula del tipo

Pn.k = Qs(xk,n)een (257)

donde
(1+CHa-p)  (A+CYH

Vv 1Pq v 1pq

Observamos que la constante C' que aparece en la condicién (2.55), interviene en la acotacién
del error (2.57), en el sentido de que, cuanto mayor es C, para un mismo n, menos precisa es la
aproximacién. Lo que indica C, es cudn distantes del valor medio np pueden ser los valores k de
la variable aleatoria .S, que estamos considerando. Cuanto mas lejano del promedio np son dichos
valores de k, mayor es el n necesario para obtener la misma aproximacién.

len] <

(2.58)

La condicién (2.56) puede ser cambiada, dado que

C
ary

Cuanto més pequeno es el segundo miembro — que en este caso es 1/3 — es decir, cuanto mayor es
n para un valor dado de C, mds precisa es la cota del error que se obtiene en lugar de (2.58).

— 0 cuando n — oo.

Agreguemos finalmente que la acotacién (2.58) sugiere la dependencia del error cometido al sustituir
la distribucién binomial por la normal, en funcién de los valores de p. Si p = ¢ = 1/2, el primer
término del segundo miembro de (2.58) vale 0, y la convergencia a cero — cuando n — 0o — es
esencialmente mas rapida. Por otra parte, para un n dado, la cota depende de npq, o sea que es
tanto menos precisa cuanto méas distante es p de 1/2 (o sea, cuanto mas préximo es p de 0 6 de 1).

2.7. Ejemplos.

1. Selanza un dado 6,000 veces. Aproximar mediante la distribucién normal la probabilidad de obtener
el nimero 6 entre 990 y 1,010 veces.

» Sea X el ntmero de veces que obtenemos 6 en 6,000 lanzamientos. Sabemos que X ~ b(6,000, 1/6).

990 — 1,000 _ X — 1,000 _ 1010 — 1,000
P(990 < X <1010) =P ’ < ! < !
V600045 /6,00042 6,000%2
1 0.346 R
e ¥ dxr ~0.27.

V21 J 0346
<

2. En 5,000 lanzamientos de una moneda se obtuvieron 2,800 caras. ;Es razonable suponer que la
moneda no estd cargada?

» La pregunta puede reformularse también de este modo: Si la moneda no esta cargada, jcuin ex-
cepcional es el evento de que el niimero de caras ocurridas en 5,000 lanzamientos exceda de 2,500
al menos en 3007 Si la probabilidad de este evento es muy pequena, mas que atribuir el resultado
a un rarisimo acontecimiento, uno tendera a atribuirlo a que, en realidad, la moneda esta cargada,
y en consecuencia la probabilidad ha sido calculada sobre una base errénea. Veamos

Primero acotamos dicha probabilidad usando la desigualdad de Chebychef:

n = 5,000, p=20.5 np = 2,500



30 CAPITULO 2. ENSAYOS DE BERNOULLI

1
P(S, > 2,800) = P(S,, —np > 300) = §P(|Sn — np| > 300)

<1 1
= 2(300)2
1 5,000

= 5200y = 0068,

Var(S,)

Es decir que la probabilidad del suceso excepcional, esta acotada superiormente por 0,0068.

Si recurrimos a la aproximacién mediante la distribucién normal

— 1 +o00
P(Sn—np2300):P< Sn —mp 300 )N

Vil —p)  Vap—p)
con a = 300/+/5,000/4 ~ 8.48.

La tdltima integral se acota por
1 67(12 /2
Vama

y reemplazando resulta para el 1ltimo término una acotacién por 0.12 x 1077, que es astronémi-
camente pequeno. <

3. Entre los anos 2000 y 2009 inclusive nacieron en México 13,249,775 ninas y 13,230,179 ninos.
Queremos ver si este resultado es compatible con la hipétesis de que el sexo de los recién nacidos
se distribuye al azar con probabilidad 0.5.

» Para ver consideramos que el sexo de cada recién nacido es una variable de Bernoulli con proba-
bilidad de éxito 0.5, y diremos que ocurre un éxito si nace una nina. El ntiimero total de ensayos
es 26,479,954 y el valor esperado del ntimero de ninas es np = 13,239,977. La diferencia entre el
nimero de ninas y su valor esperado es 9,798 y queremos hallar la probabilidad de observar una
diferencia mayor o igual a este valor:

Sn —np S 13,239,977 — np)
N N7

~ P(N > 3,808)

~7x107°

P(S, > 13,239,977) = P(

Este ntimero es suficientemente pequeno como para pensar que la distribucién no tiene probabilidad
uniforme. <

2.8. Simulacién de Ensayos de Bernoulli

En esta seccién revisamos algunos aspectos de la simulacion de sucesiones de variables de Bernoulli y
sus variables asociadas, usando R. Comenzamos por recordar la simulacién de variables aleatorias en R.

2.8.1. Generacion de Variables Aleatorias en R

El lenguaje R tiene incorporadas una serie de rutinas para generar variables aleatorias. La sintaxis
precisa de la instruccién correspondiente depende de la distribucion, pero todas tienen el formato comun
rdist, donde dist designa la distribucién; por ejemplo, para generar valores a partir de la distribucién
normal usamos rnorm. Segun la distribucién, puede ser necesario especificar uno o varios pardmetros. La
tabla que presentamos a continuacién incluye las distribuciones més comunes, los parametros requeridos
y sus valores por defecto. n representa siempre el tamano de la muestra.
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Distribucién Funcién en R

Binomial rbinom(n, size, prob)

Poisson rpois(n, lambda)

Geométrica rgeom(n, prob)

Hipergeométrica rhyper(nn, m, n, k)

Binomial Negativa rnbinom(n, size, prob)
Multinomial rmultinom(n, size, prob)
Uniforme runif (n, min=0, max=1)
Exponencial rexp(n, rate=1)

Gaussiana rnorm(n, mean=0, sd=1)

Gamma rgamma(n, shape, scale=1)
Weibull rweibull(n, shape, scale=1)
Cauchy rcauchy(n, location=0, scale=1)
Beta rbeta(n, shapel, shape2)

t rt(n, df)

Fisher rf(n, df1, d4df2)

x2 rchisq(n, df)

Logistica rlogis(n, location=0, scale=1)
Lognormal rlnorm(n, meanlog=0, sdlog=1)

Tabla 2.1: Funciones para generar valores de distintas distribuciones en R.

Ademsds, R tiene la funcién sample que permite obtener muestras con o sin reposicién de conjuntos
finitos de valores. La sintaxis es

sample(x, size, replace = FALSE, prob = NULL)
donde
= x es el conjunto a partir del cual queremos obtener la muestra, escrito como un vector,
= size es el tamano de la muestra,
» replace permite indicar si se permiten repeticiones (replace = TRUE) o no y finalmente
= prob es un vector de probabilidades si se desea hacer un muestreo pesado y no uniforme.

Adicionalmente, asociada a cada distribucién hay otras tres funciones que corresponden a la densidad,
la funcién de distribucién y la funcién de cuantiles. Estas funciones tienen una sintaxis similar a la que
hemos estudiado en esta secciéon para la generacién de variables aleatorias, pero cambiando la primera
letra por d, p o q. Asi, para la distribuciéon normal, dnorm(x) corresponde los valores de la densidad en
los puntos del vector x, pnorm(q) corresponde los valores de la funcién de distribucién en los puntos del
vector q y qnorm(p) nos da los cuantiles correspondientes al vector de probabilidades p.

2.8.2. Ensayos de Bernoulli

Para simular variables de Bernoulli en R usamos los comandos para generar variables binomiales con
pardmetro n = 1. Con las siguientes instrucciones generamos 100 variables de Bernoulli con pardmetro
p = 0.1 y las graficamos. La primera instruccién fija la semilla del generador de nimeros aleatorios para
que los resultados se puedan reproducir.

set.seed(192837)

index <- 1:100

muestra <- rbinom(100,1,0.1)
plot(index, muestra, type=’h’,lwd=2)



32 CAPITULO 2. ENSAYOS DE BERNOULLI

Las siguientes instrucciones sirven para graficar en cuatro paneles, muestras de tamano 100 para
variables de Bernoulli con probabilidades éxito p = 0.1;0.3; 0.5 y 0.7. El resultado se muestra en la figura
2.1

par (mfrow=c(4,1))

plot(index,rbinom(100,1,0.1), type=’h’,lwd=2, main=’Ensayos de Bernoulli p=0.1",
ylab=’’,bty="n’,yaxt="n’)

plot(index,rbinom(100,1,0.3), type=’h’,lwd=2, main=’Ensayos de Bernoulli p=0.3’,
ylab=’’,bty=’n’,yaxt=’n’)

plot(index,rbinom(100,1,0.5), type=’h’,lwd=2, main=’Ensayos de Bernoulli p=0.5’,
ylab=’’,bty=’n’,yaxt=’n’)

plot(index,rbinom(100,1,0.7), type=’h’,lwd=2, main=’Ensayos de Bernoulli p=0.7’,
ylab=’’,bty=’n’,yaxt="n’)

par (mfrow=c(1,1))

o 2 “ 80 100
ssayos de Bemouli p=0.5
&0

Ens
o 2 r B 100

Ensayos de Bermoull p=0.7
o 2 0 B 100
index

Figura 2.1: Muestras de 100 ensayos de Bernoulli con probabilidades de éxito 0.1, 0.3, 0.5 y 0.7. Las
barras verticales indican los éxitos.

‘‘‘‘‘

index

)

Una de las distribuciones asociadas a sucesiones de ensayos de Bernoulli es la geométrica, que corres-
ponde a la variable que cuenta el nimero de ensayos hasta el primer éxito. La siguiente instruccién indica
en cudl ensayo ocurre el primer éxito en el vector muestra:

index [muestra==1][1]

[11 7
Si, en cambio, quisiéramos el lugar del tercer éxito la expresién seria

index [muestra==1] [3]

[1] 28

Para facilitar la repeticiéon de este procedimiento vamos a definir una funcién que nos permita hallar
el primer éxito:

geol <- function(n=1000,p=0.1) (1:n) [rbinom(n,1,p)==1][1]

La funcién tiene dos parametros, el tamano de la muestra, n que tiene valor por defecto igual a 1000,
y la probabilidad de éxito p, que tiene valor por defecto 0.1. Ambos pueden fijarse al llamar la funcién,
pero al tener valores asignados por defecto, la funcién se ejecuta atin cuando no se indiquen valores para
estos parametros:

geol()
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11 7

cuyo resultado es el lugar que ocupa el primer éxito. El nimero de ensayos se incluye como parametro
pues si queremos usar valores muy pequenos de la probabilidad de éxito, puede ser necesario aumentar en
proporcién su valor. Si queremos repetir esta funciéon para obtener una muestra podemos usar la funcién
replicate:

replicate(10,ge0l1())
[1] 1359197 819 1 28

que nos da una muestra de tamano 10 de la distribucién geométrica. A continuaciéon usamos la funcién
tabulate para crear una tabla de valores de una muestra de tamano 10,000 de la distribucién geométrica
con p = 0.1. Truncamos los valores de la tabla en 50 y los graficamos. El resultado se muestra en la figura
2.2 (izq).

valores <- tabulate(replicate(10000,geo1()),50)

plot(1:50,valores,pch=16), main=’Distribucién Geométrica con p=0.1’

abline(h=0, col=’red’)

abline(v=0, col=’red’)

Distribucion Geomeétrica con p=0.1 Distribucién Geométrica con p=0.1

1000

800

600

400

200
2

Figura 2.2: Frecuencia empirica de los valores para una distribucién geométrica con parametro p = 0.1
basado en una muestra simulada de tamatio 10,000: (izq) usando la funcién geol que construimos, (der)
usando la funcién rgeom.

En R existe la funcién rgeom que genera muestras de la distribucién geométrica, pero no es exactamente
la misma que simulamos anteriormente. La funcién rgeom cuenta el nimero de fracasos previos al primer
éxito, y no incluye el ensayo en el cual éste ocurre. En consecuencia, los valores difieren en 1 y la
distribucién que simula R incluye como valor posible 0, que corresponde a una sucesion en la cual el
primer resultado es un éxito. Construimos una grafica similar a la que acabamos de realizar con esta
funcién, que se muestra en la figura 2.2 (der).

plot(0:49,tabulate(rgeom(10000,0.1),50) ,pch=16,xlab="k’,ylab="Frecuencia’,
main=’Distribucién Geométrica con p=0.1)

abline(h=0, col=’red’)

abline(v=0, col=’red’)

En consecuencia, para obtener valores que correspondan a la distribucién que definimos anteriormente,
debemos anadir una unidad a los valores generados con la funcién rgeom o, equivalentemente, desplazar
los valores hacia la derecha una unidad al realizar las gréaficas.

Como mencionamos en la seccién 2.8.1, la funcién dgeom nos da los valores de la densidad (o funcién
de probabilidad) de la distribucién geométrica. Usamos esta funcién a continuacién para hacer graficas de
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las funciones de probabilidad correspondientes a distribuciones geométricas con parametros 0.1,0.3,0.5 y
0.7. El resultado se presenta en la figura 2.3.

xval <- 0:40; clrs <- rainbow(50)

plot(xval+l, dgeom(xval,0.8), type=’1’,main=’Densidad de la Distribucién Geométrica’,
lwd=2, ylab=’Densidad’, xlab=’x’,col=clrs[4])

lines(xval+l, dgeom(xval,0.5),col=clrs[14],1lwd=2)

lines(xval+1l, dgeom(xval,0.3),col=clrs(50) [34],1wd=2)

lines(xval+l, dgeom(xval,0.1),col=clrs[44],1lwd=2)

legend(’topright’, <(°0.7’,°0.5°,°0.37,°0.1°) ,1lwd=rep(2,4),
col=c(clrs[4],clrs[14],clrs[34],clrs[44]))

abline(h=0, col=’red’)

abline(v=0, col=’red’)

Densidad de la Distribucion Geométrica

Figura 2.3: Densidades para la distribuciéon geométrica con parametros 0.1,0.3,0.5 y 0.7.

Sin embargo, la representacién de la funcién de probabilidad que hemos hecho para estas distribuciones
no es la mas adecuada, pues las variables son discretas. A continuacién haremos una representacién maés
apropiada, usando barras verticales para los valores de la funcién de probabilidad. La primera instruccion
guarda en op los valores por defecto de los pardmetros graficos, de modo que si los modificamos para lograr
una grafica mejor, los podemos restaurar al final con la dltima instruccién. En el proceso de elaboracién
de las gréficas cambiamos en dos ocasiones los margenes, cuyos valores por defecto tienden a ser muy
grandes cuando se usan varios paneles en una misma representacion. El resultado se presenta en la figura
2.4.

op <- par(no.readonly = TRUE)

par (mfrow=c(2,2))

par (mar=c(4,4,4,2)+0.1)

plot(xval+l, dgeom(xval,0.7), type=’h’,main=’Distribucién Geométrica, p=0.7’,lwd=2,

ylab=’Densidad’, xlab=’x’)

plot(xval+l, dgeom(xval,0.5),col=clrs[4],lwd=2,type="h’,

main=’Distribucién Geométrica, p=0.5’,ylab=’Densidad’, xlab=’x’)
par (mar=c(5,4,3,2)+0.1)

plot(xval+l, dgeom(xval,0.3),col=clrs[28],1wd=2,type=’h’,

main=’Distribucién Geométrica, p=0.3’,ylab=’Densidad’, xlab=’x’)
plot(xval+l, dgeom(xval,0.1),col=clrs[34],1lwd=2,type="h’,
main=’Distribucién Geométrica, p=0.1’,ylab=’Densidad’, xlab=’x’)
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par (mfrow=c(1,1))
par (op)
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Figura 2.4: Densidades para la distribucién geométrica con pardametros 0.1,0.3,0.5 y 0.7.
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Otra distribucién asociada a una sucesién de ensayos de Bernoulli es la binomial negativa, que cuenta
el niimero de ensayos necesarios hasta obtener el k-ésimo éxito. Una manera de simular esta variable es
sumar k variables con distribucién geométrica, como en el ejemplo que sigue, en el cual k = 3.

set.seed(1234)

sum(replicate(3,geol1()))

[1] 35

Otra alternativa es modificar la funcién geol para que halle el k-ésimo éxito en lugar del primero:
bineg <- function(k=2,nn=1000,pp=0.1) (1:nn) [rbinom(un,1,pp)==1] [k]

bineg()

[1] 10

bineg(10)

[1] 95

Binomial negativa com p=0.1y k=3

300
L

250
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L

Figura 2.5: Frecuencia empirica de los valores para una distribuciéon binomial negativa con pardmetro
p = 0.1 para k = 3 basado en una muestra simulada de tamano 10,000.
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A continuacién simulamos una muestra de tamano 10,000 y graficamos la frecuencia de los resultados
hasta el valor k = 100. El resultado se muestra en la figura 2.5.

valoresbn <- tabulate(replicate(10000,bineg(3)),100)

plot(1:100,valoresbn,pch=16,main=’Binomial negativa com p=0.1 y k=3’,
xlab=’k’,ylab=’Frecuencia’)

abline(h=0, col=’red’)

abline(v=0, col=’red’)

En R también existe una funcién rnbinom para generar muestras de la distribucién binomial negativa,
asi como funciones para la densidad dnbinom, funciéon de distribuciéon pnbinom y funcién de cuantiles
gnbinom, pero al igual que en el caso de la distribucién geométrica, los valores de esta variable en R no
incluyen los éxitos y solo cuentan el nimero de fracasos hasta obtener el k-ésimo éxito. Por lo tanto, para
que los valores en R coincidan con los que hemos definido en este curso, debemos sumar k al valor de esta
variable.

A continuacién presentamos algunas graficas de la densidad o funcién de probabilidad de variables
con distribuciéon binomial negativa con diversos valores de los parametros.

op <- par(no.readonly = TRUE)

par (mfrow=c(2,2))

par (mar=c(4,4,4,2)+0.1)

plot(xval+3, dnbinom(xval,3,0.7), type=’h’,main=’Distribucién Binomial Negativa,
k=3,p=0.7’,1lwd=2, ylab=’Densidad’, xlab=’x’,xlim=c(0,50))

plot(xval+3, dnbinom(xval,3,0.5),col=clrs[4],lwd=2,type="h’,ylab=’Densidad’,
main=’Distribucién Binomial Negativa, k=3, p=0.5’, xlab=’x’,x1im=c(0,50))

par(mar=c(5,4,3,2)+0.1)

plot(xval+3, dnbinom(xval,3,0.3),col=clrs[28],1lwd=2,type="h’,ylab="Densidad’,
main=’Distribucién Binomial Negativa, k=3, p=0.3’, xlab=’x’,x1lim=c(0,50))

plot(xval+3, dnbinom(xval,3,0.1),col=clrs[34],1lwd=2,type="h’,ylab="Densidad’,
main=’Distribucién Binomial Negativa, k=3, p=0.1’, xlab=’x’,x1lim=c(0,50))

par (mar=c(4,4,4,2)+0.1)

plot(xval+3, dnbinom(xval,3,0.3), type=’h’,main=’Distribucién Binomial Negativa,

k=3,p=0.3",1wd=2,ylab="Densidad’, xlab=’x’,xlim=c(0,50))

plot(xval+5, dnbinom(xval,5,0.3),col=clrs[4],1lwd=2,type=’h’,ylab=’Densidad’

,main="Distribucién Binomial Negativa, k=5, p=0.3’, xlab=’x’,xlim=c(0,50))
par (mar=c(5,4,3,2)+0.1)
plot(xval+7, dnbinom(xval,7,0.3),col=clrs[28],1wd=2,type="h’,ylab="Densidad’,
main=’Distribucién Binomial Negativa, k=7, p=0.3’, xlab=’x’,x1lim=c(0,50))
plot(xval+9, dnbinom(xval,9,0.3),col=clrs[34],1wd=2,type="h’,ylab="Densidad’,
main=’Distribucién Binomial Negativa, k=9, p=0.3’, xlab=’x’,x1im=c(0,50))

par (mfrow=c(1,1))

par (op)

Los resultados se muestran en las dos sigiuentes graficas.

Finalmente consideramos la distribuciéon binomial, que esta vinculada a los ensayos de Bernoulli de
manera natural, ya que una variable con distribucién de parametros n y p cuenta le ntimero de éxitos en
una sucesién de n ensayos de Bernoulli independientes con probabilidad de éxito igual a p. Presentamos
varias animaciones realizadas en R. Para comenzar fijamos n = 10 y variamos p entre 0 y 1 con pasos de

0.01

binom <- function(p){
plot(0:10,dbinom(0:10,10,p) ,type="h’,1lwd=5,ylim=c(0,0.5),
xlab=’Valores’,ylab=’Probabilidad’)
Sys.sleep(0.1)}

ignorar <- sapply((0:100)/100,binom)
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Figura 2.6: Funcién de probabilidad binomial negativa con k =3y p =0.7,0.5,0.3 y 0.1.
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Figura 2.7: Funcién de probabilidad binomial negativa con p = 0.3 y pk =3,5,7y 9.
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A continuacién fijamos p = 0.5 y variamos n de 1 a 100:

binom2<- function(n){
plot(0:n,dbinom(0:n,n,0.5) ,type="h’,1lwd=5,ylim=c(0,0.5),
xlab=’Valores’,ylab=’Probabilidad’)
Sys.sleep(0.1)}

ignorar <- sapply((0:100),binom2)

En las siguientes graficas cambiamos la escala en el eje x y graficamos para n hasta 200.

binom3<- function(n){
plot(0:n,dbinom(0:n,n,0.5) ,type="h’,1lwd=5,ylim=c(0,0.5),
xlab=’Valores’,ylab="Probabilidad’,
xlim=c((n/2)-2*sqrt(n), (n/2)+2*sqrt(n)))
Sys.sleep(0.08) }

ignorar <- sapply((0:200),binom3)

Finalmente cambiamos el valor de p a 0.25 y simulamos con n entre 0 y 200. La primera grafica es sin
modificar la escala.

binom4<- function(n){
plot(0:n,dbinom(0:n,n,0.25) ,type="h’,1lwd=5,ylim=c(0,0.5),
xlab=’Valores’,ylab=’Probabilidad’)
Sys.sleep(0.08)}

ignorar <- sapply((0:200),binom4)

binom5<- function(n){
plot(0:n,dbinom(0:n,n,0.25),type="h’,1lwd=5,ylim=c(0,0.5),
xlab=’Valores’,ylab=’Probabilidad’,
xlim=c ((n/4)-2*sqrt(n), (n/4)+2*sqrt(n)))
Sys.sleep(0.08)}

ignorar <- sapply((0:200),binomé4)



