
Probabilidad
Lista de Problemas 14

1. Sea (Xn)n una sucesión de variables aleatorias que converge c.s. a 0. Probar que (X1 + · · ·+Xn)/n converge c.s. a
0. Dar un ejemplo que demuestre que el resultado no es cierto para la convergencia en probabilidad.

2. Probar que si (Xn)n es una sucesión de variables aleatorias independientes con distribuciones U(a, b), entonces
Mn = supk<nXk converge c.s..

3. Sea (Xn)n una sucesión de variables aleatorias que converge en probabilidad a la variable aleatoria X. Probar que
si para cada n, Xn ≤ Xn+1 c.s., entonces la sucesión converge c.s..

4. Sea (Xn)n una sucesión de variables aleatorias que converge en probabilidad a la variable aleatoria X, y f una
función uniformemente continua. Probar a partir de la definición de convergencia en probabilidad que la sucesión
(f(Xn))n converge en probabilidad. (El resultado también es cierto si f es continua, pero es un poco más dif́ıcil de
probar).

5. Probar que si (Xn)n es una sucesión de variables aleatorias independientes que converge en probabilidad, entonces
la variable ĺımite ha de ser constante c.s..

6. Sean (Xn)n v.a.i.i.d. con función de distribución

G(x) =


0 si x ≤ 0,

1− (1− x)λ si 0 ≤ x ≤ 1

1 si x ≥ 1.

Probar que si Mn = máx{X1, . . . , Xn} entonces n1/λMn−n1/λ
L→ X, donde X es una v.a. con función de distribución

F (x) = e−(−x)
λ

si x ≤ 0 y F (x) = 1 para x > 0.

7. Dar un ejemplo que pruebe que Xn
d→ X y Yn

d→ Y no implica Xn + Yn
d→ X + Y .

8. Dar ejemplos de: a) Variables que converjan en ley y sus densidades no converjan.

b) Sucesiones de variables con densidad que converjan a una variable sin densidad.

c) Variables con distribución discreta que converjan a una que tenga densidad.

9. Demuestre que una sucesión (Xn)n≥1 converge c.s. si y solo si es de Cauchy c.s.

10. Sea (Xn)n≥1 una sucesión de variables i.i.d. con

P (Xk = 1) = P (Xk = −1) =
1

2

y sea Yn =
∑n

1 (Xi/2
i). Demuestre que Yn converge débilmente e identifique la distribución ĺımite.

11. Determine si las siguientes sucesiones de variables independientes satisfacen la LDGN y el TCL.

P (Xk = 2k) = P (Xk = −2k) = 1
2 .

P (Xk = 2k) = P (Xk = −2k) = 1
22k+1 , P (Xk = 0) = 1− 1

2k
.

P (Xk = 2−k) = P (Xk = −2−k) = 1
2 .

12. Determine si las siguientes sucesiones de variables independientes satisfacen la LFGN.

P (Xk = 2k) = P (Xk = −2k) = 1
2 .

P (Xk = k) = P (Xk = −k) = 1
2
√
k
, P (Xk = 0) = 1− 1√

k
.
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13. Sea X1, . . . , Xn v.a.i. con media µ y varianza σ2 > 0.A partir de la desigualdad de Chebychef demuestre que para
ε > 0 se tiene

P
(∣∣∣n1/4(X̄n − µ)

σ

∣∣∣ > ε
)
≤ 1

ε2
√
n
.

14. Sea (Xn)n≥1 una sucesión de v.a.i. con distribución N (0, 1). Para n ≥ 1 definimos

Yn =

n∑
i=1

X2
i

Halle media y varianza para las variables X2
i y use el Teorema Central de Ĺımite para aproximar P (Y100 > 110).
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