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Medida y Probabilidad
Problemas III
Los problemas 3, 7, 9, 13 y 16 son para entregar el lunes 24,/08/09.

. Sea (€, B, P) un espacio de probabilidad. Demuestre la siguiente generalizacién de la subaditividad para

eventos B; C A;:
P(UiAZ‘) — P(UlBZ) < Z(P(Al) — P(Bl))

. Decimos que los eventos A;,7 > 1 son casi disjuntos si P(4; N A;) = 0, ¢ # j. Demuestre que para estos

eventos - -
P((JAj) =D P(4)).
i=1 i=1

Sea €2 un conjunto no vacio y sea Fy la coleccién de los conjuntos tales que A o A€ es finito. Definimos la
funciéon P para E € Fy por

0, si E es finito,
1, si E° es finito.

a) Demuestre que Fy es un &lgebra.
b) Si © es numerablemente infinito, demuestre que P es finitamente aditiva pero no c-aditiva.

¢) Si © no es numerable demuestre que P es o-aditiva sobre Fy.

Sip: A — [0,00] es finitamente aditiva en el dlgebra Ay E, F € A son tales que u(EAF) = 0, decimos que
E ~ F. Demuestre que ~ es una relaciéon de equivalencia en A y que

E~F=pE)=uF)=pEUF)=puENF).

JEs cierto que la clase de los conjuntos E € A para los cuales E ~ ) es un anillo?

. Con la notacién del ejercicio anterior definimos p(E, F') = u(EAF). Demuestre que p(E,F) > 0, p(E,F) =

p(F E), p(E,F) < p(E,G) + p(G,F). Si Ey ~ Ey y F| ~ F» y todos estos conjuntos estdn en A, demuestre
que p(FE1, F1) = p(Es, F»). (Es p una métrica en A?

Sea 1 una funcién aditiva y no-negativa definida en el dlgebra A. Si A;, As,... son conjuntos disjuntos en A
¥y Up>14, € A, demuestre que

H(Uns140) > 3 p(Ay).

n>1

Demostramos que P; = P; sobre B si la igualdad se cumple sobre una clase C que genere a B y sea un sistema
7. Demuestre que esta tltima propiedad no puede omitirse. Por ejemplo, considere Q = {a, b, ¢, d} con

Pi({a}) = Pi({d}) = P2({b}) = Po({c}) = é; Pi({b}) = Pi({c}) = P2({a}) = P2({d}) = %
yC= {{av b}v {d’ C}v {av C}v {ba d}}

Sea A, Ag, ... una sucesién de conjuntos nulos. Demuestre que B = U$2, A, también es un conjunto nulo.

Sea P una medida de probabilidad sobre B(R). Demuestre que para cualquier B € B(R) y cualquier € > 0
existe una unién de intervalos A tal que P(AAB) < €. (Ayuda: defina G = {B € B(R) : Ve > 0, existe una
unién finita de intervalos A tal que P(AAB) < €}).

Sea A un dlgebra de subconjuntos de Q y sea p una funcién sobre A que es finitamente aditiva con u(Q) = 1.
Si A, € Ay A, |0, jes cierto que u(A,) | 07

Sea (2, F, u) una espacio de medida o-finita con p(2) = oco. Demuestre que para cualquier M < oo existe
algin A € F con M < p(A) < oo.

Sea F una o-algebra de subconjuntos de €2 y sea u1, ..., u, medidas en F. Sea cy, .. ., ¢, constantes positivas.
Demuestre que c1p1 + -+ - + cppty, €s una medida en F.
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Para cualquier z € 2 y cualquier A C Q definimos 6,(A) = 14(z). Demuestre que J, es una medida en P(Q).

Sea A el dlgebra de subconjuntos de R generada por los conjuntos de la forma A, = [—b, —a) U (a, b] para
0 <a<b. Seam(Agp) =b—a. Demuestre que m puede ser extendida a una a medida en una o-dlgebra. ;Es
medible [1, 2] respecto a m*?

Definicién 1 Una funcidn 7 : P(Q) — [0,00] es una medida exterior si (i) 7(0) = 0, (ii) 7 es mondtona:
ACB=1(A) <7(B) y (iii) T es o-subaditiva: A C U;j>14; = 7(A) < 3,5, 7(4i).
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Decimos que una medida exterior p* es regular si para todo A C 2 existe un cubrimiento medible ' O A tal
que p*(A) = p*(E). Demuestre que si p* es una medida exterior regular en  y p*(€2) < oo entonces una
condicién necesaria y suficiente para que E sea p*-medible es que p*(Q) = p*(E) + p*(E°).

En cada uno de los siguientes casos demuestre que p* es una medida exterior de acuerdo a la definicién
anterior y determine la clase de los conjuntos medibles.

a) p*(0) =0,u(A) =1 para todo A # 0.
b) u*(0) =0,u(A) =1 para todo A £ 0, A #Q, u*(Q) = 2.

¢) Q no es numerable, u*(A) = 0 si A es numerable, u*(A) =1 si A no es numerable.
Demuestre que si una medida exterior es aditiva entonces es o-aditiva.

Sea p una medida discreta sobre 2. Demuestre que la operacién de extenderla a una medida exterior y luego
restringir esta extension a la clase de los conjuntos medibles como se hace en el teorema de extensién, no da
nada nuevo.

Dado un espacio de medida (2, F, i), sean A;, B; subconjuntos de € tales que p*(A;AB;) = 0 para j > 1
Demuestre que pu*(UjA4;) = p*(U;By).

Completacién. Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad. Decimos que un conjunto N es nulo sii N € F y
P(N) = 0. Decimos que un conjunto B es exiguo si existe un conjunto nulo N tal que B C N. Observamos que
no se pide que B sea medible. Sea A la clase de los conjuntos exiguos. Decimos que F es completa (respecto
a P) si todo conjunto exiguo es nulo. Si F no es completa definimos F* = {AUM : A€ F, M € N'}

a) Demuestre que F* es una o-dlgebra.
b)SiA; e Fy M; e Nparai =1,2y A1 UM; = Ay U My, entonces P(A;) = P(Ay).

¢) Definimos P* : F* — [0,1] por P*(AU M) = P(A), para A € F, M € N. Demuestre que P* es una
extensién de P a F*.

d)SiBCcQ, A eF,i=1,2, A1 CBC Ay y P(A2\ Ay) =0, demuestre que B € F*.

e) Demuestre que F* es completa.

f) SeaQ =Ry F = B(R). Seapr >0, >, pr = 1. Sea (aj) una sucesién en R. Definimos P por P({ar}) = pi,
P(A) =3, caPk; A € B. [Cudl es la completacién de B?

Medidas Regulares. Considere el espacio (R, B(R), P). Un conjunto de Borel A es regular si
P(A) =inf{P(G): AC G,G abierto } y P(A)=sup{P(F):F C A, F cerrado }

P es regular si todos los conjuntos de Borel son regulares. Sea R la coleccién de los conjuntos regulares.
a) Demuestre que R y () son regulares.

b) Demuestre que R es cerrada bajo complementos y uniones numerables.

¢) Demuestre que los subconjuntos cerrados de R son regulares.

d) Demuestre que P es regular.

e) Demuestre que para cualquier boreliano A, P(A) = sup{P(K) : K C A, K compacto }



