Capitulo 5

Sucesiones de Variables Aleatorias

5.1. Introduccion

La introduccién de los conceptos de medida e integral nos va a permitir considerar nuevos modos
de convergencia para sucesiones de funciones. Vamos a comenzar por recordar dos conceptos clasicos de
convergencia.

Definicién 5.1 Sea X,,, n > 1 una sucesién de funciones medibles a valores reales definidas sobre el
espacio de medida (2, F, ) y X una funcién real y medible, definida sobre el mismo espacio. Decimos
que la sucesién (X,,) converge (puntualmente) a X si para todo w € Q) se tiene que

lim X, (w) = X(w),
n—oo

es decir, dados w € Q y £ > 0 existe N = N(w,e) € N tal que
n>N=|X,(v) - X(Ww)|<e

Usamos la notacién
X, —> X

para denotar la convergencia puntual.

Definicién 5.2 Sean X,,, n > 1 y X como en la definicién anterior. Decimos que la sucesién (X,,)
converge uniformemente a X si dado € > 0 existe N = N(g) € N tal que, para cualquier punto w en {2 se
tiene que

n>N=|X,(w) - Xw)|<e

Usamos la notacién v
X, > X

para denotar la convergencia uniforme.
Observacién 5.1

= La diferencia entre las dos definiciones radica en que en el primer caso N depende del punto w en el
cual estamos viendo la convergencia, mientras que en el segundo caso el mismo NN sirve para todos
los puntos del espacio.

= La segunda definicién dice que si consideramos una banda de ancho 2¢ alrededor de la funcién X,
existe un N que depende unicamente de ¢ tal que, si n > N la funcién X, estda dentro de esta
banda.

= Es claro que convergencia uniforme implica convergencia puntual pero el reciproco es falso.
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5.2. Convergencia Casi Segura

Definicién 5.3 Sean X,,, n > 1y X como en la definicién 5.1. Decimos que la sucesién (X,,) converge
casi seguramente a X si existe un conjunto nulo N € F tal que, para cualquier punto w ¢ N se tiene que

X, (w) = X(w).

Usamos las notaciones
C.S.
X,— X o X,—X, cs.

para denotar la convergencia casi segura. Si (2, F, 1) es un espacio de probabilidad este tipo de conver-
gencia se conoce como convergencia con probabilidad 1 y se denota

X, X o X, — X, epl

Es obvio que convergencia puntual implica convergencia c.s. y el siguiente ejemplo muestra que el
reciproco no es cierto.

Ejemplo 5.1
Sea (2, F, u) el espacio de Lebesgue ([0, 1], 8,\) y X, (w) = w", X(w) = 0 para w € [0, 1]. Entonces

Xp(w) — 0 paraw€[0,1),

es decir, la sucesion X,, converge a X salvo en el punto 1, de modo que el conjunto donde no hay
convergencia es un conjunto nulo.

Proposicién 5.1 Si (Q,F,u) es un espacio completo, X, <% X y las funciones X,, son medibles,
entonces X también es medible.

Demostracién. Sabemos que existe un conjunto nulo (y por lo tanto medible) N tal que X,, converge
a X fuera de N, es decir, si w ¢ N

liminf X, (w) = lim X, (w) = X(w).

n—00 n—oo

Para ¢ € R los conjuntos
A ={w: X(w) > ¢}, Ay = {w: liminf X, (w) > ¢}

no necesariamente coinciden, pero cualquier punto que esté en uno y no esté en otro debe estar en N.
Ademas, sabemos que As es medible porque liminf X, es medible. Sea

By = A1 — Ay, By = Ay — Ay

Ambos conjuntos son subconjuntos de N y como el espacio es completo, son conjuntos medible. Finalmente
observamos que
Ay = (A2 UB;) N BS

de modo que F es medible. [ |

Definicién 5.4 Sea X,, n > 1 como en la definicién 5.1. Decimos que la sucesién (X,,) es de Cauchy
casi seguramente si existe un conjunto nulo N € F tal que, para cualquier punto w ¢ N la sucesién
Xp(w) es de Cauchy.

Proposicién 5.2 Una sucesion de funciones medibles (X,,) converge c.s. si y sdlo si es de Cauchy c.s.

La demostracién queda como ejercicio.
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5.3. Convergencia en Medida

Definicién 5.5 Sean X,,, n > 1y X como en la definicién 5.1. Decimos que la sucesién (X,,) converge
en medida a X si para cualquier € > 0 se tiene que

lim p({w e Q: X, (w) — X(w)| >¢€}) =0.
Usamos las notaciones
X, X o X,— X, en medida

para denotar la convergencia en medida. Si (2, F, ) es un espacio de probabilidad este tipo de conver-
gencia se conoce como convergencia en probabilidad y se denota

X, 25X o X, — X, en probabilidad.

Ese tipo de convergencia es mas débil que la convergencia casi segura, como lo muestran la siguiente
la proposicién y el ejemplo que le sigue.

Proposicién 5.3 Sean X,, n > 1y X como en la definicion 5.1 y supongamos que () < co. Si X,
converge a X c.s. entonces también converge en medida.

Demostracién. Si X,, — X c.s. entonces para cualquier € > 0

0 = p({| X, — X| > ¢} para infinitos n)
p(limsup{| X, — X| > ¢})

Jim g (Upon{[ Xk = X| > €})

> lin u({|Xn - X > <}).

[
Para ver que el reciproco no es cierto tenemos el siguiente ejemplo.
Ejemplo 5.2
Sea (2, F, u) = ([0,1], B, A) el espacio de Lebesgue y definimos la siguiente sucesién de variables aleatorias:
X1 (w) = 1j0,1)(w),
Xo(w) = 1jg,1/2)(w), X3(w) = 11/2,17(w)
Xy(w) = 1j0,1/3(w), X5(w) = 1j1/3,2/3)(w), Xe(w) = 1j2/3,1)(w),

Observamos que como las variables X, son funciones indicadoras de intervalos, sélo son distintas de
0 en esos intervalos, cuya longitud tiende a 0 cuando n — co. Esto muestra que X;,, — 0 en probabilidad.
En cambio, para cualquier w € [0, 1] tenemos que X, (w) = 1 para infinitos valores de n, y X, (w) =0
para el resto, que también son infinitos. Por lo tanto la sucesién X,, no converge puntualmente en ningin
punto.

Ejemplo 5.3

Para ver que u(€2) < oo es una condicién necesaria en el teorema anterior consideramos el siguiente
ejemplo: Sea X,, = 1(_, »)e, X = 0, entonces observamos que X, (w) — X(w) para todo w pero para
cualquier n € N y cualquier € > 0,

p({w s [X(@) — X(@)] > £}) = o

y por lo tanto no hay convergencia en medida.
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5.3.1. Aplicaciones Estadisticas

Supongamos que tenemos una familia de modelos (Q, F, Py), 0 € O, y observamos una muestra aleato-

ria simple X1,...,X,. Con base en estas observaciones queremos estimar el valor del pardmetro 6, es
decir, deseamos seleccionar el modelo correcto.
En esta situacién lo usual es usar un estadistico § = 6(X1,...,X,,) para estimar el valor de 6. Este

estadistico es una variable aleatoria definida sobre el mismo espacio de probabilidad. Decimos que el
estimador es débilmente consistente si para todo 0 € ©,

Py(|0, — 0] >¢) —0, n— oo,
es decir, si 6, converge en probabilidad al verdadero valor de . El estimador es (fuertemente) consistente

si esta convergencia se da con probabilidad 1.

5.3.2. Consecuencias de la Convergencia en Medida

Atn cuando hemos visto que convergencia en medida es mas débil que convergencia c.s., el siguiente
teorema, debido a Riesz, muestra que si tenemos convergencia en medida, siempre hay una subsucesién
que converge c.s. al mismo limite.

Teorema 5.1 (Riesz) Si la sucesion X, converge en medida a X en §, existe una subsucesion (X, )
que converge c.s. a X.

Demostracion. Como la sucesién de funciones converge c.s. podemos hallar n; € N tal que
p{w € Q1| X, (W) — X(w)| >271) <271

Para cada k£ > 1 hallamos nj, > ni_1 tal que
p{w € Q| X, (w) — X ()] > 27} < 27F,

Veamos que la subsucesién (X, ) converge c.s. a X. Sea

Se=J{weQ: X, (w) - X(w)| > 27}
i>k

Observamos que S; es una sucesién decreciente de conjuntos. Sea

S= S

E>1
Por sub-aditividad tenemos que la medida de S; estd acotada por
p(Sy) <27k g2kl pohm2 . ol-k
y en consecuencia la medida de S es

w(S) = klin;o w(Sk) = 0.

Veamos que si w € 0 — S entonces X, (w) — X (w). Sea € > 0, escogemos K de modo que 275 < ey
w ¢ Sk. Entonces para todo k > K, w ¢ Si y en consecuencia

| X, (W) — X(w)] < 27k < e,
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Corolario 5.1 X,, converge en medida a X si y sdlo si cada subsucesion (X, ) contiene una subsucesion
(Xon,) que converge a X c.s.

Demostracién. Si X,, - X y (X,,,) es una subsucesioén, entonces X,,, —— X y por el teorema anterior
existe una subsucesién (X, ) que converge a X c.s.

Reciprocamente, supongamos que toda subsucesién tiene una subsucesién que converge c.s. a X y
supongamos que X,, no converge a X en probabilidad para obtener una contradiccién.

Si X, no converge en probabilidad a X, existen una subsucesién (X, ), 6 > 0y € > 0 tales que

1(| Xn, — X| > ) > 6. (5.1)

Pero esta subsucesién (X, ) deberfa tener una subsucesién que converge c.s. a X y por lo tanto en
probabilidad. Esto contradice a (5.1). |

Corolario 5.2 a) Si X, — X c.5. y g: R — R es continua entonces g(X,,) — g(X) c.s.
b) Si X, & X yg:R—R es continua entonces g(X,) £ g(X).

Demostracién. (a) Existe un conjunto nulo N € B tal que si w ¢ N entonces X, (w) — X (w) en R. Por
continuidad de g, si w ¢ N,

9(Xn(w)) = g(X (),

es decir, (g(X,,)) converge c.s. a g(X).

(b) Sea (g(Xy,)) una subsucesién de (g9(X.)). Basta hallar una subsucesién (g(X,, )) que sea c.s.
convergente. Sabemos que (X,,, ) tiene una subsucesién c.s. convergente (X, ) que converge a X. Por lo
tanto g(Xy, ) — g(X) cs. ' [

Corolario 5.3 (de Convergencia Dominada de Lebesgue) S5i X, 52X y existe una funcién med-

ible Y € L' tal que |X,| <Y, entonces
/Xn du — /Xdu.

Demostracién. Basta demostrar que toda subsucesién convergente de [ X, du converge a [ X dpu.
Supongamos que [ X,,, du converge. Por hipdtesis tenemos convergencia en probabilidad y en conse-
cuencia (Xp, ) tiene una subsucesién (X,, ) que converge c.s. a X. Por el TCD tenemos que

/XnkiduH/Xdu

En consecuencia [ X, du — [ X dp. [ |

Proposicién 5.4 (Propiedades) Si X, EXyy, By
L Xo4+Y, 5 X+Y.

2. X,Y, & XY.
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Demostracion. (1) Observamos que
{1(Xn+Ya) = (X +Y)| > e} € {1 X0 = X| > S}U{IYa = Y] > S}

Tomando medidas, usando subaditividad y haciendo n — oo se obtiene el resultado.
(2) Observamos que basta demostrar que para toda subsucesién (ny) existe una subsucesion ny, tal
que
X, Yo, 25 XY

Como X,,, - X, existe una subsucesién (n},) tal que
X &5 X,
Como Y;, 5 Y, dada la subsucesién (n},), existe una subsucesién (n},) tal que

y en consecuencia tenemos
X, Y, =5 XY.
My " Ty

Por lo tanto, toda subsucesién de (X,,Y;,) tiene una subsucesién que converge c.s. |

Proposicién 5.5 (Ley Débil de Grandes Nimeros) Si (X, n > 1) son iid. con E(X,) = p y

Var(X,) = o2, entonces
IR
[t

Demostracién. Basta usar la desigualdad de Chebyshef. [

5.4. Convergencia en L

En esta seccion estudiamos un nuevo tipo de convergencia que tiene gran importancia en el anédlisis
funcional. Recordemos que una funcién medible X pertenece al espacio L? si [ |X|P du < oo. Para p > 1
y X,Y € LP definimos una distancia en este espacio por

dy(X,Y) = (/|X—Y|pdu)1/p.

Para ver que d,, es una distancia demostraremos més adelante la desigualdad triangular, que se conoce
como la desigualdad de Minkowski. Por otro lado, es claro que d,(X,Y) = dp(Y, X). Ademéds si X =Y
tenemos que d,(X,Y) = 0 pero el reciproco no es cierto: Si d,(X,Y) = 0 sélo podemos concluir que
X Y. Por lo tanto d, s6lo serd una pseudo-distancia.

Para tener una distancia podemos tomar la relacién de equivalencia X “= Y sobre el _espacio LP y
en lugar de considerar las funciones medibles X consideramos las clases de equivalencia X. El espacio
cociente, formado por las clases de equivalencia, lo denotamos LP y d, si serd una distancia sobre este
espacio. En lo que sigue vamos a obviar este procedimiento y hablaremos de d;,, como una distancia sobre
el espacio LP.

Hay una norma que induce esta distancia:

X1 = ( [axm)™



5.4. CONVERGENCIA EN L” 89

Definicién 5.6 Decimos que la sucesién (X,,, n > 1) converge a X en LP si todas las variables estdn en
LPy

/|anX\”dMHO

cuando n — oo. Usamos la notacién .
X, — X.

Proposicién 5.6 Convergencia en LP implica convergencia en medida.

Demostracién. Tenemos
W10 = X1 2 €)= [ 1w, ximapde
= /1{|XW,—X|P>sp}dﬂ
| Xn — XP
< /nTl{\X,ﬁX\Dev}dﬂ
1
< —/\X,L—X\pdu—w)
eb
cuando n — oo. [ |

El siguiente ejemplo muestra que el reciproco no es cierto.

Ejemplo 5.4
De nuevo, el espacio de medida es el espacio de probabilidad de Lebesgue ([0,1], B, A) y definimos

Xn=2",1).

Entonces ) i
P(X| > €) = A((0, ) =~ =0

n
pero

1
E(|X,|P) =2""— — .
n

Convergencia en LP no implica convergencia c.s., como lo muestra el ejemplo 5.2. Para cualquier p > 0,
como la variable X, s6lo toma valores 0 6 1, el valor esperado E(|X,,|?) es igual a la longitud del intervalo
correspondiente a X,,, v esta longitud tiende a 0.

Convergencia casi segura tampoco implica convergencia en LP, como lo muestra el ejemplo 5.3. Atn
cuando la medida del espacio sea finita, es posible dar ejemplo de sucesiones que convergen c.s. pero no
convergen en LP.

Desigualdades

Teorema 5.2 (Desigualdad de Hélder) Sea p,q nimeros reales tales que p,q > 1y
-+ -=1 (5.2)
p q

Sean X € LP, Y € L4, entonces el producto XY es integrable y

/\XY|du§ (/\led,u)l/p(/|Y\qd,u)1/q. (5.3)
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En términos de las normas la desigualdad dice que
XYl < [1XTp] Y ]lg-

Sipy q satisfacen (5.2) decimos que son conjugados.
Demostracién. Observamos inicialmente que si [ |X [P dp = 0 entonces X = 0 c.s. y en consecuencia
JIXY|dp = 0, de modo que la desigualdad es cierta. Algo similar ocurre si [ |Y]?dp = 0, as{ que podemos
suponer que el lado derecho de (5.3) es estrictamente positivo.

Dados a > 0,b > 0, existen s,t € R tales que

a=exp{s/p},  b=-exp{t/q}.

I =1 tenemos que

exp{s} + g ! exp{t},

Como la funcién exponencial es convexa y p~! + ¢~
exp{p 's+q 't} <p~

y usando la definiciéon de s, t,

1

ab < p~taP + ¢ b9,
Ahora reemplazamos a por | X|/||X||, y b por |Y]/||Y||q ¥ obtenemos

XY <p_1( | X] )P+q_1( Yl )q
Xl Tl =5 MIXIL 1Y1lq

Finalmente, tomando integrales,

1

[ IXY]du<p g =1
||X|p||Y|q/

Teorema 5.3 (Desigualdad de Minkowski) Supongamos que X,Y € LP para 1 < p < co. Entonces
X+YelPy
1X + Y[ < 1 X]lp + [[Y]p-

Demostracion. La desigualdad
X +Y[P<2(XPVI[Y]P) <2(XPP +[Y[) € L

muestra que los espacios LP, p > 1 son cerrados aditivamente. So p = 1 la desigualdad de Minkowski
sigue de la desigualdad triangular usual. Sea 1 < p < oo y escojamos ¢ conjugado de p de modo que
p~1+ ¢! =1, es decir, p — 1 = p/q. Usando la desigualdad de Hélder,

\|X+Y||§:/|X+Y|pdu:/|X+Y||X+Y|p/qdu

§/|X||X+Y|p/qdu+/|Y||X+Y|p/qdu
<Xl X+ Y P/l + Y 12X+ Y P/l
=Xy + ¥ 1)1 X+ Y2/

1/q
(11l + 111 ([ 1%+ YP d)
(X1l + IVIIIX + ¥/
(X1l + ¥ )X + Y]

Si el ultimo factor es distinto de 0, podemos dividir por él para obtener el resultado. Si es igual a 0,
ambos lados de la desigualdad valen 0. |

La desigualdad anterior es la desigualdad triangular para || - ||,.
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Teorema 5.4 (Desigualdad de Jensen) Sea (Q, F,P) un espacio de probabilidad, g : R — R una
funcion convexa y X una variable aleatoria integrable tal que g(X) también es integrable. Entonces

E(g9(X)) = g(E(X)).

Demostracion. Sea g una funcién convexa, sabemos que dado cualquier punto de la gréfica de g podemos
hallar (al menos) una recta que es tangente a la curva en ese punto y tal que la recta siempre estd por
debajo de la curva que representa a g. Esta recta (que en general no es dnica) se conoce como la recta
de soporte de g. Sea r(x) = ax + b la recta de soporte de g en el punto (E(X), g(E(X))) sobre la grifica
de funcién g. Entonces

aX(w)+b < g(X(w)).

Tomando esperanza obtenemos

aB(X) +b < B(g(X)).

Pero como la recta r(x) es tangente a la funcién g en (E(X), g(E(X))), a E(X) + b = E(g(X)). [
Ejemplo 5.5
Sea (€, F, P) un espacio de probabilidad, X una variable aleatoria y 0 < a < 3. Definimos
B B
= — 1 = .
r=_>1 5 i a
Entonces N 3
! -«
Sys=2 = 1.
F ST A

Ahora ponemos Z = | X|*, Y =1 usamos la desigualdad de Holder:
E(|2Y]) < (E1Z]")Y7 (E(Y*)Y*,

es decir
E(IX]*) < (E[X]™)V/"1 = (B]X|%)*/?
de modo que

(B(X[*)Y < (B1X]%)7

[1XTla < [1XT]5-

Concluimos que X € L? = X € L* si a < . Més ain, || X||o = (E(|X]*))"/* es no-decreciente en a.

. . P L
Como consecuencia tenemos que si X,, > X yr <p, X,, = X.

Teorema 5.5 Parap > 1 el espacio LP es completo, es decir, si (X,,) es una sucesion de Cauchy en LP,
eviste X € L? tal que X, Y x.

Demostracién. Dado € > 0 sea N = N(¢) € N tal que si n,m > N,
/L&ffxmwdu<epﬂ. (5.4)

Llamemos Nj, = N(£27%) y supongamos que Ny > N para todo k. Definimos los conjuntos

Ale,m,n) ={w : [ X;m(w) — X, (w)| > e}
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entonces

t/u%—xmpmuz/( P Xl 2 (A ) (5.5)
Ale,mn

y combinando (5.4) y (5.5) obtenemos p(A(e,m,n)) < e si m,n > N(e).
Sea ahora Ay = A(e27% Ni11, Ni), Br = Ui A;, tenemos pu(Ay) < 27%e, u(Bg) < 2" *e ysiw ¢ By

| XN, (W) — XN, (w)| <e27" parai> k.

Por lo tanto la serie ), (Xn,,, — Xn,) converge fuera de B = Ny>1 By, y u(B) = 0. En consecuencia existe
X tal que Xy, — X cs.

Para un entero fijo r ponemos Y; = | Xy, — X, [P, Y = |X — X,|P y obtenemos una sucesién Y; de
funciones medibles no-negativas con liminf ¥; = limY; =Y c.s. Por el lema de Fatou tenemos

/Ydugh'_minf/|XNi—Xr|pdu<€

si 7 > N(e). En consecuencia Y es integrable, es decir (X — X,) € LP, lo cual implica que X € LP.
Ademés probamos que

/|X—Xr|pd,u<s sir > N(e)

de modo que X, 2 x. |

Observacion 5.2 Es importante resaltar que el resultado anterior es falso para la integral de Riemann
sobre intervalos finitos. No es dificil construir ejemplos de sucesiones de funciones cuyas potencias de
orden p son integrables segin Riemann, que son de Cauchy en LP pero cuyo limite es discontinuo en un
conjunto de medida positiva y por lo tanto no pueden ser integrables segiin Riemann.

Como consecuencia del teorema anterior observamos que los espacios LP son espacios normados que
son completos respecto a la métrica inducida por la norma. Un espacio con estas propiedades se conoce
como un espacio de Banach.

Sip>1yq>1son conjugados decimos que los espacios LP y L? son conjugados. Por la desigualdad
de Hélder sabemos que si X € LP y Y € L9 entones el producto XY es integrable. Observamos que el
conjugado de p = 2 es ¢ = 2, es decir que L? es su propio espacio conjugado, y ademds es el tinico caso
en el que esto ocurre. Esto quiere decir que si tomamos dos funciones de L?, su producto es integrable,
y por lo tanto podemos definir un producto interno en L?: Para X,Y € L?,

(X,Y) = / XY dp.

Es facil ver que esta definicién satisface las condiciones de un producto interno (pasando al espacio
cociente £? si es necesario). Ademéds, la norma asociada a este producto interno es la norma || - ||2, que
definimos anteriormente, ya que

<xm=/u&mam%

Por lo tanto L? es un espacio de Banach que tiene un producto interno que induce la norma del espacio.
Un espacio con estas propiedades se conoce como un espacio de Hilbert.

5.5. Convergencia en Distribucién

Definicién 5.7 Si F es una f.d. definimos el conjunto de puntos de continuidad o conjunto de continuidad
de F' por
C(F)={z € R: F es continua en z}

Un intervalo finito I con extremos a < b es un intervalo de continuidad para F si a,b € C(F).
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Definicién 5.8 Sea (X,,, n > 1) una sucesién de v.a. con f.d. Fx,, n > 1. X,, converge en distribucidn
ala v.a. X cuando n — oo si

Fx, (x) — Fx(x) cuando n — oo, Vo € C(Fx).
Notacién: X, 4, X 0 X, 3 X cuando n — oo.

Observacion 5.3 Como en esta definicién sélo intervienen las funciones de distribuciones, las variables
no necesariamente estan definidas en un mismo espacio de probabilidad.

Abusando la notacién, escribiremos X,, = A(0,1) en lugar de X,, % X cuando n — oo donde

X ~N(0,1).

Ejemplo 5.6
Sea X, ~ 81 /p, es decir, la delta de Dirac concentrada en el punto 1/n. Si la definicién 5.8 tiene sentido

, d
deberiamos tener X,, — dp cuando n — oo. Tenemos

0, siz<l1/n, 0, siz<0,
FXn(l'):{ siz<1/n _ { si @

1, siz>1/n, 1, siz>1/n.

Por lo tanto Fx, — Fs,(x) cuando n — oo para todo = € C(Fs,) pero no para todo x. Si en cambio
tuviéramos Y, ~ 6_1,, entonces

Fy (2) 0, siz<—1/n, 0, siz <0,
X)) = —
Y 1, siz>-1/n, 1, siz>1/n.

y en este caso si tenemos convergencia para todo x.

Teorema 5.6 Sean X y X,,, n>1 v.a. Si X, £ x entonces X, 4, X.

Demostracién. Sea € > 0, entonces

Fx, (z)

P(X,<z)=PX, <z |[X,—X|<e)+P(X, <z | X, —X]|>¢)
SP(XSZ"F& ‘Xn_X‘ §€)+P(|Xn_X| >€)
<PX<z+e)+P(|X,—X|>e),

y por la convergencia en probabilidad

limsup Fx, (z) < Fx(x +¢).

n—oo

De manera similar, cambiando X,, por X, x por z — ¢, X por X,, y 4 € por z, sigue que

liminf Fx (z) > Fx(z — ¢€).
Estas dos relaciones valen para todo = y todo € > 0. Suponiendo ahora que x € C(Fx) y haciendo ¢ — 0
obtenemos que
Fx(z) = Fx(27) < liminf Fx_(x) < limsup Fx, (z) < Fx ().

n—oo n—00
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Observacion 5.4 Si F'x tiene un salto en x, sélo podemos concluir que

Fx(27) <liminf Fx, (z) < limsup Fx,, (z) < Fx(z).

n—oo n—oo
Como Fx(z) — Fx(x7) es el tamano del salto no es posible obtener convergencia en un salto.

Ejemplo 5.7
Sea N ~ N(0,1), de modo que la distribucién es simétrica. Definimos X,, = (—1)"N para n > 1, entonces

X, 2 N de modo que X, A N, pero (X, no converge ni c.s. ni en probabilidad.

Ejemplo 5.8
Para o > 0 sea X,;, n > 1 una sucesién de v.a.i. tales que
P(Xn:O):l—i y P(Xn:n):i
n< n<
Los siguientes resultados son ciertos:
X, 50 (n — o0) aun sin independencia
X, %0 (n— ) sii o > 1
X, %o (n — o) siia>p
La convergencia en probabilidad es consecuencia de:
P(|X,|>¢)=P(X,=n)= nia — 0 cuando n — oo.

La convergencia con probabilidad 1 sigue del Lema de Borel-Cantelli ya que

= < do o > 1,
ZP(\Xn|>€) oo cuando «
— =00 cuando a <1,

En cuanto a la convergencia en LP
1 — 0, parap<a,
E[X,[P=0"-(1-—)+n’-—=nP""¢=1, parap=a, cuandon — oo,

ne n
— 00, parap > Q.

Observamos que E | X [P ni converge a 0 ni diverge a infinito cuando p = «, sino que es igual a 1.
Teorema 5.7 Sea (X,,, n > 1) una sucesidn de v.a.i. y ¢ una constante, entonces
d P
Xp, =0 (n—o0) < X,—>c¢ (n—o0).

Demostracion. Supongamos que X, A d. cuando n — oo y sea € > 0. Entonces
P(|X,—c>e)=1-Plc—e< X, <c+e)
=1—-Fx, (c+e)+Fx, (c—e)—P(X,=c—¢)
<1-Fx,(c+e)+Fx,(c—¢)

— 0 cuando n — oo,

yaque Fx (c+¢e) = Fx(c+e)=1, Fx,(c—¢) = Fx(c—e)=0,yc—¢e, c+¢e €C(Fx). |
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5.5.1. Caracterizacion de la Convergencia en Distribucion

Teorema 5.8 Sea {X,,, n > 1} una sucesion de v.a. y supongamos que X, L X cuando n — oo.
Si h es una funcidn continua a valores reales o complejos definida en el intervalo acotado [a,b], donde
a,b e C(Fx), entonces

Eh(X,) = ER(X) cuandon — cc. (5.6)

Demostracién. El caso complejo sigue del caso real. Usaremos el lema de aproximacién. Sea A C
C(Fx) C R un subconjunto denso numerable. Si h(z) = 1.4 para c,d € A, a < c < d < b, (5.6) se
reduce a demostrar que P(c < X,, <d) — P(c < X < d), lo cual es cierto por hipétesis. Por linealidad
la conclusién vale para funciones escalera cuyos ’escalones’ tengan extremos en A. Sea ahora h € [a,b], y
sea g una funcién simple aproximante, entonces
|ER(Xn) = E(A(X)] < [ER(Xn) —Eg(Xn)|+|Eg(Xn) —Eg(X)|+ |Eg(X) — ER(X))]
< E[R(Xn) — 9(Xn)| + |Eg(X,) — Eg(X)] + E[g(X) — h(X)|
<e+|Eg(Xy) —Eg(X)| +e.
Como ya hemos visto que para funciones simples el término central tiende a cero cuando n — oo obten-

emos
limsup | EA(X,,) — Eh(X)| < 2,

n—oo

lo cual demuestra el teorema. [ |

- d .
Teorema 5.9 Sea {X,,, n > 1} una sucesion de v.a. y supongamos que X, — X cuando n — oco. Si h
es una funcion a valores reales o complejos, continua y acotada, entonces

Eh(X,) — ER(X) cuandon — cc. (5.7)
Demostracion. De nuevo, el caso complejo sigue del caso real. Supongamos que |h| < M, entonces

|ER(X,) —EMX)| < [ER(Xn)1yx, <k} — ER(X) 1 x<xy| + | EMXn)1g x>k + [ER(X) 1 x> K3
SNEMXn)1gx, 1<k — ERMX) 1y x<ry] + E (X)) x, >3 + ER(X)[1x)> K}
< [EA(Xn)lyx,1<xy — ER(X) 1 x1<xy| + MP|X,| > K) + MP(|X| > K)

Sea € > 0y escojamos K € C(Fx) suficientemente grande como para que 2M P(|X| > K) < e. Usando el
teorema 5.8 para el primer término y la convergencia en distribucién para los otros dos, obtenemos que

limsup |[EA(X,,) —Eh(X)| <2MP(|X| > K) <e.

n—oo

Teorema 5.10 Sea {X,,, n > 1} una sucesion de v.a. Entonces X, L X cuando n — oo si y solo st
Eh(X,) = Eh(X) cuando n — cc. (5.8)
para toda funcion real continua y acotada.

Demostracién. Por el teorema 5.9 basta demostrar la suficiencia. Sean a,b € C(F'), —c0 < a < b < 0.
Ponemos

0 para x < a — 0y,

%}:6’“) para z € [a — d, al,
gr(x) =141 para x € [a, b],

b"";i’;_x para x € [b,b+ k],

0 para x > b+ 0
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con 0 | 0 cuando & — oo y observamos que 1(gp(z) < gir(z). Supongamos que (5.8) vale. Por la
monotonia de la funciéon de distribucién y el teorema 5.9 obtenemos

b
F,(a,b] = / dF,(z) <Egr(X,) — Egr(X) cuando n — oo.

Haciendo n — oo

limsup F,(a, ] < Ege(X) < F([a — 6k, b+ 0]).
Haciendo ahora k — oo tenemos 6y — 0y gx(x) | 1ja4), y como a y b son puntos de continuidad
concluimos que

limsup F,,(a, b] < F(a,b]. (5.9)
Si, en cambio,
0 para z < a,

54 paraz € [a,a + dk],
hip(z) =41 para x € [a + 0k, b — 0],
para x € [b — d, b],

0 para x > b

los mismos argumentos nos dan

liminf F,(a,b] > F([a + 6k, b — d)),

n—oo

y como ahora hg(x) T 1(4,), tenemos finalmente

liminf F,, (a,b] > F(a,b). (5.10)
Las ecuaciones (5.9) y (5.10) demuestran que X, < X cuando n — oo. [

Como corolario obtenemos los siguientes resultados:

Corolario 5.4 Sea {F,,, n > 0} una familia de funciones de distribucion. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes

(1) F, % F,.
(2) Para toda funcion real f acotada y uniformemente continua,

/dew/deo,

Demostracién. Basta observar que las funciones gx v hx que usamos en la demostracion del teorema
anterior son continuas con soporte compacto y por lo tanto son uniformemente continuas. |

cuando n — 00.

Teorema 5.11 Sean X eY wv.a.
XLy & EWX)=EhY)

para toda funcion h continua y acotada.

Teorema 5.12 Sean X y {X,, n > 1} v.a. y supongamos que X, 2 X cuando n — co. Entonces

E|X| < liminf E|X,,.
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Demostracion. Sea K € C(Fx) un ntimero positivo. Por el teorema 5.8 tenemos

liminf E | X,,| > liminf E |Xn|]-{|Xn\§K} =E |X|1{\X|§K}'

n—oo

La conclusién sigue haciendo K tender a infinito a través de una sucesién de puntos de continuidad de
Fx. [



