Medida
Problemas VIII
Los problemas 5, 7, 13, 17, y 18 son para entregar el martes 30/10/07.

. Sea X una v.a. no-negativa con media ; y varianza o2, ambas finitas. Demuestre que para cualquier b > 0,
2
P(X > p+bo) < 1/(1+b%). (Ayuda: considere la funcién g(z) = % y demuestre que E[((X —p)b+0)? =
o?(b* +1).)
. Sea X una v.a. no-negativa con media p y varianza o, ambas finitas. Demuestre que P(u—bo < X < p+bo) >
-3
. Sea X ~ N(0,1). Demuestre que P(X > z) < 2¢(z), donde ¢(x) = —== exp{—2?/2} es la densidad gaussiana

Ve
tipica.

. Sea X una v.a. con distribucién lognormal de pardmetros (i, 0?). Demuestre que E[X"] = eruto’r?/2 y deduzca
2

que E[X] = ert°/2 y Var(X) = e24+9° (¢ — 1).

. Considere el espacio ([0, 1], B([0, 1]), A), donde A es la medida de Lebesgue y defina X,, = %1(071/@. Demuestre

que X,, — 0y E[X,,] — 0 ain cuando la condicién de dominacién del Teorema de Convergencia Dominada no
se cumple.

. Suponga que X,,, X estdn acotadas uniformemente, es decir, existe una constante K tal que |X,,| < K, |X| < K.
Si X,, — X cuando n — oo demuestre usando convergencia dominada que E|X,, — X| — 0.

. Suponga que X € L' y Ay A,, son eventos.

a) Muestre que f{‘X|>n} XdP — 0.

b) Muestre que si P(A,) — 0, entonces [, XdP — 0.
(Ayuda: Descomponga, para M grande, [, |X|dP = fAm{IXISM} | X|dP + fA,m{\X|>M} | X|dP).

¢) Demuestre que [, |X[dP = 0sii P(AN{|X]|>0})=0.

d) Si X € L?, muestre que Var(X) = 0 implica que P(X = E[X]) = 1 de modo que X es igual a una constante
con probabilidad 1.

e) Suponga que (2, F, P) es un espacio de probabilidad y A; € F, i = 1,2. Definimos la distancia entre
conjuntos d : F X F +— R por d(41,As) = P(A; A Aj). Verifique el siguiente resultado: Si 4,,, A € Fy

d(Ay, A) — 0 entonces
/ XdP — / XdP
A, A

de modo que la funcién A — [ 4 XdP es continua.

. Sean F'y G f.d. sin puntos comunes de discontinuidad en el intervalo (a, b]. Demuestre que

G(z)dF(x) = F(b)G(b) — F(a)G(a) — / F(z)dG(x).
(a,b] (a,b]
. El Teorema de Egorof. Sean X,,, X v.a. reales definidas en el espacio de probabilidad (2, F, P). Suponga
que para todo w € A € F tenemos X, (w) — X (w). Demuestre que para todo € > 0 existe un conjunto A, tal
que P(A;)<ey
sup | Xp(w) —X(Ww)|—0 (n— o).

weA\A.

Por lo tanto la convergencia es uniforme fuera de conjuntos pequenos.

Ayuda: (a) Defina
B — [sup | X;(w) — X (w)|] NA.
i>n
(b) Demuestre que B | @ cuando n — oo.
(c) Existe {ny} tal que P(Bn],i)) <eg/2k.

(d) Ponemos B = UkBg,i) de modo que P(B) < e.
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Sea {X,,, n > 1} una sucesién de variables con P(X,, = 1) = p, =1 — P(X,, = 0). Demuestre que >, p, < 00
implica ), E(X,) < co y por lo tanto P(X,, — 0) = 1.

Demostramos que cualquier funcién integrable f puede aproximarse por una funcién escalera g en el siguiente
sentido:

[ 150 = g duta) <<
Demuestre que en general no es posible hacer que g < f.

Demuestre que si f : R — R* es integrable, entonces
/|f(x +h) — f(x)|dp(x) - 0 cuando h — 0.

Ayuda: Aproxime f por una funcién que sea uniformemente continua y que se anule fuera de un intervalo acotado.

Si fn(x) = e ™ — 2e721% demuestre que f,, es integrable sobre [0, +00) pero que
/0 (Z fn(;v))dm # Z/o fn(x)dz
n=1 n=1

Sea f: R — RT integrable segtin Lebesgue y defina

Flz) = K o ar

Demuestre que F' es uniformemente continua.

Demuestre que si (f,,) es una sucesién de funciones integrables @ — R* tales que [, |fn(x)| dz < oo, entonces
fn(x) — 0 para casi todo = € Q.

Demuestre que si |f,(z)] < 1/n? para todo entero n y € FE, cada f, es medible y g es integrable sobre E,

entonces - -
[ Yt de=Y" [ f@g s
Ep=1 n=1"F
Sea (z;) una sucesién de puntos en Ry p; >0, >"7°, p; < co. Definimos F(z) por
F(z) = Z bi
z; <x

vy ur denota la medida de Lebesgue-Stieltjes asociada a F. Demuestre que todas las funciones f : R — R* son
medibles y que f es integrable si y s6lo si > .- p; f(z;) converge absolutamente.

Demuestre que la funcién f(z) = 1/2%,2 > 1 es integrable respecto a la medida de Lebesgue, pero no respecto

a la medida de Lebesgue-Stieltjes generada por F(r) = x3.

Demuestre que la funcién f(x) = 2?2 es integrable respecto de la medida de Lebesgue-Stieltjes generada por

F(m):{o 1 <0,

1—W x> 0.

Demuestre que si f : [a,b] — R es continua en ¢ € (a,b),

Por lo tanto la integral indefinida de Lebesgue puede ser diferenciada en los puntos en los cuales el integrando
es continuo.



