Capitulo 4

Procesos ARMA

4.1. Modelos Autoregresivos

La idea de estos modelos es que los valores actuales de la serie X; dependen de los p valores
previos: X;_1,...,X;_p.

Definicién 4.1 Un modelo autoregresivo de orden p, denotado por AR(p), es de la forma
Xe=01Xe1 + P2 Xio+ -+ OpXip +wi (4.1)

donde Xy es estacionario, ¢1, a2, ..., ¢, son constantes (¢, # 0) y wy es un ruido blanco con
media 0 y varianza o2,.

El proceso X; tiene media 0. Si queremos analizar un proceso Y; con media y # 0 podemos
considerar el proceso Y; — pu.

Para la definiciéon no es necesario suponer que el ruido blanco tiene una distribucién parti-
cular, pero mas adelante supondremos que el ruido blanco tiene distribucién normal.

Una notacién muy ttil para considerar este tipo de modelos se basa en el uso del operador

de retardo B. El modelo AR(p) es
(1= ¢1B —¢2B° —--- — ¢,BP) Xy = wy (4.2)
La ecuacion anterior se puede escribir de manera resumida como
¢(B) Xt = wy
Definicion 4.2 El operador autoregresivo se define por
$(B) =1~ ¢1B — $2B” — - — ¢, B (4.3)
Vamos a considerar inicialmente un modelo autoregresivo de primer orden

Xy =X 1 +wy (4.4)
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Si iteramos esta relacién hacia el pasado k veces obtenemos

X = oXi1 +wp = d(¢Xi—2 + wi—1) + wy
= ¢2Xt—2 + dwi—1 + wy

k-1

= ¢ X p Y P

J=0

Si continuamos este proceso de iteracién hacia el pasado, siempre que |¢p| < 1y X; sea
estacionario, podemos representar un modelo AR(1) como un proceso lineal:

o0
X = Z ¢ wij. (4.5)
=0
El proceso AR(1) definido por (4.5) es estacionario con media
e .
E(X) =) ¢ E(w;) =0
=0

y funcién de autocovarianza

Y(h) = Cov(Xen, X)) = B [ ( i Pwiin ;) (i )|

J=0 k=0
:E[(wt—i-h+"'+¢hwt+¢h+1wt_1+--~)(wt—}—¢wt_1+...)]
s i 0_2¢h
_ 2 h+j .3 _ 2 h 25 w
_awjz::()(b 1¢) = o500 jgogb]_l—gzﬁ?’ h >0 (4.6)

Recordamos que y(—h) = v(h), de modo que esto define la autocovarianza para todos los valores
de h.

Ejemplo 4.1 ( La trayectoria de un proceso AR(1))
La figura 4.1 muestra a la izquierda las trayectorias de dos procesos autoregresivos de primer
orden

Xi = ¢Xi—1 +wy

con ¢ = 0.9 (arriba) y ¢ = —0.9 (abajo). A la derecha se presentan las funciones de autoco-
rrelacién respectivas. Se observa que la trayectoria del primer proceso es mucho mas regular que
la del segundo. Esto se debe a que en el primer caso tenemos una autocorrelacion fuerte pero
positiva entre valores sucesivos, lo que hace que estos valores estén cercanos. En el segundo caso,
en cambio, los valores absolutos de términos consecutivos son cercanos, pero sus signos tienden
a alternarse, produciendo trayectorias quebradas.

Las funciones de autocorrelacion decaen exponencialmente en ambos casos, pero en el segun-
do los signos se alternan.
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Figura 4.1: Procesos Autoregresivos

Ejemplo 4.2 (El Paseo al Azar y modelos explosivos)
Consideremos un paseo al azar sin deriva

t
X; = E wj =Xy 1 +wy parat > 0.
=0
La ecuacién anterior es la ecuacién (4.4) con ¢ = 1. Para que el paseo al azar sea un proceso

autoregresivo tenemos que verificar que es estacionario. Pero como vimos anteriormente, la
covarianza del paseo al azar es

Y(s,t) =EB(X,Xy) =E (D _X; > X;) = min{s, ¢}
j=1 k=1

que no es la covarianza de un proceso estacionario. Por lo tanto no existen procesos autoregresivos
de orden 1 con coeficiente ¢ = 1. Podemos preguntarnos ahora si es posible tener un proceso de
este tipo con ¢ > 1. Estos procesos se conocen como procesos explosivos porque rapidamente
crecen en magnitud. Como |¢}’ tiende a infinito, cuando j — oo, Z?:o @ w;_; no converge (en
media cuadrética) cuando k — oo. Sin embargo, podemos obtener un proceso estacionario de la
siguiente manera: Partimos de

Xiy1 = 0 Xt + we

y ahora invertimos la relacién para obtener

Xi=¢"' Xop1 — 0w = 67 (07 X2 — ¢ wg—2) — ¢ wi

k

= ¢ " Xy p — Z ¢7jwt+j

J=1

Como |#|~! < 1 este resultado produce un proceso estacionario AR(1) dependiente del futuro:

Xp==> ¢ 7wy (4.7)
j=1
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Es posible verificar que este proceso es estacionario pero el problema desde el punto de vista
practico es que esta representacion depende del futuro. Cuando un proceso no depende del futuro,
como los procesos autoregresivos de orden 1 que satisfacen |¢| < 1, decimos que el proceso es
causal.

Ejemplo 4.3
Es posible definir procesos causales equivalentes a los procesos no causales que vimos en el
ejemplo anterior si suponemos que el ruido blanco tiene distribuciéon Gaussiana. Por ejemplo, si

Xt =¢X¢—1+wy con g > 1

y con w; ~ iidN(0,02) entonces a partir de (4.7) vemos que X; es un proceso Gaussiano
estacionario no causal, centrado y con

Yx (h) = Cov(Xisn, Xi) = Cov(— Z ¢_jwt+h+j> - Z ¢_kwt+k)
j=1 k=1

o2 ¢—2 ¢—h
=
Usando (4.6), el proceso causal definido por

Yi=¢ Y+

con v ~ idN(0,02¢~?) tiene la misma distribucién que el proceso X;. Por ejemplo, si X; =
2X: 14w con O’%U =1, entonces Y; = %Y}_l + v¢ con 03 = 1/4 es un proceso causal equivalente.

Una técnica alternativa a la iteracién hacia el pasado para obtener el proceso estacionario que
es solucién a una ecuacién autoregresiva es la igualacién de coeficientes, que funciona bien con
modelos de 6rdenes superiores. Consideremos un modelo AR(1) escrito en términos del operador
autoregresivo:

d(B) Xy = wy (4.8)

con ¢(B) =1— ¢B y |¢| < 1. También consideramos este modelo expresado como un proceso
lineal (4.5) pero escrito en la forma

Xi =Y wjw; = (B, (4.9)
=0

donde 9(B) = Y22 ¥ B y b = ¢ ,
Supongamos que no sabemos que 1); = ¢’ y queremos hallar el valor de ;. Podemos sustituir
la expresién (4.9) en (4.8) y obtenemos

P(B)Y(B)w = wy (4.10)
Los coeficientes a ambos lados de la ecuacion deben ser iguales, por lo que
(1—¢B) 1+ 1B+ oB? + -+ ;B +--) =1 (4.11)
Si reorganizamos los coeficientes en la ecuacién (4.11) obtenemos

Lt (1= @) B+ (Y2 —19) B + -+ () = ¥ 9) B + - =1
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Igualando los coeficientes de B7 para cada valor de j > 1 obtenemos ¥ = ¢, y 1o = ¢tp = ¢>
y en general

Vi =10

con Y9 = 1, que tiene como solucién 1p; = .

Otra manera de ver este proceso es considerar el modelo AR(1) en términos de operadores:
#(B)X; = w;. Si suponemos que existe el operador inverso ¢~!(B) y multiplicamos ambos lados
de la ecuacion por él, obtenemos

¢~ (B)p(B)X; = ¢~ (B)wy

O sea
X; = ¢ 1(B)wy. (4.12)

Comparando la ecuacién (4.12) con (4.9) vemos que
¢ (B)=¢(B)=1+¢B+¢*B*+---+¢ B +---

Observamos que los operadores se comportan como polinomios, es decir, si consideramos el
polinomio ¢(z) =1 — ¢z, donde z € C y |¢| < 1, entonces

) =1+¢z+¢°2"+ -+ ¢z +-

:1—¢z

y vemos que los coeficientes de B? en ¢~1(B) son los mismos que los de 27 en ¢~1(2).

4.2. Modelos de Promedio Movil

Definicién 4.3 Un modelo de promedio movil de orden q (M A(q)) es un modelo de la forma

X = wi + w1 + Oowy—o + - - - + Oqwig (4.13)
donde 0,5 =1,...,q son parametros del modelo con 0, # 0 y w; es un ruido blanco con varianza
2
5.

Este sistema es igual al proceso lineal (4.9) con ¢g = 1,¢; = 6; paraj=1,...,qy ¢; =0
para los demés valores de j. Podemos escribir este proceso como

X = 0(B)w; (4.14)
usando la siguiente definicién
Definicion 4.4 El operador de promedio mévil es
0(B) =1+ 61B + 058> + -+ + 0,87 (4.15)

A diferencia de lo que ocurre con el proceso autoregresivo, el proceso de promedio mévil es
estacionario para cualesquiera valores de los pardmetros 61,. .., 0,.
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Figura 4.2: Procesos de Promedio Mévil

Ejemplo 4.4
Consideremos el proceso M A(1) X; = w; 4+ fw;—;. Entonces E(X;) = 0,

(14 6%)02 sih=0,
y(h) =< o2 sih=1,
0 si h > 1.
y la funcién de autocorrelacién es
1 sih=0,
p(h)=<6/(1+6%) sih=1,
0 sih > 1.

Observamos que [p(1)| < 1/2 para todo 6.

La figura 4.2 muestra a la izquierda ejemplos de las trayectorias de estos procesos cuando
6 = 0.5 (arriba) y § = —0.5 (abajo). A la derecha se presentan las funciones de correlacién
respectivas. Observamos que, en contraste con lo que ocurre con procesos autoregresivos, los
valores de los procesos de promedio mévil de orden 1 no estdn correlacionados si el retardo es
mayor a 1.

Ejemplo 4.5 (Invertibilidad)
A partir del ejemplo anterior vemos que para un modelo M A(1), p(h) es igual si cambiamos 6
por 1/6. En el caso de la funcién de autocovarianza, por ejemplo, el modelo que corresponde

a o2 =1y 60 =5 tiene la misma autocovarianza que el modelo que corresponde a 02 = 25 y
0 =1/5, que es
26 si h=0,
v(h)=<5 sih=1,
0 sih>1.

Por lo tanto el proceso M A(1)

1
Xt = w + gwt,l, W ~ ZldN(O, 25)
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y el proceso
Y: = vy + by, Vg ~ ZZdN(O, 1)

tienen la misma distribucién porque son normales. Como sélo podemos observar los procesos X;
0 Y; y no los ruidos w; o v, no podemos distinguir entre estos dos modelos. Para escoger uno de
ellos vamos a preferir el modelo que tenga una representacion autoregresiva infinita. Un proceso
de este tipo se conoce como un proceso invertible.

Para encontrar el modelo invertible podemos intercambiar el papel que juegan X; y w; en la
definicién y escribimos el modelo como w; = —Ow;_1 + X;. Siguiendo un proceso similar al que

. . o0 ;

usamos para el proceso autoregresivo vemos que si |#| < 1 entonces wy = j:()(_e)] Xi—j, que
es la representacién autoregresiva infinita del modelo. En consecuencia, preferimos el modelo
con 02, =25y 6 = 1/5 porque es invertible.

4.3. Procesos Autoregresivos de Promedio Movil

Definicién 4.5 Una serie de tiempo {X;,t € Z} es un proceso ARM A(p,q) si es estacionario

)
Xe=01Xoa+ -+ 0pXop+w +O1wi—1 + -+ wi—yg (4.16)

con ¢, # 0,0, #0 y 0121} > 0. Los pardmetros p y q se conocen como los ordenes autoregresivo y
de promedio mdovil, respectivamente. Si X; tiene media p distinta de 0, ponemos o = (1 — ¢1 —
2 — -+ — ¢p) y escribimos el modelo como

Xt =+ ¢1Xt_1 +--- Qf)pXt_p + w + 91wt_1 + -+ Wt—q- (417)

Podemos representar un modelo ARMA (p,q) usando los operadores AR y MA de la siguiente
manera:

&(B)X; = 0(B)uwr. (4.18)

Ejemplo 4.6 (Sobreparametrizacion)

Consideremos un proceso de ruido blanco X; = w;s. Podemos escribir esta ecuacién de manera
equivalente como 0.5X; = 0.5w; o cambiando el tiempo una unidad como 0.5X;_1 = 0.5w;_1. Si
restamos la primera y la ultima de estas representaciones obtenemos

Xt - 0.5Xt,1 = W — 0.5U}t,1

O sea
X; =05X; 1+ w —0.5w¢ 1 (4.19)

que parece ser un proceso ARMA(1,1). Por supuesto, el proceso sigue siendo el mismo, un ruido
blanco, pero ahora esto no resulta obvio por la sobreparametrizacion. Podemos escribir la version
sobreparametrizada con los operadores como ¢(B)X; = 0(B)w, o

(1-0.5B)X, = (1 —0.5B)w;.
Aplicamos el operador ¢(B)~! = (1 — 0.5B)~! a ambos lados y obtenemos
X;=(1-05B)"1(1-05B)X; = (1 -0.5B)" (1 — 0.5B)w; = wy

que es el modelo original.
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El problema de sobreparametrizacién se puede detectar facilmente si escribimos explicita-
mente la factorizacién de los operadores o sus polinomios asociados. Tenemos ¢(z) = (1 — 0.5z)
y 0(z) = (1 — 0.52) y observamos que ambos tienen un factor comin, (1 — 0.5z). Este factor
comun identifica la sobreparametrizacién y si lo eliminamos obtenemos ¢(z) = (z) = 1 y vemos
que el modelo adecuado es un ruido blanco.

Los ejemplos anteriores muestran una serie de problemas que se pueden presentar con la
definicién de los procesos ARMA (p,q):

1. Modelos sobreparametrizados,

2. Modelos estacionarios que dependen del futuro,

3. Modelos de promedio mévil que no son tnicos.

Para resolver estos problemas necesitamos algunas restricciones adicionales.

Definicion 4.6 Definimos los polinomios AR y MA por

¢(Z):1_¢12_"'_¢pzp7 (bp?éo

0(2) =1+ 61z + - +0427, 0, #0,
respectivamente, donde z € C.

Para resolver el primer problema afiadimos una restriccién a la definiciéon de los procesos
ARMA (p,q): Diremos que un proceso es de este tipo si los polinomios asociados no tienen
factores comunes. Para el segundo problema necesitamos la siguiente definicion.

Definicién 4.7 Un proceso ARMA(p,q) es causal si la serie de tiempo {X;,t € Z} se puede
escribir como un proceso lineal unilateral:

X = Z%wtﬂ‘ = (B)wy (4.20)
=0

donde ¥(B) = 3" 0B’ y > 720 1jl < 0o. Ponemos o = 1.

Proposicién 4.1 (Causalidad) Un modelo ARMA (p,q) es causal si y solo si ¢(z) # 0 para
|z| < 1. Los coeficientes del proceso lineal (4.20) se pueden determinar resolviendo

|z| < 1.

W) =3 owsel = 50
§=0

¢(2)’
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Otra manera de describir el resultado anterior es decir que un modelo ARMA es causal sélo
cuando las raices de ¢(z) estan fuera del circulo unitario, es decir, ¢(z) = 0 sélo cuando |z| > 1.

Demostracién. Supongamos primero que las raices de ¢(z), digamos 21, 22, . . . , 2, estén fuera
del circulo unitario. Las escribimos en el siguiente orden: 1 < 21| < |z2] < -+ < ||, observamos
que estas raices no son necesariamente distintas, y ponemos |z1| = 1 + ¢ para algin € > 0. En
consecuencia ¢(z) # 0 si |z| < |21] = 1 + & de modo que ¢~!(z) existe y tiene un desarrollo en

serie de potencias
Za] .zl <1+e.

Escogemos ¢ de modo que 0 < § < g, y ponemos z = 1 4+ §, que estd dentro del circulo de
convergencia. Entonces tenemos que

l1+6) = Za] +6)’ (4.21)

Por lo tanto podemos acotar cada sumando de (4.21) por una constante C' > 0: |a;(1+6)’| < C.
En consecuencia |a;| < C(1+ §)77, de donde obtenemos que

o0

> lajl < 0. (4.22)

J=0

Por lo tanto ¢~1(B) existe y podemos aplicarlo a ambos lados del modelo ARMA ¢(B)X; =
0(B)w; para obtener
X = ¢~ (B)o(B)Xe = ¢~ (B)0(B)w

Si ponemos ahora 1 (B) = ¢~ (B)0(B) tenemos
Xp =(B)wy =Y thjwej,
=0
donde los pesos t; son absolutamente sumables y se pueden obtener resolviendo ¥(z) = ¢~1(2)0(2)

para |z| < 1.

Para ver el reciproco supongamos que X; es un proceso causal, es decir, que tiene la repre-

o0 oo
X = ijwtfy} Z |1hj| < o0
=0 =0

En este caso escribimos X; = ¢(B)w; y premultiplicando por ¢(B) obtenemos

sentacion

¢(B)Xi = ¢(B)y(B)w (4.23)
Adicionalmente el modelo es ARMA y se puede escribir
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A partir de (4.23) y (4.24) vemos que
¢(B)Y(B)we = 0(B)wy. (4.25)
Sea

a(z) = ¢(2)(2) = ) ;2. |2 <1
j=0

y en consecuencia podemos escribir (4.25) como

o] q
Z ajwt,j = Z ijt,j (4.26)
7=0 7=0

Si ahora multiplicamos ambos lados de (4.26) por w;_p, parah = 0, 1,2, ... y tomamos esperanzas
obtenemos
On, sih=0,1,...,
e 1 (4.27)
0, sih>q.

A partir de (4.27) concluimos que
¢(2)9(2) = a(z) = 0(z), |2 <1. (4.28)

Si existe un nidmero complejo zq en el circulo unitario tal que ¢(zp) = 0, por (4.28) tendriamos
0(z0) = 0. Pero entonces ¢(z) y 6(z) tendrian un factor comin, lo que no es posible. Por lo
tanto podemos escribir ¥ (z) = 6(2)/¢(z). Ademds, por hipétesis tenemos que [¢)(z)| < oo para
|z| <1, y en consecuencia
0(z
[v(2)] = ’((z))‘ < oo, para|z| <1 (4.29)
|

Ejemplos 4.7
1. El modelo AR(1) Xy = 0.5X;_1 + w;—1 es causal porque ¢(z) = 1 — 0.5z tiene raiz z = 2,
que es mayor que 1.

2. El modelo AR(2) Xy = X;—1 — iXt—Q + w; es causal. Para ver esto escribimos el modelo
en términos del operador B como

1
Z(B2 — 4B+ 4)X; = wy
que equivale a (B — 2)2X; = w;. Las rafces del polinomio ¢(z) = (z — 2)?/4 son reales e
iguales a 2. Como son mayores que 1, el modelo es causal.

3. El modelo X; = 0.5X;_1 + 0.5X;_2 + w; no es causal porque tiene una raiz unitaria. El
modelo se puede escribir como
1
—5(32 +B—2)X; = w,
y el polinomio

1 1
0(z) = —5(F+2-2) =—S(z-1)(z+2)
tiene raices z = 1, —2. Como hay una raiz unitaria, (aunque la otra sea mayor que 1) el

proceso no es causal.
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4. El proceso X; = —%Xt_g + w; es causal porque las raices de 1 + %z =0 son z = +2i, que
son numeros complejos con valor absoluto mayor a 1.

Definicién 4.8 Un modelo ARMA (p,q) es invertible si la serie de tiempo {X,t € Z} se puede
escribir como

oo
m(B)X; =) mXi ;= w (4.30)
=0
donde m(B) = Y32 g mi B y 372 |mj| < 00. Ponemos mo = 1.

Proposicién 4.2 (Invertiblidad) Un modelo ARMA (p,q) es invertible si y sélo si 0(z) # 0
para |z| < 1. Los coeficientes m; de w(B) en (4.30) se pueden determinar resolviendo

m(z) = ijzj = gé;;, |z| < 1.
=0

Otra manera de describir el resultado anterior es decir que un modelo ARMA es invertible sélo
cuando las raices de 6(z) estén fuera del circulo unitario, es decir, §(z) = 0 s6lo cuando |z| > 1.

Ejemplo 4.8
Consideremos el proceso

X =04X; 14+ 045X o + wy + wp—q1 + 0.25wi_o
0 escrito en términos de operadores
(1—0.4B —0.45B*)X; = (1 + B + 0.25B%)w;
Este proceso parece ser un ARMA(2,2), pero los polinomios asociados

H(z) =1 — 0.4z —0.4522 = (1 +0.52)(1 — 0.92)
0(z) =1+ 24 0.252% = (1 4 0.52)?

tienen un factor comin que puede cancelarse. Al hacerlo obtenemos un modelo ARMA(1,1) con
ecuaciéon

(1-0.9B)X; = (14 0.5B)w,

O sea
X; =0.9X; 1 + 05w + wy (4.31)

Este modelo es causal porque la raiz de ¢(z) =1—0.92 =0 es z = 10/9 > 1, que estd fuera
del circulo unitario. El modelo también es invertible porque la raiz de 6(z) = 1+ 0.5z = 0 es
z = —2, que también esta fuera del circulo unitario.

Para escribir el modelo como un proceso lineal, podemos obtener los coeficientes v usando
la proposicién 4.1: ¢(2)y(z) = 0(z), que es

(1 —0.92) (Yo + Y12+ oz? +---) =14+ 0.52.
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Igualando coeficientes obtenemos g = 1, 1 = 0.5+ 0.9 = 1.4 y ¢; = 0.9¢;_1 para j > 1. Por
lo tanto 1p; = 1.4(0.9)~1 para j > 1y (4.31) se puede escribir como

oo
Xy =w+1.4Y (0.9) wy;.
j=1

De manera similar se obtiene la representacién invertible usando la proposicion 4.2

Xt =14 Z(—O.E))jilXt_j + wy.

=1

Ejemplo 4.9 (ARMA(1,1))
Veamos como se escribe el desarrollo como proceso lineal de un modelo ARMA(1,1) causal
general:

X — gf)Xt_l = w¢ + Owy_1, ‘¢| < 1.
Partimos de la ecuacién (4.28): ¢(2)y(z) = 0(z) con ¢(z) =1 — ¢z y 0(z) =1+ 0z,

1402 = (1—¢2)(Yo + 1z + haz” +--+)
= 1o + (V1 — dYo)z + (o — Ppip1) 2 + - -

Igualando coeficientes obtenemos que

Yo=1, %= (p+0)¢ " paraj>1, (4.32)
de modo que
Xe=wi+ (¢+60)> ¢ w . (4.33)
j=1
A

Ejemplo 4.10 (ARMA(p,q))
Consideremos un proceso ARMA (p,q) causal, ¢(B)X; = 0(B)w;, donde los ceros de ¢(z) estédn
fuera del circulo unitario. Sabemos que en este caso

o0
Xp =) wjwi, (4.34)
=0

y podemos determinar los coeficientes v; a partir de la proposicién 4.1.
En general, para obtener los coeficientes v; es necesario igualar los coeficientes en la ecuacién

¢(2)9(2) = 0(2):

(1— 1z —¢oz” — - Yo+ 1z + 22" + - ) = (1 + 612+ 622" + - -)
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Los primeros valores son

o =1

Y1 — ¢p1bo = bh

Yo — 1901 — Pavo = b

3 — 102 — Path1 — P3tho = 03

donde ponemos ¢; = 0 para j > py ¢; = 0 para j > q. Las constantes v; satisfacen la siguiente
ecuacién en diferencias homogénea

p
b= Y brthjk =0, j>méx(p,q+1), (4.35)
k=1
con condiciones iniciales
J
b= Y drtjk =0, 0<j<mix(p,q+1), (4.36)
k=1
La solucién general depende de las raices del polinomio autoregresivo ¢(z) = 1—¢12—- - — pp2P

v la solucién especifica dependerd de las condiciones iniciales.

Como ejemplo numérico consideremos el proceso ARMA dado por la ecuacién (4.31): X; =
0.9X;_1+0.5w;—1 +w;. En este caso max(p, ¢+1) = 2, a partir de (4.36) obtenemos g = 1y ¢ =
0.9+ 0.5 = 1.4. Por (4.35), para j > 2 las constantes 1 satisfacen la ecuacién ¢; —0.9¢;_; = 0,
que tiene solucién general ¢; = C (0.9)7. Para hallar una solucién particular usamos la condicién
inicial ¢; = 1.4, de donde 1.4 = 0.9C o C' = 1.4/0.9. Finalmente 1; = 1.4(0.9)~! para j > 1,
como habiamos visto anteriormente. A

4.4. Awutocovarianza de un proceso ARMA

Vamos a considerar tres métodos para calcular la funcién de autocovarianza de un proceso

ARMA causal X;.

Primer Método

Consideramos la representacion del proceso como un proceso lineal X; definido por X; =
(B)w;. Su funcién de autocovarianza es

v(h) = E(X: X¢yn)
= B(w; + Yrwi—1 + howi—g + - -+ ) (Wi, + V1Wepn—1 + Yowipp—o + -+ -)
= o (Y + V1¥ni1 + Yoo + ) (4.37)
Ejemplo 4.11 (MA(q))

En el caso de un proceso MA(q) la ecuacién que define el proceso es Xy = 0(B)w; y s6lo hay un
numero finito de coeficientes distintos de cero, por lo que la funcién de autocovarianza es

(R = 0239000, sih<q,
0 sih>q.
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En el caso de un proceso ARMA la ecuacién que define el proceso es ¢(B)X; = 0(B)w;. Para
obtener  calculamos v y luego usamos

v(h) = o2 (bn + V1ps1 + Yothpa + ) (4.38)

Ejemplo 4.12 (ARMA(1,1))
Para un proceso definido por

—¢Xi_1 =wy — Ow—y,  |P] <1,

combinando las ecuaciones (4.32) y (4.37) obtenemos

W(O)ZUfui%Q w(l+ 9+¢2§:¢2]
= =0
:aa<1+(ffj§22>,
v(1) = Ug;io%'%‘ﬂ = (0+¢+ (9+¢)2¢i0¢2j)
= =
=02 (0+¢+ W)
:Uw((9+fﬁ)_(1¢;r 9¢))’

y(h) = ¢" "1y (1), h>2.
Como caso particular consideremos el proceso ARMA(1,1) dado por la ecuacién (4.37):
Xt — 0.9Xt_1 = w¢ + 0.5U)t_1

En el ejemplo 4.8 vimos que la representacion de este modelo como proceso lineal tiene coefi-
cientes 1o = 1,71 = 1.4,¢; = 1.4(0.9)7~! para j > 1.
Usando la ecuacién (4.38) obtenemos que

o 0o )
0) = oy (1 + ;wﬁ = o2 (1+ (142 (0.9)%) = 02 ((01.-1‘2)2 _ 1996 o2

Jj=0

Y(1) = o2 (11 + Y1abe + Yorhs + -+ ) = o5 (11 + Z?ﬁﬂ/}jﬂ)

Jj=1

=02 14+Z14 )2(0.9)%71) = o7 (1.4 + (1.4)%(0.9) ) (0.9)%)
7j=1 7=0

(1.4)2(0.9)
= 0121) (1.4 + s 0.9) )

y(h) = ¢" (1), h>2.
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Segundo Método

Una manera alternativa de hacer esto es la siguiente:
Xi =1 X4 1 — = 0p Xy p = w + Orwpq + - -+ Oqwi_g
multiplicamos por X;_; y tomamos valor esperado
B(Xt =1 Xi1 — - = &p Xy p) Xo—n) = E((we + Orwi—1 + - 4 Oqws—q) Xy—p)

y usando el desarrollo X; ; = Z;‘io Yjws_p—j
y(h) = pr1y(h —1) — - = dpy(h —p) = E(Opwi—pn Xy—p + -+ + Oqwi—q X —p)

q—h
=00 ) Ohi ity (4.39)
j=0

que es una ecuacion en diferencias.
A partir de (4.39) podemos escribir una ecuacién homogénea general para la funcién de
autocorrelacién de un proceso ARMA causal

y(h) = dry(h—1) = = gpy(h —p) =0,  h>mix{p,q} (4.40)

con condiciones iniciales
P q
v(h) = (b —j) =05 > Obin,  0<h<mix{pq}. (4.41)
j=1 j=h

En la préxima secciéon veremos como se resuelven estas ecuaciones en general.

Ejemplo 4.13
Consideremos el modelo ARMA(2,1) definido por la ecuacién

(1+0.25B*)X; = (14 2B)w; (4.42)

Los polinomios asociados son

¢(z) =1+0.252° = i(z2 +4) = i(z +2i)(z — 21),

0(z) = 1+22':2(z+%).

Como los polinomios ¢ y 6 no tienen factores comunes y las raices de los polinomios estan fuera
del circulo unitario, X; es un proceso ARMA(2,1).
Las raices de ¢ son +2i y estan fuera del circulo unitario, de modo que X; es causal. La raiz
de 6 es —1/2, que estd dentro del circulo unitario, y por lo tanto el proceso no es invertible.
Para usar el primer método escribimos el proceso como X; = ¢(B)w; = Z;io Yjwi—; y
obtenemos la siguiente relacién entre los polinomios:

1+0.2B = (14 0.25B%) (3o + 1B + 2 B> + - - +)
= 1o + Y1 B + (0.25¢9 4 12) B2 + (0.25¢; + 93)B> + - -
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de donde obtenemos las ecuaciones

vo=1, 1 =02,  o+02500=0, b3+ 0.25¢; =0, ...

Resolviendo estas ecuaciones obtenemos que

1 1 1 1 1

¢0 ’ 1,[11 57 17[}2 47 ’(;Z}3 207 17[}4 167 17[}5

Para el segundo método la ecuacién (4.39) es

q—h
Y(h) = ¢ry(h — 1) = goy(h) = 02, > Oni it
j=0

que en este caso es

o2 (1o +0.25¢1) si h =0,
y(h) + 0.25v(h — 2) = ¢ 0.2502 1 sih=1,

0 en otro caso.
Es decir, tenemos la ecuacion en diferencias homogénea
v(h) +0.25y(h —2) =0 (4.43)
para h > 2 con condiciones iniciales
7(0) 4+ 0.25v(—2) = 02 (1 +1/25),  ~(1) +0.25vy(—1) = 62 /5. (4.44)
y podemos usar la teoria de ecuaciones lineales en diferencias para determinar -y, como veremos en
la préxima seccion. Terminaremos de resolver este problema cuando tengamos esas herramientas
a nuestra disposicién. A

4.5. Ecuaciones en Diferencia

Presentamos en esta seccion algunos resultados elementales sobre las ecuaciones en diferencia
y sus soluciones.
Comenzamos con una sucesion de nimeros ug, U1, U2, ... tales que

Up — 0y 1 =0, a0, n=12 ... (4.45)
Esta es una ecuacion en diferencias homogénea de orden 1. Para resolverla escribimos

Ul = aug

U2 = QU = a2u0

Uy = QUp_1 = Q" UQ.

Si tenemos una condicién inicial ug = C' podemos obtener una solucién de (4.45): u, = Ca”.
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La ecuacién (4.45) se escribe en términos de operadores como (1—aB)u, = 0, cuyo polinomio
asociado es a(z) = 1 — az. La raiz de este polinomio, que llamamos zy, es zp = 1/, es decir,
a(zg) = 0. Sabemos que la solucién de (4.45) con condicién inicial ug = C' es

U, = Ca™ = C(zp )" (4.46)

es decir, la solucién a la ecuacién en diferencias (4.45) depende sélo de la condicién inicial y el
reciproco de la raiz del polinomio asociado «a(z).

Ejemplo 4.14 (ARMA(1,1))
Consideramos un proceso ARMA(1,1) X; = ¢X;—1 + wy + Ow,—1 donde |¢| < 1. A partir de las
ecuaciones (4.40) y (4.41) vemos que la funcién de autocovarianza satisface la ecuacién
v(h) = ¢y(h—=1)=0,  h=2,
y por lo anterior vemos que la solucion es

y(h)=Co¢",  h>1. (4.47)

Las condiciones iniciales estan dadas por

914206467 o (1+09)(0+0)
7(0) - O—wl_id)g 7(1) = Ow (1 — ¢2)

A partir de (4.41) vemos que C estd dada por C' = v(1)/¢, y la funcién de covarianza estd dada
por

~(1 1+0¢)(¢+0
¢ (1-19¢?)
que es el resultado que obtuvimos en el ejemplo 4.11
Finalmente, dividiendo por v(0) obtenemos funcién de autocorrelacién

d)h_l-

(L+09)(0+6) 4
h) = h > 1.
A
Consideremos ahora la ecuacién en diferencias homogénea de orden 2
Up — O Up_1 — QolUp_92 =0, ay#0, n=23,... (4.48)

El polinomio correspondiente es
_ 2
alz) =1— a1z — agz”,

que tiene dos raices que llamamos z1 y 22, es decir, a(z1) = a(z2) = 0. Consideramos dos casos.
Suponemos inicialmente que z; # zo. La solucién general de (4.48) es

up = Cr27 " + Cazy ", (4.49)

Es sencillo verificar que (4.49) es solucién de (4.48) por sustitucién.
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Dadas dos condiciones iniciales ug y u1, podemos obtener las constantes Cy y Cy a partir de
ug = Cq + Cy y U126121_1+0222_1
Si las raices del polinomio son iguales, z1 = z3 = zp, la solucién general de (4.48) es
un, = 25 (C1 + Can). (4.50)

Es posible verificar por sustitucién que (4.50) es solucién de (4.48). Finalmente, si tenemos dos
condiciones iniciales ug y u1, podemos obtener C y Cs resolviendo las ecuaciones

u=C1 y ulz(C'l—i—C'Q)zO_l.

Ejemplo 4.15
Consideremos un proceso AR(2) causal Xy = ¢1Xy—1 + ¢2X¢—2 + wy. Si multiplicamos ambos
lados por X;_j para h > 0 y tomamos esperanza

E(XiXi—p) = 01 E(Xim1Xe-p) + 2 E(Xyi—2 Xy p) + E(wi Xy —p)

obtenemos

Y(h) = ¢1y(h —1) + ¢oy(h —2), heN (4.51)
donde usamos el hecho de que E(X;) = 0y que para h > 0,

E(wiXi-p) = (w Y jwepj) = 0.
§=0

Dividimos (4.51) por v(0) para obtener la ecuacién en diferencias para la funcién de auto-
correlacién del proceso:

p(h) — g1p(h —1) — pap(h —2) =0, heN. (4.52)

Las condiciones iniciales son p(0) =1y p(—1) = ¢1/(1 — ¢2), que se obtiene a partir de (4.52)
con h = 1, observando que p(1) = p(—1).

Usando los resultados para la ecuacion en diferencias homogénea de orden 2, sean z1 y 23 las
raices del polinomio asociado ¢(z) = 1 — ¢12 + ¢222. Como el modelo es causal, sabemos que las
raices caen fueran del circulo unitario: |z1| > 1,|z2| > 1. Consideramos ahora los tres posibles
casos que se pueden presentar con estas raices.

1. Si z1 y 23 son reales y distintas entonces
p(h) = Crz" 4+ Cozy "
de modo que p(h) — 0 cuando h — 0 con velocidad exponencial.

2. Cuando las raices son reales e iguales, que denotaremos zg, tenemos
p(h) = 25 "(C1 + Cah),

y de nuevo p(h) — 0 cuando h — 0 con velocidad exponencial.
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Figura 4.4: Raices reales iguales.

3. Si las raices son complejas conjugadas z; = Za, como p(h) es una funcién real, necesaria-
mente Co = C y poniendo C' en lugar de C y z en lugar de z;

p(h) =Cz""+Cz7".
Escribimos C'y z en coordenadas polares: z = |z[e®, C' = |C|e?® y tenemos

plh) = Oz + Tz = |||z e/l 4 |O] | e~ 0=
= GIZ\_h cos(ah + b)

donde a y b se determinan a partir de las condiciones iniciales. De nuevo, p(h) — 0 cuando
h — 0 con velocidad exponencial, pero lo hace oscilando.

La ecuaciéon en diferencias homogénea de orden p general:

Up — 0 Up—1 — -+ — Qplp—p =0, ap#0, n>p (4.53)
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C(L1+0.1i)" + C*(1-0.1 i)™t

Covarianza

Figura 4.5: Raices complejas conjugadas.

tiene polinomio asociado
a(z) =1—a1z — - — apaP.
Supongamos que « tiene r raices distintas, z; con multiplicidad m;, 2o con multiplicidad msy,

..,y 2z con multiplicidad m,., de modo que mj + mso + - - - +m, = p. La solucién general de la
ecuacién en diferencias (4.53) es

Up = 27 "Pi(n) + 25 "Pa(n) + -+ - + 2, "Pr(n), (4.54)
donde Pj(n) para j = 1,2,...,r es un polinomio en n de grado m; — 1. Dadas p condiciones
iniciales wo, ..., up—1 podemos obtener los polinomios de manera explicita.

4.6. Autocovarianza de un proceso ARMA (continuacién)

Vamos a terminar de resolver el ejemplo 4.13. Recordemos que el segundo método propuesto
en la seccién 4.4 consiste en multiplicar la ecuacién ¢(B)X; = 0(B)w; por X¢ip y luego tomar
esperanzas, con lo que se obtiene la ecuacién (4.39) y a partir de ella la ecuacién homogénea
(4.40) con condiciones iniciales (4.41). Resolvemos ahora la ecuacién homogénea y usamos las
condiciones iniciales para obtener las constantes necesarias.

En el ejemplo la ecuacién homogénea es

con polinomio caracteristico

1 1 1
1+ Zzz =4+ 2?) = (2= 20)(2+20),

que tiene rafces z = 2i = 2¢1™/2, 7 = —2i = 2¢7""/2. La solucién general es de la forma

y(h) = Cz~" + Cz 7.
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Escribiendo la constante C' en notacién polar C = |C|e’® obtenemos

y(h) = Cz" 4+ Cz ™"
—9-h <|C’€i(a—h7r/2) + ’C|€i(—a+h7r/2)>

h
=0 cos(—7r — ).

2

Obtenemos las constantes C7 y « a partir de las condiciones iniciales
7(0) +0.25v(—2) = 02 (1 +1/25),  ~(1) +0.25vy(—1) = o2 /5.

Tenemos v(0) = Cicosa, y(1) = (C1/2)sena y v(2) = —(C1/4)cosa. Sustituyendo estas
relaciones en la ecuacién anterior obtenemos las constantes C y «.
Tercer Método

La funcién de autocovarianza también puede obtenerse resolviendo las primeras p ecuaciones
de (4.39) para obtener v(0),...,v(p) y luego usar las siguientes ecuaciones para y(p + 1), v(p +
2),.... Este método es til para célculos numéricos.

La Funcién de Autocorrelacién

La funcién de autocorrelacién (ACF) de una serie de tiempo la hemos definido en términos
de la funcién de autocovarianza como

p(h) = 1)
~(0)
De manera similar para un conjunto de observaciones {x1, ..., z,} la funcién de autocorrelacién
empirica p(h) se define como
o) = 1
7(0)
Si tenemos observaciones 1, . .., Z, de una serie de tiempo, un posible enfoque para ajustar

un modelo es usar la ACF empirica y buscar un modelo que tenga una ACF similar a la obser-
vada. En particular si la ACF muestral es significativamente diferente de 0 para 0 < h < gy es
‘pequena’ para h > g, los resultados del ejemplo 4.11 sugieren que un modelo MA(q) puede ser
adecuado para los datos. Sin embargo, hay que tener en cuenta la variacién aleatoria presente
en la ACF muestral para decidir que quiere decir 'pequena’.

Para esto podemos usar el hecho de que para una muestra grande de un proceso MA(q), los
valores muestrales de la ACF para retardos mayores a ¢ tienen distribucién aproximadamente
normal con medias 0 y varianzas

wpn 14 2p°(1) +--- 4+ 2p%(q)
mn - mn

de modo que para h > ¢ aproximadamente 95% de los valores deberian caer en el intervalo

:tl.96\/whh/n.
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4.7. Autocorrelacién Parcial

Hemos visto que para un proceso de promedio mévil MA(q), la funcién de autocorrelacién
se anula para retardos mayores que ¢, y como 6, # 0, se tiene que p(q) # 0. Por lo tanto, la ACF
nos da mucha informacién sobre la estructura de dependencia de un proceso MA. Sin embargo,
para un proceso AR hemos visto que la ACF no se anula y por lo tanto no tenemos la misma
informacién en este caso. Por esta razén es 1til considerar otra funcién que nos permita analizar
la estructura de dependencia de un proceso AR. Esta funcién se conoce como la autocorrelacion
parcial (PACF).

Para motivar la definicién consideremos un modelo AR(1) causal X; = ¢X;_1 +w;. Tenemos

1x(2) = Cov(Xy, Xy—2) = Cov(pX; 1 + wy, Xy—2)
= COV(¢2Xt—2 + owi_1 + wy, Xy—9) = ¢27X(0)-
Este resultado se obtiene a partir de la causalidad, porque X;_o depende de w;_o, w;_3, ..., que
no estan correlacionadas con w; y w—1. La correlaciéon entre X; y Xy_o no es cero porque X;
depende de X;_o a través de X;_1. Podemos romper esta cadena de dependencia si eliminamos
el efecto de X;_1, es decir, consideramos la correlacién entre Xy — ¢ X1y X¢—9 — ¢ X¢_1, lo cual

elimina la dependencia lineal que ambos términos tienen de X;_1. De esta manera se rompe la
cadena de dependencia:

Cov(Xt — ¢ X1, Xi—2 — ¢Xy—1) = Cov(wy, Xp—2 — ¢ Xy—1) = 0.

Para definir formalmente la PACF para series de tiempo centradas llamemos Xt+h para h > 2

la regresién de Xy sobre {Xyip—1, X¢4n—2,...,Xit1} que escribimos como
Xein = B1Xern-1+ B2 Xpin—2+ -+ Bro1 Xep1 (4.55)
Llamemos también X; la regresién de X; sobre {Xi41, Xeqo,..., Xy1n_1} entonces
Xi =1 Xes1 + BoXepo + -+ Buo1Xern (4.56)
Los coeficientes 1, ..., By—1 resultan ser los mismos por estacionaridad.

Definicién 4.9 La funcion de autocorrelacion parcial (PACF) de un proceso estacionario Xy,
que denotamos por ¢pp, para h =1,2,... es

¢11 = Cor(Xyq1, X¢) = p(1)

énh = Cor(Xipn — Xt+h7Xt - Xt), h>2

Ni Xyin — Xppn ni X — Xy estan correlacionados con { Xy yp—1, Xp4h-2, ..., Xit1}. La PACF,
onn es la correlacion entre X;yp vy X; cuando se ha eliminado la dependencia de cada una de
ellas en {X¢ip—1, X¢tn—2,..., X1} Si el proceso es Gaussiano entonces

nn = Cor(Xypn, Xe| Xey1, -, Xerno1),

es decir, es la correlacién entre Xy, y X; condicional a {Xy1p—1, Xpyp—2,..., Xpt1}-
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Ejemplo 4.16 (AR(1))

Consideremos un proceso AR(1) definido por la relaciéon X; = ¢X;_1 + w; con |¢p| < 1. Por
definicién, ¢11 = p(1) = ¢. Para calcular ¢oo consideramos la regresién de Xyio sobre Xyiq,
X492 = Xi41. Escogemos (8 de modo de minimizar

E(Xt+1 - Xt+2)2 = E(Xt+2 - ﬂXt+1)2 = ’Y(O) - Qﬁ’Y(l) + 52’7(0)-

Derivando respecto a ( e igualando a 0 obtenemos 3 = v(1)/v(0) = ¢. Ahora consideramos la
regresion de X; sobre X;41, que llamamos X; = aX¢41. Escogemos o de modo de minimizar

E(X; — X;)? = B(X; — aX11)? = 4(0) — 2a(1) + a?~(0),
y esta es la misma ecuacion anterior, de modo que @ = 8 = ¢. Por lo tanto,

¢22 = Cor(Xpyo — Xpro, Xt — Xi) = Cor(Xpp2 — 6 Xpi1, Xt — 6 Xp41)
= Cor(wiy2, Xt — ¢Xt41) =0

por la causalidad. Por lo tanto ¢9s = 0. A

Ejemplo 4.17 (AR(p))
Consideremos ahora un modelo AR(p), con ecuacién

p
Xitn = Z ¢jXiph—j + Wen
i=1

y suponemos que las raices de ¢(z) caen fuera del circulo unitario. Si h > p, la regresion de X;yp,
sobre {X¢y1,..., X¢yp_1} €s

p
Xeyn = Z i Xt+h—j
j=1

(esto lo probaremos més adelante). Por lo tanto cuando h > p,
¢pp = Cor(Xypp — Xt+h>Xt — X}) = Cor(wyyp, Xt — Xt) =0

porque, por causalidad, X; — X; depende sélo de {wiyp—1, Witp—2,...}. Cuando h < p, ¢, no
es cero y @11, ..., Pp—1,p—1 DO son necesariamente nulos. Veremos mas adelante que ¢,, = ¢,. A

Ejemplo 4.18 (MA(q))
Para un proceso MA(q) invertible podemos escribir X; = — E;’il 7jX¢i—j + wy y no hay una
representacion finita para este proceso. A partir de esta ecuacién vemos que la PACF nunca se
va a anular, como en el caso de un AR(p).

Para un MA(1), X; = wy + w1, con |#| < 1y con un célculo similar al que hicimos para

el proceso AR(1) obtenemos ¢92 = —6%/(1+ 6% + 6%). Para este proceso se puede demostrar que
(=0)"(1 - 6%)
Phn = — 5
1 — g2(h+1)
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Es posible demostrar que la PACF ¢y, es la ultima componente de
on =T3 ", (4.57)

con Ty = [y(i = )Ifjzy ¥ = (v(1),7(2), ...,y (h)]-

Si tenemos un conjunto de observaciones {z1,...,x,} con x; # x; para algin par de indices
i,7, la funcién de autocorrelacién parcial empirica &(h) estd dada por &(0) = 1y &(h) = épn
con h > 1, donde ¢, es la dltima componente de

& =T}, . (4.58)

Esta PACF empirica deberia reflejar las propiedades de la PACF del modelo. En particular,
si la PACF empirica &(h) es significativamente diferente de 0 para 0 < h < p y es ‘pequena’
para h > p, esperariamos que un modelo AR(p) pueda ser adecuado para estos datos. Para
decidir cuando un valor es ‘pequenio’ podemos usar el hecho de que para un proceso AR(p), la
PACF empirica para retardos mayores que p son variables aproximadamente independientes con
distribuciéon N (0,1/n). Esto quiere decir que aproximadamente un 95 % de la PACF muestral
més alld del retardo p deben estar dentro de la banda +1.96//n. Si observamos una PACF
empirica que satisface

1.96 1.96
|&(h)| > N para0<h<p y |&a(h)|< —~= bara h>p

Vi Vi

es razonable intentar ajustar un modelo AR(p) a los datos.



