Series Temporales

Semana 2

1. Procesos Estacionarios

Un proceso aleatorio es estacionario si sus propiedades estadisticas permanecen constantes en el
tiempo. La hipétesis de estacionaridad resulta fundamental en muchos casos pues, con frecuencia, sélo
tenemos una realizacién del proceso a partir de la cual queremos hacer inferencia sobre las propiedades
del fenémeno que estamos estudiando, y la estacionaridad nos permite aprender sobre las propiedades
del fenémeno, observandolo por un periodo suficientemente largo de tiempo.

Definicién 1 Sea X, ¢ € T un proceso aleatorio. Decimos que es (estrictamente) estacionario si dado
cualquier n € N, h € R y cualesquiera t1,ts,...,t, en T tales que t; + h,t2 + h,...,t, + h también
estan en T, los vectores

(Xt17Xt27"‘7th); y (th-‘rh)XtQ—‘th" . 7th+h)
tienen la misma distribucién.

En la préctica esta condicién es imposible de verificar, pues requeriria conocer todas las dis-
tribuciones finito-dimensionales del proceso. Por ello se usa una condicién més débil, que sblo pone
condiciones en los dos primeros momentos de las variables que forman el proceso.

1.1. Procesos Débilmente Estacionarios

Sea {X(t),t € T} un proceso con segundo momento finito. Decimos que X () es estacionario en
sentido amplio o débilmente estacionario si la funcién de media es constante:

m(t) = E(X(t)) = m, VteT,
y la funcién de (auto)covarianza 7(s,t) sélo depende de la diferencia s — ¢:
7(31 t) = 7(3 - t)'

Como 7(s,t) = 7(t, s), en el caso estacionario tenemos (s —t) = y(t—s) y por lo tanto y(h) = y(—h),
es decir, la funcién de covarianza es par.

Si {X(t),t € T} un proceso estacionario, la funcién de autocovarianza a una distancia o lapso h es
vx(h) = Cov(X(t+h), X(t)) = E ((X(t+ h) —m)(X(t) — m)).
La funcién de autocorrelacién (ACF) a un lapso h es

_ x(h)

Recordamos la propiedad de linealidad para la covarianza: Si X, Y, Z son v.a. con segundo momento
finito y a,b,c € R,

Cov(aX +bY +¢,Z) =aCov(X,Z)+bCov(Y, Z2)



1.1.1. Ejemplos

1. Ruido i.i.d.: X,,,n > 1 es una sucesién de v.a.i.i.d. con E(X,,) = 0, Var(X,,) = 0. En este caso
m=E(X,)=0y
02 sih=0
tt+h) =
x( ) {0 si h 0.

2. Ruido Blanco. En este caso las variables X,,,n > 1 no son independientes pero no estdn correla-
cionadas. El resultado en cuanto a las funciones de media y autocivarianza es el mismo.

3. Promedio Mévil.

Consideremos el proceso

1
vt = §(wt—1 + wy + wt+1)
Podemos ver que para este proceso
1
m(t) = B(vr) = 5 ( E(wi-1) + E(wr) + E(we) ) = 0

En cuanto a la funcién de autocovarianza tenemos

%aﬁ, para h = 0,

262 para [h| =1,
wlh) =41 5

50w Dara |h| =2,

0 para |h| > 2,

4. Paseo Aleatorio con Deriva. Este proceso se define por

t
X(t)=05t+ Y w;
j=1

En consecuencia
t

mx (t) = B(X(t)) =6t + Y E(w;) = ot

y como esta funcién no es constante, el paseo al azar no es un proceso estacionario. Calculemos
su covarianza

vx(s,t) = Cov(Xs, Xt) = COV(Z wy, Zwk) = min{s,t}o?
j=1 k=1

y en particular
Var(X (t)) = to?

de modo que la varianza del paseo al azar aumenta con el tiempo.



1.1.2. Propiedades de v
= 7(0) =0, [y(W)] <~(0), Vi, (h) =~(=h).

= Una funcién real definida en Z es la autocovarianza de una ST estacionaria si y sélo si es par y
definida no-negativa.

Veamos que una funciéon de autocovarianza es definida no-negativa:

Z az’Y { _] aj; = Zzaza] m)(X] - m))

2,7=1 =1 j=1

= B ailXi = m)(3 a;X; — m))
i=1 =1

n

= B((Y ai(Xi —m))?) 2 0

i=1
La autocorrelacién p tiene las mismas propiedades que hemos descrito para la autocovarianza y la

propiedad adicional p(0) = 1.

Ejemplo 1
La funcién K (h) = cos(wh) para w # 0 es definida no-negativa, ya que es la funcién de covarianza del
proceso estacionario

= Acos(wt) + Bsen(wt)

con A, B v.a. centradas de varianza 1 e independientes. Tenemos

X1 Xs = (Acos(wt) + Bsen(wt)(A cos(ws) + Bsen(ws))
= A% coswt cosws + B? senwt senws

+ AB(coswtsenws + senwt cos ws)

E(X:Xs) = coswt cosws + senwt senws = cosw(t — s)
Observamos que X; se puede representar como
X; = Csen(wt + ¢)

con C? = A% + B? y ¢ = arctan(A/b).

Definicién 2 Si tenemos dos series de tiempo X, Y; definimos la (funcién de) covarianza cruzada o
croscovarianza por

Yxvy (8,t) = Cov(Xs, V) = E[(Xs — pux(s)) (Y — py (2))]
La funciéon de correlacion cruzada o croscorrelacién es

’YXY(SJ)
(vx (s, 8)yy (t,1))1/2

pXY(Sat) =



Definicion 3 Dos series de tiempo X, Y son conjuntamente estacionarias si cada una es estacionaria
y su funcién de croscovarianza solo depende de s —t. La funcién de croscorrelacién de un par de series
de tiempo conjuntamente estacionarias X;,Y; se define por

vxy (h)
vx (0)yy (0))1/2

pxy(h) = (

Ejemplo 2
Sean X; = wy + wy_1, Yy = wy — wy_1 con wy ~ iid(0, 0%). Tenemos

= E((we1 + we) (we + wy-1)) = E(wf) = 0% = 3y (-1)
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y en consecuencia

0 h=0,
12 h=1

pxy(h) = “1/2 h=-1

0 |h] > 2

Ejemplo 3
Veamos que la funcién I'(h) definida en los enteros por

1 sih=0,
I'(h)=<p sih==+1,
0 en otro caso,

es la funcién de autocovarianza de un proceso estacionario ssi |p| < 1/2. Sea wy ~ WN(0,0%) y 6 € R.
Definimos

Xt:wt%—ewt,l, tZO,:l:]_,

En este caso,

E(X;) =0, E(X?) = E(w? + 0*w? | + 20w;_qw;) = 02(1 + 6?)

Yx (t 4+ h,t) = BE(Xi 10 Xt) = E(wign + Owipn—1)(wi + Owi_1))
o2(146%) sih=0,
=< %0 si h = =1,
0 si |h] > 1.



y la funcién de autocorrelacion es

1 sih=0,
px(h) =< 0/(1+6%) sih=+l,
0 si |h| > 1.
Ponemos
4 2 2
Tr =P O0=p+p0%5  p"—0+p=0

que tiene solucion
90— 14+ /1 —4p2
= %
Para tener una solucién real es necesario que 4p? <1 = |p| < 1/2.

Si |p| > 1/2 no hay un proceso de este tipo que tenga covarianza I'. Veamos que en este caso I' no
es definida no-negativa: Consideremos la matriz de covarianza para tres valores de hy p > 1/2:

r(0) I(1) T2 1 p 0
Ig=|I(1) TO I'M) [=|p 1 p
r(2) I(1) T(0) 0 p 1

Para ver que esta matriz no es definida no-negativa tomamos el vector a = (1,—1,1):

1 p 0\ /1
(L=1L,)|p 1 p —1|l=1—-p+1-2p+1—p=3—4p
0 p 1 1
y si p > 3/4 esta expresién es negativa. En general, si tomamos I';, y a = (1,—1,1,—1,,...) entonces

adTpha=n—-2(n—1)p<0

para 2p/(2p — 1) < n. Para p < —1/2 usamos el mismo argumento con a = (1,1,1,...)

2. Proceso Lineal
El proceso lineal se define como una combinacién lineal infinita de ruido blanco wy:

o0 o0
Xe=p+ Y djwiy, Y Il < oo

j=—00 j=—00

La segunda condicién garantiza que la suma infinita que define al proceso converge con probabilidad
uno. Recordemos que, usando la desigualdad de Jensen,

(Blw])* < E(jwi|*) = o

y en consecuencia E |w;| < 0. Tenemos

o0 o0
B =E| 3 | <E Y usllwel

Jj=—00 Jj=—00
[} 00

= > WilB(uwi) < Y [jlo < co.
j=—oo j=—c0



Para el proceso lineal tenemos E(X;) = p y

B(Xep — ) (X =) =B D2 djwerny D tiwns)

Jj=—00 k=—00
00

= Z Vi BE(wiyn—jwi—)

j=—00 k=—00
oo
_ 2
=0 ) jnty
j=—00

para h > 0. En general es posible representar los procesos ARMA de esta forma.
Introducimos el operador de retardo o backward shift B definido por BX; = X;_1. Usando este
operador podemos escribir la serie que define al proceso lineal de manera més compacta como

X = w(B)wt

donde ¥(B) = Z;’i_oo 1 B7. Podemos pensar que el operador 1(B) es un filtro lineal, que al aplicarlo
al proceso de ruido blanco w; produce como resultado el proceso X;.

Decimos que un proceso lineal es un proceso de promedio mévil o M A(oo) si p =0y ¢; =0 para
j <0, es decir, si

o0
Xp = wjwj,
J=0

El siguiente resultado muestra que si aplicamos un filtro lineal a cualquier proceso estacionario,
obtenemos un proceso estacionario

Proposicién 1 Sea {Y;} una serie de tiempo estacionaria con media 0 y funcién de covarianza 7y .

8i 322 oo IYjl < oo entonces la serie de tiempo
o
Xi= Y ¥V =¢(B)Y, (1)
j=—o00

es estacionaria con media 0 y funcion de autocovarianza

o0

yx(h)= Y Viveyy (h+k = j) (2)

Jj=—00 k=—00
En el caso particular cuando {X} es un proceso lineal,
o0
yx(h) = Y $jpno’,
j=—00

Demostracién. El mismo argumento que usamos en la definicion del proceso lineal muestra que la
serie 1 es convergente con probabilidad 1. Como E(Y;) = 0 tenemos

E(X;) =E ( Z %‘Yt—j) Z b E(Yi—j) =0

j=—o0 j=—00



E(Xip X)) =E [( i ij;erh*j)( i wjn*j*kﬂ
. k=—00

j=—o00

= D Gk B(Vin—;Yik)

j=—00 k=—00
= > D itk (h—j+k)
Jj=—00 k=—00

Esto muestra que {X;} es un proceso estacionario con funcién de covarianza (2). Finalmente, si {Y;}
es un ruido blanco, entonces vy (h —j + k) =02 si k= j — h y es 0 en otro caso. W

3. Estimacion.

En el caso de series de tiempo usualmente tenemos una realizacién x1, s, ..., T, a partir de la
cual deseamos estimar la media, la autocovarianza y la autocorrelacién. No disponemos, como sucede
en el caso de la estadistica clasica, de varias copias independientes del proceso a partir de las cuales
podemos hacer la estimacién. Para poder hacer la estimacién de la media, por ejemplo, en el caso de
un proceso estacionario, requerimos un resultado de convergencia tipo LGN: Queremos estimar

E(Xy) = /Xt(w) dP(w)=m
por .
%ZX
i=1

Si las variables X; son i.i.d. entonces sabemos que

1 n
— E X; —m c.s.
n

i=1

pero en nuestro caso hay una estructura de correlacién en el proceso y las variables X; no son i.i.d.

Un teorema que garantice la convergencia del estimador en el caso dependiente se conoce como un
teorema ergddico y esta propiedad del proceso se conoce como ergodicidad. Vamos a suponer que los
procesos que consideramos tienen esta propiedad. Resultados de este tipo se pueden ver en el libro de
Karlin y Taylor.

3.1. Estimacion de la Media

USELHIOS COmo estimador 1
X, = H(X1+---+Xn).



|
—

X, es un estimador insesgado porque E(X,,) > 1T E(X;) = p. El error medio cuadrdtico de este

estimador es

[
:% Z (n—|i — j)v(i — )
E (B

Si v(h) — 0 cuando h — oo, X,, converge a u en media cuadrédtica. Para demostrar esto a partir de la
expresién anterior observamos que dado € > 0 existe H t.q. |h| > H = v(h) < €/2. Tenemos

2H 2 © he
<=+ > (- 0)5
n n’ 2
H+1
c
< —+e¢
n
donde C' es una constante. Esto es suficiente para ver la convergencia.
Si
o0
> ) <o
h=—o00
entonces

lim n Var(X,,) = Z ~v(h)

n—oo
|h|<oo

Resumimos este resultado en la siguiente proposicién.

Proposicion 2 Si X; es una S.T. estacionaria con media p y funcion de autocovarianza vy, entonces,
cuando n — 00,

Var(X,) =E(X, —p)> =0 siy(h) — 0
nE(X, —p)® = Y (h) si Y [y(h)| < oo,
|h]|<oo h

Para hacer inferencia sobre p usando X, es ttil conocer la distribucién de X,, o una aproximacion.
Sila S.T. es gaussiana entonces

V%=~ N (0,3 (1= )5 )

n
|h|<n



Para muchas ST y en particular para muchos procesos lineales y modelos ARMA, X,, es aproxi-
madamente normal con media p y varianza %ZI hl<oo ~(h) para n grande. Un intervalo de confianza

aproximado al 95 % para pu es

_ 1,962 _ 1,9601/2
(Xn_TaXn‘FT) COHV:|h|z<: ’}/(h)

No conocemos v pero lo podemos estimar por

p=> (1- ’Z‘)ﬁ(h)

|h| </

3.2. Estimacion de la autocovarianza y autocorrelacion

La autocovarianza muestral se define como

Ambos estimadores tienen sesgo (y tampoco serian insesgados si reemplazamos n por n — h en el
denominador). La ventaja de usar esta expresién (con n) es que la funcién que resulta 4(h) es positiva
definida, al igual que la covarianza y(h). Esta propiedad asegura que la varianza de cualquier combi-
nacién lineal de variables X; nunca es negativa, y es natural pedir esta misma condicién al estimador

de la autocovarianza.
La propiedad de ser positiva definida dice que si

500 40 Sk - 1)

A1) A(0) Ak — 2)

to| A A Ak — 3)
A1) Ak—-2) - A(0)

entonces para cualquier vector a de dimensién k, a’ f‘ka > 0.
Observamos que si [';, es no-negativa definida entonces I'y, también lo es para todo k < m.

La ACF muestral juega un papel importante en la seleccion de modelos adecuados para los datos.
Aunque no es posible calcular la distribucién de la estadistica p(h) en la mayoria de los casos, en
general se puede aproximar adecuadamente por una distribucién normal si el tamafno de la muestra

es grande.



Proposicion 3 S5i X; es i.i.d. con cuarto momento finito entonces, para n grande, la ACF muestral
px(h) para h = 1,2,..., H con H arbitrario pero fijo, es aprozimadamente normal centrada con

desviacion tipica dada por
1

O A

px(h) = VH

Con base en este resultado tenemos un método para evaluar si los valores altos de p(h) son signi-
ficativos, al determinar si salen del intervalo +2/+/N. Si la sucesién corresponde a un ruido blanco,
aproximadamente 95 % de la ACF muestral debe caer dentro de este intervalo.

3.3. Estimacién de la Covarianza Cruzada

Covarianza Cruzada:
1 n—nh

ixy(h) =~ > (@ipn — )y — 7)
t=1
con ﬁxy(—h) = ﬁxy(h).

Correlacién Cruzada: .
Axv (h)

pv () = O ©)

Proposicién 4 Para muestras grandes pxy (h) tiene distribucion aprozimadamente normal centrada
con desviacion tipica

Opxy(h) =

1
vn

st al menos uno de los procesos es un ruido blanco.

4. Series Vectoriales

Con frecuencia encontramos situaciones en las cuales es de interés estudiar las relaciones entre
series temporales que han sido medidas conjuntamente. Por lo tanto sera 1til considerar la nocién de
una serie temporal vectorial X; = (X1 (t), Xa(t), ..., Xp(t)), cuyas componentes son p series temporales
univariadas. En el caso estacionario, el vector de medias u estda dado por

5= E(X(¢)
de la forma p = (pu1, p2, - . ., f1p)’ y la matriz de autocovarianza de orden p x p
L(h) =E ((Xi(t + h) = p)(Xi(t) — p)’)
donde los elementos de la matriz I'(h) son las funciones de covarianza cruzada
%ij(h) = E ((Xi(t + h) = ) (X;(t + h) = p;))
parai=1,...,p. Como 7;;(h) = vj(—h), tenemos que

T(—h) = T'(h).

La funcién de autocovarianza muestral de la serie vectorial x; es la matriz p X p de croscovarianzas

h

(X¢+n — %) (x¢ — %)’
1

n

SRS
I

10



donde

X =

n
D
t=1

es el vector de media muestral. La propiedad de simetria también es cierta para para la autocovarianza
muestral:

S|

['(—h) = I"(h)

En muchos problemas aplicados el indice de una serie puede ser también multidimensional. Por
ejemplo, la posicién de una unidad experimental puede describirse por dos coordenadas, s; y sa.

La funcién de autocovarianza para un proceso estacionario multidimensional xg de define en térmi-
nos de un vector de lapsos h = (hy,...,h,)’, por

v(h) = B ((2s1n — 1) (s — 1))
donde
1= E(ss)

que no depende de la coordenada espacial s. Para el proceso bidimensional de temperaturas tenemos

’Y(hlv h2) =E ((x81+h1752+h2 - H)($51752 - :u))

que es funcién del lapso, tanto en las filas (h1) como en las columnas (hg).
La funcién de autocovarianza muestral multidimensional se define como

() = (S1S2-+-8,) 7" D D D) (ws4n — ) (w5 — T)

s1 82 Sr

donde s = (s1,82,...,5) y el rango de la suma para cada indice es 1 <s; < S; —h;, parai =1,...,7.
La media se calcula para el arreglo r-dimensional:

T = (SISQ T Sr)il Z Z o Z L51,82,..,8rs
S1 S92 Sr

donde los argumentos se suman sobre 1 < s; < 5;. La funcién de autocorrelacién muestral mutidimen-
sional estd dada por
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