Capitulo 6

Prediccion

6.1. Predictores lineales

Consideramos ahora el problema de predecir los valores X, 1, h > 0 de una serie de tiem-
po estacionaria con media p y funcién de autocovarianza ~ conocidas, a partir de los valores
X1,...,X, hasta el instante n. Nos restringimos a buscar un predictor lineal: queremos hallar la
combinacién lineal de 1, X,,, ..., X1 que predice X,,4; minimizando el error cuadratico medio.
A este estimador lo denotamos por P, X, 5 y tiene la forma

P Xpin=a0+a1 Xy + -+ apXy. (61)
Para determinar los valores de los coeficientes queremos minimizar
S(ao, ey an) = E(Xn+h —ap — CLan — = anX1)2. (62)

Como S es una funcion cuadrética y estd acotada inferiormente por 0, esta claro que hay al menos
un valor de (ag,ay,...,a,) que minimiza S y el minimo (ag, a1, ..., ay) satisface las ecuaciones

0S(ap,ai,...,ay)

aa; =0, 7=0,...,n (6.3)

Al evaluar las derivadas de (6.3) obtenemos las ecuaciones

n
E (Xh+h —apg — Z aan+1_Z'> =0 (64)
i=1
n
E ((Xh+h —ap — Z aan+1_i)Xn+1_j> =0 j = 1, ooy n. (65)
i=1
Estas ecuaciones se conocen como las ecuaciones de prediccion y sirven para obtener los valores
de ag, a1, ...,a,. Se pueden escribir con notacién vectorial de la siguiente manera
n
ap = p(1— Zai) (6.6)
i=1
y
Tha, = y(h), (6.7)
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donde
anp = (ala”'aan)/a FTL = [7(17])}2‘7:17
y
Yn(h) = (y(h),y(h +1),...,y(h+n —1))". (6.8)
En consecuencia "
Pan+h = p+ Z ai(XnJrlfi - ,u)a (69)
i=1

donde a,, satisface (6.7). A partir de (6.9) el valor esperado del error de prediccién Xy, — P, X, 1p,
es cero, y el error de prediccion en media cuadratica es

E(Xn-‘rh PXn+h —'7 —22&[)’h+2—1 +Zza17]_z
=1 j=1

=7(0) - an’vn(h), (6.10)
donde la ultima igualdad sigue de (6.7).

Observacion 6.1 Para ver que las ecuaciones (6.4) y (6.5) determinan P, X, de manera
Unica, sean {ajl-,j =0,...,n}y {a?,j =0,...,n} dos soluciones y sea Z la diferencia entre los
predictores correspondientes:

= —CL()‘Fg a—a n+1]

Entonces
n

Z’ =z —a3+2a—a Xnt1- ])

Pero a partir de (6.4) y (6.5) vemos que E(Z) =0y E(ZX,41-j) =0paraj=1,...,n. En
consecuencia E(Z?) =0y Z = 0.

Propiedades de P, X,
1. Po Xpih =p+ Yy ai(Xnt1—i — p), donde a, = (ai,...,ay) satisface (6.7).
2. BE(Xnin — PuXpin)? = 7(0) — apyn(h), donde v, (h) = (v(h), ..., y(h+n—1)).
3. E(Xpin — PoXnin) =0

4. E[<Xn+h - Pan+h)Xj] = O, j = 1, N

Observacién 6.2 Observamos que las propiedades 3 y 4 son equivalentes a (6.4) y (6.5) y
pueden escribirse de manera resumida como

E[(Error) x (Variable predictora)] = 0. (6.11)

Estas ecuaciones determinan, por lo tanto, Py X, de manera tunica.
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Ejemplo 6.1 (AR(1))
Consideremos un proceso AR(1), definido por la ecuacién

Xy =X 1 +wy, tELZ,
con |¢| < 1. Usando (6.7) y (6.8), el mejor predictor lineal de X,,11 a partir de 1, X,,,..., X es
P Xn1 = a;LXn,

donde X, = (Xp,..., X1) v

Lo ¢t e T ¢
(? 1 ¢ (b: a:2 - ¢ ’ (6'12)
gl g2 s o1 ) \a) g

Una solucién de este sistema es
a, = (¢,0,...,0)

y por lo tanto el mejor predictor lineal de X, 41 a partir de X1,..., X, es
Py X1 =a, X, = 0X,

con error cuadratico medio

0.2

E(Xn-i-l - Pan+1)2 = 7(0) - a;17n(1) = 1_7(252 - ¢7<1) = 02‘

Otra manera de resolver este problema es adivinar, por inspeccion de la ecuacion que define
el proceso, que el mejor predictor de X,,+1 es ¢ X,,. Para verificar esta conjetura basta verificar

que (6.11) vale para cada una de las variables predictoras 1, X,,, ..., X1. El error de prediccién
del predictor ¢.X,, es Xp41 — ¢X;, = wp41. Pero E(w,11Y) =0paraY =1y paray = X;,j =
1,...,n. En consecuencia ¢ X,, es el mejor predictor lineal de X, 11 a partir de 1, X1,..., X,,. A

6.1.1. Espacios de Hilbert y el Teorema de Proyeccién

Recordemos que un Espacio de Hilbert es un espacio con un producto interno que es completo
respecto a la norma definida por el producto interno. Veamos que quiere decir todo esto.

Si H es un conjunto, un producto interno sobre H es una funcién (,) : H x H — R que
satisface las siguientes propiedades

» Para a,b € H, (a,b) = (b, a).
» Para aj,as,b € H,a1,a0,8 € R, (@101 + agag,b) = a{ay, b) + as(as,b).
» (a,a) =0 a=0.
A partir del producto interno podemos definir una norma sobre H,
lal| = (a,a)

es decir, la funcién || - || : H — R satisface las siguientes propiedades:
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= lal[ = 0; la] =0 a=0.
= |laal| = lalfla]].
w |la+b]| < |[la|| + ||b]|, que se conoce como la desigualdad triangular.

Decimos que H es un Espacio de Hilbert si es completo respecto a la convergencia definida por
la norma, es decir, si toda sucesién de Cauchy en H converge a un elemento del mismo espacio.
Los ejemplos més conocidos son los espacios euclideos R"™ con producto interno (z,y) = >, z;y;.
Otro ejemplo fundamental es el espacio de las variables aleatorias de cuadrado integrable, que
se conoce como L?, con producto interno

(X,Y) = E(XY).

Teorema 6.1 (Teorema de Proyeccién) Sea H un espacio de Hilbert, M un subespacio li-
neal cerrado de H yy € H, entonces existe un punto Py € M, que se conoce como la proyeccion
de y sobre M, que satisface las siguientes propiedades:

1. ||Py —yl| < ||z — y|| para todo z € H.
2. ||Py —y|| < ||z — yl|| para todo z € H,w # Py.
3. (y — Py,z) =0 para todo z € M.

La propiedad 3 con frecuencia resulta 1til para obtener la proyecciéon de un vector. La norma
del error se puede escribir

lly — Py|| = (y — Py,y — Py) = (y — Py,y) — (y — Py, Py)
= (y — Py,y)

por la ortogonalidad.
Si el subespacio M estd generado por los vectores x1,...,Zy, la proyeccién de y € H sobre
M es tnica y se puede escribir como

Py=aiz1+ -+ anzp
donde los coeficientes aq, ..., a, se pueden hallar usando la ortogonalidad
(y—Py,z;)=0, j=1,...,n.

Las ecuaciones que hay que resolver para obtener los a; son

n

Zai@:i,ajj) =(y,z), j=1,...,n. (6.13)
i=1

Si los elementos de H son vectores, éste es el problema de regresién lineal.

Ejemplo 6.2 (Regresién Lineal)
Para el modelo de regresién queremos hallar los coeficientes de regresion 5; en la expresion

Xt = P12y + BaZio + -+ + By Zg + wy (6.14)
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de modo de minimizar la suma de los cuadrados de los residuales. Consideramos los vectores
Y=, .-yYn) y 2i = (214, .., 2n:) parai=1,...q con producto interno

Para hallar la proyeccién del vector y sobre el subespacio generado por zi,...,z, usamos el
principio de ortogonalidad:

q
<y_267lzi>zj>:07 ]:1>7q
i=1
Esta condicién se puede escribir vectorialmente como
q
y,zj:ZBiZ;zj j:la"'vqa

i=1

Si consideramos la matriz Z = (z1,...,2,), que suponemos que tiene rango completo, podemos
escribir la ecuacién anterior como

y/Z — IBI(Z/Z),
con B = (pi,...,0H,) . Trasponiendo los términos de esta ecuacién y multiplicando por la inversa
obtenemos la solucién para los coeficientes

B=(22)"2y

que se conocen como las ecuaciones normales.

6.1.2. Prediccién de variables en L?

Consideremos ahora variables Y y Wy, ..., W, variables cualesquiera con segundo momento
finito, de modo que las medias p = E(Y), u; = E(W;) y las covarianzas Cov(Y,Y), Cov(Y; W;)
y Cov(W;, W;) son todas conocidas. Usaremos la siguiente notacién: W = (W,,, ..., X1)', pw =
(Nna s 7:“1)7

~ = Cov(Y,W) = (Cov(Y, W,,), Cov(Y, W, _1), ..., Cov(Y, Wy))

[' = Cov(W, W) = [Cov(Wii1-i, Whni1-5)i =1

Usando la misma argumentacién que usamos para el calculo de P, X1, el mejor predictor
lineal de Y es términos de {1, W,,,..., Wi} es

P(Y|W) = py +a' (W — pw), (6.15)
donde a = (ay,...,ay) es cualquier solucién de
la=+« (6.16)

El error medio cuadratico del predictor es

E((Y — P(Y|W))?) = Var(Y) — a'~. (6.17)
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Ejemplo 6.3 (Estimacién de un valor faltante)
Consideremos de nuevo un modelo AR(1)

Xt:gZ)Xt,lert, t:O,:l:l,

con |¢| < 1. Supongamos que observamos la serie en los instantes 1 y 3 y queremos usar estas
observaciones para hallar la combinacién lineal de 1, X; y X3 que estima X5 con minimo error
cuadritico medio. La solucién a este problema la podemos obtener a partir de (6.15) y (6.16)
poniendo Y = Xy y W = (X1, X3)". Esto nos da las ecuaciones

(& D))

con solucén

Por lo tanto el mejor estimador de X5 es

P(X2|W) =

con error cuadratico medio

9 qba}u 2
B 2y Tw (17 ) =2
E((X2 — P(X3|W))?) = -4 2 (%) S 1+9¢?

6.1.3. El operador de prediccién P(-|W)

Dados un vector W = (W,,, ..., W7)' y una variable Y con segundos momentos finitos, hemos
visto como obtener el mejor predictor lineal P(Y|W) de Y a partir de 1, W,,, ..., W) usando
de las ecuaciones (6.15) y (6.16). La funciéon P(-|W) que lleva Y a P(Y|W) se conoce como
un operador de prediccién. Estos operadores tienen una serie de propiedades ttiles que pueden
usarse para simplificar el calculo de los mejores predictores lineales.

Propiedades del Operador de Prediccién P(-|W):
Suponemos que E(U?) < 0o, E(V?) < 00, = Cov(W, W) y a1, ..., ay, 3 son constantes.
1. P(UW)=E(U)+a'(W —E(W), donde I'a = Cov(U, W).
2. E(U—-PUIW))W)=0y E(U - P(U|W)) =0.
3. E((U — P(U|W))?) = Var(U) — a’ Cov(U, W).
(
(
(

-~
e

a1U + aaV + BIW) = a1 P(U|W) 4 aa P(VIW) +
5. PO oW+ BIW) =30 ;Wi + .

6. P(U/W) =E(U) si Cov(U, W) =0
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7. P(UW) = P(P(UW,V)|W) si V es un vector aleatorio tal que las componentes de
E(VV’) son todas finitas.

Ejemplo 6.4 (AR(p))
Supongamos que X; es un proceso AR(p) causal que satisface la ecuacién

X = ¢1Xt,1~|—---+¢pXt,p+wt, teZ

Si n > p podemos aplicar el operador de prediccién P, a cada lado de la ecuacion y usando las
propiedades 4, 5 y 6 obtenemos

Pan—I—I = ¢1Xn +---+ ¢an+1—p- (618)
A

Ejemplo 6.5 (AR(1))
El proceso Y; es un proceso AR(1) con media p si X; = Y; — p es un proceso AR(1) con media
cero. Definimos X} por la ecuacién

Xt = oXp1 +wy

y ponemos Y; = X; + pu vemos que Y; satisface la ecuacién

Yi — = oY1 — ) + wy. (6.19)
Si P,Y,+5 es el mejor predictor lineal de Y,, 15 a partir de 1,Y,,,..., Y], una aplicacién de P, a
la ecuacién (6.19) con t =n+ 1,n 4 2,... nos da las ecuaciones recursivas

PoYpin —p = ¢(Pnyn+h—1 - M)» h>1.
Observamos que P,Y, = Y, y podemos resolver estas ecuaciones de manera recursiva para
P,Y,1n,h > 1. Obtenemos

PoYnin = p+ ¢"(Yo — ). (6.20)

El error cuadratico medio correspondiente es

E(Yoin — PaYarn)? = 7(0)(1 — alp(h)), (6.21)

En la clase anterior vimos que v(0) = o2 /(1 — ¢?) y p(h) = ¢",h > 0. Reemplazando
a, = (¢",0,...,0)" en (6.21) obtenemos

E(Ynin — PaYnin)? = o0,(1 = ¢°")/(1 = ¢%). (6.22)
A

Observacion 6.3 En general, si Y; es una serie de tiempo estacionaria con media y y si X; es
la serie centrada definida por X, = Y; — i entonces la clase de las combinaciones lineales de
1,Y,,..., Y1 coincide con la de las combinaciones lineales de 1, X,,,..., X1 y en consecuencia
el predictor lineal de cualquier v.a. W a partir de 1,Y,,..., Y] es igual al predictor lineal que
se obtiene a partir de 1, X,,..., X1. Si llamamos a este predictor P,W y aplicamos P, a la
ecuacion Y, 1n = X,41n — ¢ obtenemos

PnYn+h = U + Pan+h (623)

Por lo tanto el mejor predictor lineal de Y, 5 se obtiene hallando el mejor predictor lineal de
Xptn y suméandole p. A partir de (6.8) observamos que como E(X;) = 0, P, X, es igual al
mejor predictor lineal de X, a partir de X,,..., X;.
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6.2. El algoritmo de Durbin-Levinson

A partir de ahora nos restringimos a la consideracién de series de tiempo centradas. Si
X, es una serie de tiempo centrada y estacionaria, las ecuaciones (6.15) y (6.16) resuelven
completamente el problema de determinar el mejor predictor lineal P, X,,4+; de X, 4, a partir
de X,,...,X1. Sin embargo, este enfoque directo requiere resolver un sistema de n ecuaciones
lineales, que puede resultar computacionalmente costoso para n grande.

En general, para procesos estacionarios cualesquiera seria ttil si el predictor a un paso
P, X,+1 basado en las n observaciones previas se pudiera utilizar para para simplificar el calculo
de P,+1Xn+2, que es el predictor a un paso basado en las n + 1 observaciones previas. Este tipo
de algoritmos de prediccién se conocen como algoritmos recursivos. Dos ejemplos importantes
son los algoritmos de Durbin-Levinson y de innovacion.

A partir de (6.15) y (6.16) sabemos que si la matriz I';, no es singular, entonces

Pan+1 = ¢;zXn = d)ann + - ¢nnX17 (6'24)

donde
S =T0 v, = (YD), ...,y (n))

y el error medio cuadratico correspondiente es
Vn = E(XnJrl - Pan+1)2 = ’Y(O) - ¢;L’7n

Una condicién suficiente para que ninguna de las matrices de autocovarianza I'y,I's,... sea
singular es que y(0) > 0y v(h) — 0 cuando h — oc.

Teorema 6.2 (Algoritmo de Durbin-Levinson) Los coeficientes ¢ni, ..., onn pueden cal-
cularse recursivamente usando las ecuaciones

n—1
bun = (1) = Y b 90 = ) )ity (6.25)
=1

®n1 Gn-1,1 Pn—1,n—-1

= - ¢nn (6'26)
Pnn—1 Pn-1,n-1 On-1,1
Y

Vn = vp—1(1 — 62,) (6.27)

donde ¢11 =~(1)/7(0) = p(1) y vo = 7(0).
Demostraciéon. Sea R, la matriz de correlaciones, la definicion de ¢11 asegura que la ecuacién
Ruodn = pn (6.28)

donde p, = (p(1),...,p(n)) se satisface para n = 1. El primer paso de la demostracién es
probar que ¢, que se define recursivamente por (6.25) y (6.26), satisface (6.28) para todo n.
Supongamos que esto es cierto para n = k. Hacemos una particién de Ry, y definimos

o) = (p(k), plk = 1), p(1))’
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¢;(:) = (Pkks Pho—1s - - - Pk1)’

vemos que las recursiones implican

R _
Riy10k41 = < (rk), pk ) <¢k Plt1 k+1¢k >
Py 1

Okt1,k+1

_ Pk — ¢k+1,k+1P;(;) + ¢>k+1,k+1p;(:)
)/ ) T
;(€ Y by — <15/rc+1,k+1l3§C ) ¢;(€ ) 4 Okt 1 k41
= Pk+1

como queriamos. Hemos usado el hecho de que si Rip¢r = pp entonces Rk¢§g = pé) Esto se

puede verificar facilmente escribiendo las componentes de la ecuacién en orden inverso. Como
(6.28) se satisface para n = 1, por induccién vemos que los coeficientes ¢,, definidos recursiva-
mente por (6.25) y (6.26) satisfacen (6.28) para todo n.

Solo falta demostrar que los errores medios cuadraticos

vn = BE(Xpt1 — ¢n )

satisfacen vy = 7(0) y (6.27). El hecho de que vy = 7(0) es consecuencia inmediata de la
definicién Py X1 = E(X;) = 0. Como hemos mostrado que ¢/ X,, es el mejor predictor lineal de
Xpn+1, podemos escribir, a partir de (6.9) y (6.26),

Vp = 7(0) - ¢;{Yn = '7(0) - ¢;z—17n71 + ¢nn¢£:2,1'7n71 - ¢nn7(n)

Usando (6.9) de nuevo obtenemos

Up = VUnp—1+ Qs’rm (¢£Lrl/1'7n—1 - 7(”))7
y por (6.25)
Vn = Vn-1+ 0y (Y(0) = @l _1n-1) = vn1(1 = 7).
|

Observacién 6.4 Bajo las condiciones de la proposicién, la funcién a definida por «(0) = 1
y a(n) = ¢pp,n > 1 es la funcién de autocorrelaciéon parcial (PACF) que vimos en la clase
anterior.

Ejemplo 6.6

Veamos como podemos usar el algoritmo de Durbin-Levinson para hallar los coeficientes. Co-
menzamos con

o =p(1), v =w(l-e¢f)=0)(1-¢})

Para n = 2,
12) — $u7(D) _ pl2) — p()éns
7(0)(1 - 1)) 1—¢%
p(2) — cbn

1—¢%
P21 = ¢11(1 — P22)

vy = 1(1 = @) = (0)(1 — ¢71) (1 — ¢3)
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Para n = 3,
g = 1) 02002) —621(1) _ %) —p(1)os
v(0)(1 — )(1 - ¢22) 1- éf)%l
_pB3) - <Z>21,0( ) — p22p(1)
(1—¢7,)(1 — ¢3,)
P(3) — 21p(2) — Pa2p(1)
1 — ¢21p(1) — ¢22p(2)
$31 = P21 — P22033, P32 = P22 — P33021
vy = va(1 — ¢33) = 7(0)(1 — ¢11)(1 — 93,)(1 — ¢35)
y continuamos este procedimiento hasta el ultimo valor deseado. A

Una consecuencia importante del algoritmo de Durbin-Levinson es la siguiente
Calculo iterativo de la PACF

La funcién de autocorrelaciéon parcial PACF de un proceso estacionario X; se puede obtener
iterativamente a partir de (6.25).

Ejemplo 6.7 (AR(p))
Usando el resultado anterior y poniendo n = p en las ecuaciones (6.18) y (6.24) vemos que para
un modelo AR(p)

P Xpi1 = 01 Xp + 0p2Xp_1+ -+ Opp X1 = 01.Xp + 92 Xo + - + ¢, X1 (6.29)

Este resultado muestra que para un modelo AR(p), el coeficiente de autocorrelacién parcial con
retardo p, ¢pp, también es el Ultimo coeficiente en el modelo, ¢,,.

Ejemplo 6.8 (PACF de un AR(2))
Usaremos los resultados del ejemplo 6.6 para calcular los tres primeros valores, ¢11, ¢22 y ¢33 de
la PACF. Usaremos la relacién

p(h) — ¢1p(h —1) — p2p(h —2) =0,  h>1.

para la funcién de correlacién de este proceso, que obtuvimos en clases anteriores.
Para h =1, 2,3 tenemos

p() = T2 p(2) = 1p(1) + b, pl3) = 1p(2) + da(L).
Por lo tanto,
o1 =p(1) = 1 ih@
5y = P2 = p(0? _ 01() + 2~ ()"
21— p(1)? 1 (12)"

pa1 =p(1)(1 —¢2) = ¢

by = PB) = 0102) = d20(1) _
1—¢1p(1) — ¢2p(2) .
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6.3. El algoritmo de innovacion

Este algoritmo se puede aplicar a todas las series con segundo momento finito, aunque no
sean estacionarias. Supongamos que X; es una serie de tiempo centrada con E | X;|? < oo para
todo t y

B(X.X;) = x(i. ) (6.30)

Introducimos la siguiente notacién para el mejor predictor a un paso y su error medio cuadratico

5{: 07 sin = 1,
" P X, sin=2,3,...
vp =B(Xpi1 — PuXpi1)?

Introducimos también las innovaciones o errores de prediccién a un paso

Up = Xn — X,
En términos de los vectores U,, = (Uy....,U,) v X, = (X1,...,X,) las dltimas ecuaciones
se pueden escribir como
U, = A, X,, (6.31)
donde A,, es de la forma
1 0 0 0
ail 1 0 0
A, = a2 a1 1 0
: 0
n—1,n—1 an—-1n—-2 04n—-1n-3 1

Si X} es estacionario entonces a;; = —a; con a; dado por (6.7) con h = 1. Esta ecuacién implica
que A, no es singular y tiene inversa C,, de la forma

1 0 0 0
011 1 0 0
C, = 022 021 1 0
: 0
en—l,n—l 9n—1,n—2 9n—1,n—3 1
El vector de predictores a un paso )A(n = (X1,P1Xs,...,P,_1X,) puede escribirse como
X, =X, - U, =CU, - U, =0,(X, — X,), (6.32)
donde
0 0 0 0
011 0 0 0
0, = 022 021 0 0
: 0
en—l,n—l 0n—1,n—2 9n—1,n—3 0
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y X, satisface

X, = Cn(X, — Xp). (6.33)
La ecuacién (6.32) se puede escribir como
PN 0, sin=0,
Xn+1 — n ~ . (634)
> i1 Onj(Xnp1—j — Xny1—j), sin=1,2,...
a partir de la cual podemos calcular recursivamente los predictores a un paso X 1, )?2, ... Una vez

que los coeficientes 6;; hayan sido determinados. El siguiente algoritmo genera estos coeficientes
y los errores medios cuadréticos v; = E(X; 11 — X;11)? a partir de las covarianzas k(i, j).

El algoritmo de innovacién:
Los coeficientes 0,1, ..., 0,, pueden calcularse a partir de las ecuaciones

vy = k(1,1),

k—1
en,n—k’ = 1/];1 (/{(n +1L,k+1)— Zek,k—jgn,n*jyj)? 0<k<n.
=0

n—1
vp=k(n+1,n+1)— Zei,n_jyj.
=0

La demostracién se puede ver en el libro de Brockwell y Davis.

Observacion 6.5 Mientras el algoritmo de Durbin y Levinson nos da los coeficientes de X, ... Xy
en la representacion X, 11 = Z?Zl ®njXn+1—j, el algoritmo de innovacién nos da los coeficientes
de (X, — )?n), o (X - )?1) en el desarrollo )/En+1 = Z?Zl Onj(Xnt1-5 — )?nﬂ,j). Este ltimo
desarrollo tiene ventajas porque las innovaciones no estdn correlacionadas y ademas puede sim-
plificarse considerablemente en el caso de un proceso ARMA (p,q). Una consecuencia inmediata
de (6.33) es la representacién de X, 11 en términos de las innovaciones. Si ponemos 0,0 = 1,

n
X1 =Xnp1 — Xpp1 + X1 = Zanj(Xnﬂ—j — Xnt1-5),
=0

paran =0,1,2,....

Ejemplo 6.9 (Prediccién recursiva de un MA(1))
Si X; estd definido por Xy = w; + Ow;_1, entonces

o?(1+60%), sij=i,

k(i,§) = { 802, sij=i+1,
0, si|i—j]>1.
Su usamos el algoritmo de innovacién obtenemos las relaciones recursivas
01 = 1/,;11902, 0n; =0, para 2 < j <n,
vo = (1+6%02, vn =1+ 6% v 1 6%%)0?
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Observacion 6.6 El algoritmo de innovacién funciona muy bien para la prediccién de procesos
MA(q), porque para estos procesos f,; = 0 para n — j > ¢q. Para procesos AR(p) el algoritmo
de Durbin-Levinson es mas conveniente, porque ¢,; = 0 para n — j > p.

Prediccién a h pasos
Para obtener una prediccion a h pasos partimos del resultado

P (Xn+k — Poyk—1Nnyr) =0, k> 1. (6.35)
Esta relacién sigue de (6.11) y el hecho de que
E((Xntk — Posk—1Xntk — 0>Xn+j—1) =0, j=1...,n
Por lo tanto

Pan—i-h = PnPn+h—1Xn+h

= Pn)?n—i-h
n+h—1
= Pn( Z 9n+h—1,j (Xn+h—j - Xn—l—h—j)) .
j=1

De nuevo usamos (6.35) y la linealidad de P,, para obtener

n+h—1n+h—1 R
Py Xpin = Z Z Ontn—1j (Xntn—j — Xntn—j), (6.36)
j=h =1

donde los coeficientes 6,; se obtienen igual que antes a partir del algoritmo de innovacién.
Podemos expresar el el error medio cuadratico como

E(Xn—i-h - Pan+h)2 = E(Xr2z+h - E<Pan+h)2
n+h—1

=k(n+hn+h)— > 02 1 Vnrhj1- (6.37)
j=h

6.3.1. Prediccién de procesos ARMA

La aplicacion del algoritmo de innovaciéon puede simplificarse considerablemente cuando con-
sideramos procesos ARMA causales de la forma

La idea es aplicar el algoritmo a una transformacién del proceso

X t=1,...
Zt _ t/0-7 ) , M, (638)
(b(B)Xt/O—v > m,

con m = max(p, q).
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Para facilitar la notacién definimos 6y = 1 y 6; = 0 para j > ¢. También supondremos que
p=2lyq=>1.

La covarianza ~x del proceso X; puede obtenerse por alguno de los métodos que des-
cribimos en clases anteriores. A partir de esta funcién podemos hallar las autocovarianzas
K(’L,j) = E(ZZZ]), ’L,] Z 1:

fYX(/i_j)/oj) 1§7’7]§m7
H(i j) _ (7X<i - ]) - Zfﬂ):l (ﬁr’YX(T - ’Z - j|))/027 min(i,j) <m< mé“x(i?j) < va
ZZ:O 9T0r+\i—j|7 min(iv ]) > m,
0, en otro caso.
(6.39)
Si aplicamos el algoritmo de innovacién al proceso Z; obtenemos
Znsr = Y01 0nj(Znia—j — Zng1—j), 1<n<m,
(6.40)

Zpt1 = 3021 0nj(Znt1—j — Zns1-5), n>m,

donde los coeficientes 6,,; y los errores medios cuadréticos r, = E(Zp4+1 — 2n+1)2 se obtienen
recursivamente a partir del algoritmo de innovacién con k definido en (6.39). Lo interesante
de los predictores (6.40) es que 6,; se anula cuando n > m y j > ¢. Esto es consecuencia del
algoritmo de innovacién y el hecho de que k(r,s) =0sir>my |r—s| > q.

Observamos que las ecuaciones (6.38) permiten escribir el proceso X,,,n > como combinacién
lineal de Z,,n > 1 y reciprocamente, cada Z, puede escribirse como combinacién lineal de
Xn,n > 1. Esto quiere decir que el mejor predictor lineal de cualquier variable Y a partir
de {1, X1,...,X,,} es el mismo que el mejor predictor lineal de Y a partir de {1,71,...,7Z,}.
Denotamos este predictor por P,Y. En particular las predicciones a un paso de Z,11 y Xp41
son

~ ~

Zn+1 = PnZn+1 y Xn+1 = Pan+1-

Usando la linealidad de P, y las ecuaciones (6.38) vemos que

Zt:)?t/a, t=1,...,m,
(6.41)
Zy = (Xt — o1 Xi1— - — ppXip) o, t>m,
que junto a (6.38) muestra que
X, — X, =0(Z — Z;), parat>1. (6.42)

Si reemplazamos Z; — Z\j por (X; — )?j)/a en (6.39) y luego sustituimos en (6.40) obtenemos
finalmente

~

> =1 Onj(Xnt1-5 — Xnt1-5), 1<n<m,
Xn+1 = (643)

Z?zl ¢an+1—j + Z?:l Hnj(Xn—O—l—j - n+1—j) n > m,

E(Xpi1 — Xn41)? = 02 E(Zni1 — Zny1)? = 021y, (6.44)
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donde 6,,; y ry, se obtienen a partir del algoritmo de innovacién con s usando (6.39). Las ecua-
ciones (6.43) determinan los predictores a un paso Xo, X3,... de manera recursiva.

Ejemplo 6.10 (Prediccién de un AR(p))
Para un proceso AR(p) las ecuaciones se reducen a

)?n—&-l =Xy +-+ ¢an+1—pa nzp.

Ejemplo 6.11 (Predicciéon de un MA(q))
Para un proceso de este tipo tenemos

min(n,q)

n+1 Z 971] n+l—j — n+1—j)7 n > 1.

donde los coeficientes 6,,; se obtienen aplicando el algoritmo de innovacién a las covarianza (i, j)
definidas en (6.39). Como los procesos X; y Z; /o son iguales, estas covarianzas se simplican:

q—[i—jl

. z—j
K’(Zvj) Z 0 0’r+|z —j|

Ejemplo 6.12 (Prediccién de un ARMA(1,1))
Si
— X1 = w + Owgq

y |¢] < 1, las ecuaciones (6.43) se reducen a
)/ZnJrl = ¢Xn —+ in(Xn — )?n), n > 1.
Para hallar 0,,; recordamos que

514200 + 62
L

7x(0) = 1— 42

Sustituyendo en (6.39) obtenemos para i,j > 1,

(14200 +602)/(1 —¢?), i=j=1,

o 1+ 62, i=j>2,
K(i,j) = o .
0, li—jl=1,1>1,
0 en otro caso.

Con estos valores de k(i, j), la recursiones del algoritmo de innovacién se reducen a
ro = (14206 + 60%)/(1 — ¢%),
Hnl = 9/7“7171, (6.45)
o =1+6%—0%/r,



