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A finales del siglo XIX el físico A. Schuster se interesó en el
análisis de la serie sobre frecuencia de manchas solares
recopilada por Wolfer.
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Schuster propuso un modelo en términos de funciones
trigonométricas, siguiendo las ideas del análisis armónico:

Xt =
∑

i

(ai cosωi t + bi senωi t) + εt (1)

donde εt representa el error o ruido aleatorio.

Un modelo de este tipo requiere la estimación no sólo de
los coeficientes ai , bi sino también de las frecuencias ωi ,
que son desconocidas.

Schuster describió su propuesta como el modelo de
periodicidades ocultas.
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La idea de Schuster para estimar las frecuencias fue
considerar frecuencias de prueba ω′1, ω

′
2, . . . , ω

′
k y calcular el

cuadrado de las amplitudes estimadas correspondientes a
estas frecuencias:

(â2
i + b̂2

i ), i = 1, . . . , k .

• En la gráfica de frecuencia vs. amplitud al cuadrado, si
ω′i está cerca de una frecuencia verdadera,
(â2

i + b̂2
i ) ≈ (a2

i + b2
i ), y estos valores se apreciarán

claramente
• Si en cambio ω′i está lejos de todas las frecuencias

verdaderas (â2
i + b̂2

i ) será pequeña.
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En la practica no graficamos las cantidades (â2
i + b̂2

i ) sino
un múltiplo, que se conoce como el periodograma:
Si tenemos n observaciones X1, . . . ,Xn, el periodograma se
define como

I(ω) =
2
n

[( n∑
j=1

Xj cosωt
)2

+
( n∑

j=1

Xj senωt
)2
]
. (2)

Calculamos la función I(ω) para ω = 2πk/n, k = 1, . . . ,
[n/2]. El resultado basado en n = 289 datos se presenta en
la siguiente figura.



Análisis
Espectral

Introducción

Procesos
Estacionarios

Representación
Espectral

Introducción Histórica
A. Schuster

El mayor valor ocurre para una frecuencia de 0.0934 Hz.
que corresponde a un período de 10.7 años.
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• Este es el inicio de los métodos espectrales para el
análisis de series de tiempo estacionarias y estas
ideas continúan siendo utilizadas hoy en día, aunque
en un contexto diferente.

• Observamos que este modelo es esencialmente un
esquema determinístico al cual se le ha añadido un
término de error que representa la contribución
aleatoria.
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En la década de 1920 el estadístico inglés Udny Yule
consideró también la serie de Wolfer.
• Amplitudes irregulares
• Períodos irregulares
• Ciclos asimétricos
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Yule propuso en 1927 un modelo basado en una analogía
con sistemas mecánicos oscilatorios.

Consideró un sistema oscilatorio amortiguado, como un
péndulo en un medio con resistencia, sometido a una serie
de impulsos periódicos.

Los impulsos ocurren aleatoriamente y en consecuencia el
sistema continúa oscilando pero tiene amplitudes y
períodos irregulares, como ocurre con la serie de las
manchas solares.
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El movimiento oscilatorio de un péndulo puede ser descrito
por una ecuación diferencial de segundo orden

Ẍ (t) + αẊ (t) + βX (t) = ε(t)

donde X (t) denota la desviación del péndulo en el instante
t y ε(t) denota una fuerza (aleatoria) que actúa sobre el
péndulo.

El análogo en tiempo discreto es una ecuación en
diferencias de segundo orden:

Xt + aXt−1 + bXt−2 = εt

donde εt denota un ruido blanco.
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Xt = aXt−1 + bXt−2 + εt

• Esta ecuación fue el modelo propuesto por Yule y es la
introducción de los modelos autoregresivos.

• En el modelo de Schuster el término de error sólo
afecta la observación al instante t mientras que en el
modelo de Yule es posible mostrar que el impulso
aleatorio que ocurre en el instante t afecta no sólo el
valor de Xt sino también a todos los valores siguientes.
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Modelo de Banda Estrecha.
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Eugen Slutsky fue el primero en explorar sistemáticamente
el efecto acumulado de perturbaciones aleatorias.
En un trabajo publicado en 1927 Slutsky formula la
siguiente pregunta

¿Es posible que una estructura que conecte fluctuaciones
aleatorias pueda transformarlas en un sistema de ondas
mas o menos regulares?
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La estructura principal que Slutsky consideró fue la
promedios móviles. Si (ξn)n≥1 es una sucesión de v.a.i.i.d.
definimos

Xn =
k−1∑
i=0

aiξn−i

para ciertas constantes ai , i =,1, . . . k .

Este procedimiento genera una estructura de dependencia
en la serie resultante, porque a través de los promedios los
resultados tienen causas comunes.
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Como ejemplo presentó una comparación visual de un
promedio móvil de orden 10 de los últimos dígitos de la
lotería soviética con el índice trimestral de ciclos
económicos ingleses elaborado por Dorothy Swaine
Thomas, para los años de 1855 a 1877.
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Sea (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad y T un conjunto
de índices. Un proceso aleatorio es una colección de
variables aleatorias {X (t), t ∈ T}.

Todo proceso aleatorio determina una colección de
distribuciones finito-dimensionales (dfd): Para cualquier
colección finita de números reales t1 < t2 < · · · < tn,
µt1,...,tn es la distribución del vector (X (t1),X (t2), . . . ,X (tn)):
Dado cualquier boreliano Bn ∈ Bn

µt1,...,tn (Bn) = P((X (t1),X (t2), . . . ,X (tn)) ∈ Bn) (3)
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Definición
Decimos que un proceso aleatorio X (t), t ∈ R es
(estrictamente) estacionario si sus dfd son invariantes por
traslaciones en el tiempo, es decir, dados t1, . . . , tn ∈ R,
h ∈ R, la distribución del vector

(X (t1 + h),X (t2 + h), . . . ,X (tn + h))

no depende de h.
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Supongamos que E(|X (t)|2) <∞ para todo t . Si el proceso
es estacionario entonces

E(X (t)) = E(X (0)) = m (4)

y
Cov(X (t + h),X (t)) = Cov(X (h),X (0)) = Γ(h) (5)

es decir, el valor esperado es constante y la covarianza sólo
depende de la distancia en el tiempo h.
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Definición
Sea X (t), t ∈ R un proceso aleatorio con E(|X (t)|2) <∞
para todo t. Si el proceso satisface las condiciones (4) y (5)
decimos que es débilmente estacionario, o estacionario de
segundo orden.

• Un proceso débilmente estacionario no
necesariamente es estacionario.

• En cambio, todo proceso estacionario que tenga
segundo momento finito es débilmente estacionario.

Vamos a suponer que

m = E(X (t)) = 0, σ2 = Var(X (t)) = 1 ∀t .

Esto último implica que la covarianza Γ es igual a la
correlación ρ.
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Ejemplo (Series Trigonométricas)
Podemos construir un proceso estacionario superponiendo
componentes armónicas Ak sen(2πωk t + φk ) con distintas
frecuencias ωk , amplitudes Ak (aleatorias) y fases φk
(aleatorias):

X (t) =
m∑

k=1

Ak sen(2πωk t + φk ).

Usando la identidad trigonométrica

sen(α + β) = senα cosβ + cosα senβ

obtenemos
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Ejemplo (Series Trigonométricas)

X (t) =
m∑

k=1

Ak sen(2πωk t + φk )

=
m∑

k=1

Ak
(

sen(2πωk t) cosφk + senφk cos(2πωk t)
)

=
m∑

k=1

(
ak sen(2πωk t) + bk cos(2πωk t)

)
con ak = Ak cos(φk ) y bk = Ak sen(φk ).
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Ejemplo (Series Trigonométricas)
Teniendo en cuenta que cos(2πωk t) = sen(2πωk + π/2)
cada componente armónica Ak sen(2πωk t + φk ) queda
representada como combinación lineal de dos
componentes armónicas elementales con fases 0 y π/2.
Podemos recuperar amplitud y fase usando

Ak = (a2
k + b2

k )1/2; φk = arctan(bk/ak ).
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Ejemplo (Series Trigonométricas)
Una tercera representación de la serie, llamada la
representación compleja, se basa en la identidad

sen θ =
eiθ − e−iθ

2i

que resulta de la relación de deMoivre: eiθ = cos θ + i sen θ.
Tenemos

Ak sen(2πωk t + φk ) =
Ak

2i

(
ei2πωk teiφt − e−i2πωk te−iφt

)
=

Akeiφk

2i
ei2πωk t − Ake−iφk

2i
e−i2πωk t

= ckei2πωk t + cke−i2πωk t
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Ejemplo (Series Trigonométricas)
Usando la notación c−k = ck

X (t) =
∑
±k

cke2πωk t

con ck = Ak
2i eiφk para k ≥ 0, c−k = ck y ωk = −ωk

Por cada componente armónica con frecuencia 2πωk , la
representación compleja tiene dos componentes
armónicas, con frecuencias 2πωk y −2πωk .
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Ejemplo (Series Trigonométricas)
Como |ck | = Ak/2, la amplitud original se divide a partes
iguales entre las dos componentes armónicas complejas
ei2πωk t , e−i2πωk t . La condición c−k = ck garantiza que la
serie es real.

Es fácil obtener que la covarianza de este proceso es

Γ(s, t) =
m∑

k=1

σ2
k cos(2πωk |t − s|),

que es la suma de componentes periódicas con pesos
proporcionales a las varianzas σ2

k .
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Teorema
La función de correlación ρ(t) de un proceso estacionario
tiene las siguientes propiedades

1 ρ(t) = ρ(−t)
2 |ρ(t)| ≤ 1
3 |ρ(t + h)− ρ(t)|2 ≤ 2Re[ρ(0)− ρ(h)]

4 ρ(t) es definida no-negativa: Para cualesquiera
t1, t2, . . . , tn ∈ R y z1, . . . zn ∈ C tenemos

n∑
j=1

n∑
k=1

ρ(tj − tk )zjzk ≥ 0.
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Demostración. (3) Usando la desigualdad de Schwarz
tenemos

|E(X (0)[X (t + h)− X (t)])|2 ≤ E |X (0)|2 E |X (t + h)− X (t)|2

A partir de esta relación obtenemos

|ρ(t + h)− ρ(t)|2 ≤ E |X (t + h)− X (t)|2.

Ahora

E |X (t + h)− X (t)|2 = E([X (t + h)− X (t)][X (t + h)− X (t)])

= 2ρ(0)− ρ(−h)− ρ(h)

= 2Re(ρ(0)− ρ(h))

donde usamos (1).
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Demostración. (4) Tenemos

n∑
j=1

n∑
k=1

ρ(tj − tk )zjzk =
n∑

j=1

n∑
k=1

zjzk E(X (tj)X (tk ))

= E
( n∑

j=1

zjX (tj)
n∑

k=1

zkX (tk )
)

= E
(∣∣∣ n∑

j=1

zjX (tj)
∣∣∣2) ≥ 0.

�
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Observación

1 La propiedad (3) implica que la función de correlación
es continua si y sólo si es continua en 0.

2 Un proceso X (t) es continuo en media cuadrática (o en
L2) si

E |X (t + h)− X (t)|2 → 0 cuando h→ 0.

La demostración del inciso (3) del teorema anterior
dice que un proceso estacionario es continuo en media
cuadrática si y sólo si su covarianza (correlación) es
continua en 0.
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Teorema (Bochner)
Una función C(h) es continua, definida no-negativa con
C(0) finito si y sólo si existe una función acotada
no-decreciente F (λ) tal que

C(h) =

∫ ∞
−∞

eiλhF (dλ), t ∈ R.

La demostración de este teorema se puede ver el libro de
Cramér & Leadbetter.
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Como consecuencia de los dos teoremas anteriores, si
(X (t), t ∈ T ⊂ R) es un proceso estacionario con función
de covarianza Γ(h) entonces existe una función acotada
no-decreciente F tal que

Γ(h) =

∫ ∞
−∞

eiλh F (dλ). (6)

(6) se conoce como la representación espectral de la
covarianza y F es la distribución espectral.
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Como
Γ(0) = σ2 =

∫ ∞
−∞

F (dλ)

F es una función de distribución (de una medida de
probabilidad) si y sólo si la varianza del proceso vale 1.

Si F es absolutamente continua su derivada f = F ′ se
conoce como la densidad espectral del proceso y la
representación es

Γ(h) =

∫ ∞
−∞

eiλhf (λ) dλ. (7)
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Como
Γ(0) = σ2 =

∫ ∞
−∞

f (λ) dλ

la densidad espectral se puede considerar como las
distribución de la varianza σ2 del proceso en función de
las frecuencias.
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Vamos a considerar un proceso de la forma

X (t) =
n∑

j=−n

ξjeiωj t , t ∈ R (8)

donde ω0 = 0, ω±1, . . . , ω±n son frecuencias fijas y las ξj son
variables aleatorias con valores complejos.

¿Qué propiedades deben tener las variables ξi para que
este proceso sea real y (débilmente) estacionario?
Para que el proceso sea real es necesario que las
frecuencias sean simétricas respecto a 0, es decir,
ω−j = −ωj , y las variables ξj deben satisfacer la propiedad

ξ−j = ξj , j = 0,±1, . . . ,±n. (9)
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Para ver las condiciones relativas a la estacionaridad
calculamos los momentos de X : El primer momento debe
ser constante, digamos que vale m:

E(X (t)) = m =
n∑

j=−n

E(ξj)eiωj t ,

y a partir de esta expresión vemos que los coeficientes
E(ξj) son los coeficientes de Fourier de la función constante
m. Por lo tanto

E(ξj) = lim
T→∞

1
2T

∫ T

−T
me−iωj t dt .
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Como m es constante, un cálculo sencillo muestra que

E(ξ0) = m, y E(ξj) = 0 para j 6= 0.

Podemos suponer que m = 0 o equivalentemente podemos
considerar el proceso centrado X (t)−m, de modo que la
condición anterior es ahora E(ξj) = 0 para j = −n, . . . ,n.
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Calculemos ahora la covarianza de X :

Γ(t + h, t) = E(X (t + h)X (t)) = E
[ n∑

j=−n

ξjeiλj (t+h)
n∑

j=−n

ξjeiλj t
]

= E
[ n∑

j=−n

n∑
k=−n

ξjξkei(λj−λk )teiλj h,
]

=
n∑

j=−n

E[|ξj |2]eiλj h +
n∑

j=−n

∑
k 6=j

E[ξjξk ]ei(λj−λk )teiλj h.

(10)

Si queremos que esta expresión sólo dependa de h, la
segunda suma debe anularse y para ello es necesario que

E(ξjξk ) = 0 para j 6= k , (11)

es decir, las variables ξj deben ser no-correlacionadas.
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Obtenemos

Γ(h) =
n∑

j=−n

E(|ξj |2)eiωj h, h ∈ R. (12)

Si definimos
F (x) =

∑
j:ωj≤x

E(|ξj |2)

entonces (12) es

Γ(h) =

∫ ∞
−∞

eiωh F (dω), h ∈ R,

Vemos que el espectro está concentrado en las frecuencias
ωj , j = −n, . . . ,n con valores E |ξj |2.
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Definición
Sea ζ(t) un proceso aleatorio centrado y con segundo
momento finito. Decimos que este proceso tiene
incrementos ortogonales si para cualesquiera
t1 < t2 ≤ t3 < t4 se tiene que

E([ζ(t4)− ζ(t3)][ζ(t2)− ζ(t1)]) = 0
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Teorema (Cramér)
Sea X (t) un proceso débilmente estacionario, centrado con
función de covarianza Γ(h) continua en 0 y función de
distribución espectral F (λ). Existe un proceso ζ(λ) con
incrementos ortogonales tal que para cada t fijo tenemos la
representación espectral

X (t) =

∫ ∞
−∞

eitλ dζ(λ)

donde la integral estocástica se define como una integral en
media cuadrática. El proceso ζ(λ) está definido salvo por
una constante aditiva. Si fijamos ζ(−∞) = 0 entonces

E ζ(λ) = 0, E |ζ(λ)|2 = F (λ), E |dζ(λ)|2 = dF (λ) = f (λ)dλ.
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Consideremos H(X ), el espacio de Hilbert generado por las
variables X (t) para todo t ∈ R. Los elementos de H(X ) son
las combinaciones lineales finitas de la forma

α1X (t1) + · · ·+ αnX (tn),

y los límites en media cuadrática de sucesiones de
combinaciones de este tipo. El producto interno de dos
elementos η1, η2 de H(X ) es

〈η1, η2〉 = E(η1η2).

y, como es usual, consideramos idénticas a dos variables
aleatorias en H(X ) que tengan distancia 0, con la distancia
inducida por el producto interior.
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Consideramos ahora otro espacio de Hilbert, L2(F ), el
conjunto de las funciones g(λ) con valores complejos tales
que la integral de Lebesgue-Stieltjes∫ ∞

−∞
|g(λ)|2dF (λ) (13)

existe y es finita. Llamaremos H(F ) a este espacio de
Hilbert con producto interno

〈g1,g2〉 =

∫ ∞
−∞

g1(λ)g2(λ) dF (λ). (14)

De nuevo, consideramos idénticos dos elementos cuya
distancia sea cero.
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Ahora establecemos una correspondencia entre H(X ) y
H(F ) en varias etapas.

Para cada real t , sean

X (t) ∈ H(X ) y eiλt ∈ H(F )

los elementos asociados por esta correspondencia. Por el
teorema de Bochner tenemos que

E X (t)X (s) =

∫ ∞
−∞

eiλ(t−s)dF (λ) =

∫ ∞
−∞

eiλteiλsdF (λ),

de modo que se preservan los productos internos.
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Extendemos la correspondencia a las combinaciones
lineales haciendo que los elementos

η = α1X (t1) + · · ·+ αnX (tn) (15)

g(λ) = α1eiλt1 + · · ·+ αneiλtn (16)

estén asociados por esta correspondencia. De nuevo el
teorema de Bochner muestra que los productos internos se
conservan, de modo que si los pares η1, η2 y g1,g2 están
asociados entonces

〈η1, η2〉 = 〈g1,g2〉 (17)

y en consecuencia también se tiene que

E |η1 − η2|2 =

∫ ∞
−∞
|g1(λ)− g2(λ)|2 dF (λ). (18)
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Sea ahora η1, η2, . . . una sucesión de v.a. de la forma (15)
que converge en media cuadrática a una variable aleatoria
η y sea g1,g2, . . . la sucesión de funciones de la forma (16)
asociadas a las ηi , i ≥ 1. Tenemos que

E |ηm − ηn|2 =

∫ ∞
−∞
|gm(λ)− gn(λ)|2 dF (λ).

y por lo tanto la sucesión (gn) es una sucesión de Cauchy y
converge a un elemento g ∈ H(F ).

Extendemos la correspondencia asociando los elementos
η ∈ H(X ) y g ∈ H(F ).
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Todo elemento de H(X ) es el límite en media cuadrática de
una sucesión de elementos de la forma (16).

De manera similar, todo elementos de H(F ) es el límite en
media cuadrática de un elemento de la forma (17).

De esta manera hemos extendido la correspondencia a
todos los elementos de H(X ) y H(F ) y por la propiedades
de la convergencia en media cuadrática las relaciones (17)
y (18) valen para todos los elementos de los espacios de
Hilbert considerados, de modo que se conservan los
productos internos y las distancias, y la correspondencia
es 1-1.
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La función g(λ) = 1(−∞,0](λ) está en H(F ) y para cualquier
real λ0, g(λ− λ0) también.

Llamemos ζ(λ0) al elemento de H(X ) correspondiente a
esta última función.

El incremento ζ(λ1)− ζ(λ0) corresponde a
g(λ− λ1)− g(λ− λ0).

Si λ0 < λ1 esta función es 1(λ0,λ1](λ).
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Si (λ0, λ1) y (λ2, λ3) son intervalos disjuntos, a partir de la
conservación de los productos internos se tiene que

E([ζ(λ3)− ζ(λ2)][ζ(λ1)− ζ(λ0)])

=

∫ ∞
−∞

[g(λ− λ3)− g(λ− λ2)][g(λ− λ1)− g(λ− λ0)] dF (λ)

= 0,

de modo que ζ(λ) es un proceso con incrementos
ortogonales.
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Haciendo λ3 = λ1 y λ2 = λ0 obtenemos

E |ζ(λ1)− ζ(λ0)|2 = F (λ1)− F (λ0),

E |ζ(λ0)|2 = F (λ0).

A partir de estas relaciones es sencillo demostrar, usando la
continuidad por la derecha de F , que ∆ζ(λ) = ζ(λ)− ζ(λ−)
es una variable aleatoria tal que E |∆ζ(λ)|2 = ∆F (λ). Por lo
tanto este proceso satisface las relaciones (3).
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Sea ahora −A = λ1 < λ2 < · · · < λn+1 = A una partición
del intervalo (−A,A). La variable aleatoria

η =
n∑

j=1

eitλj (ζ(λj+1)− ζ(λj))

corresponde a la función

g(λ) =
n∑

j=1

eitλj 1(λj ,λj+1](λ).
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Si hacemos A tender a infinito de modo que la distancia
máxima entre valores consecutivos de λj tiende a cero, g(λ)
converge en media cuadrática a eiλt ∈ H(F ), mientras que
η converge en media cuadrática a la integral∫ ∞

−∞
eiλtdζ(λ) ∈ H(X ),

de modo que estos límites son elementos correspondientes.
Pero ya sabemos que que la función eiλt corresponde a
X (t), y como la correspondencia es 1-1 tenemos

X (t) =

∫ ∞
−∞

eiλtdζ(λ),

y con esto concluye la demostración del teorema.
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Como consecuencia de la ortogonalidad de los incrementos
de ζ y las relaciones (3) tenemos la siguiente relación

E ζ(dλ)ζ(dµ) =

{
F (dλ), si λ = µ,

0, si λ 6= µ.
(19)
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Usaremos a continuación esta relación para obtener la
representación espectral de la covarianza a partir del
resultado del teorema:

Γ(h) = E X (t + h)X (t)

= E
(∫ ∞
−∞

eiλ(t+h)ζ(dλ)
)(∫ ∞

−∞
eiµtζ(dµ)

)
= E

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

eiλ(t+h)e−iµtζ(dλ)ζ(dµ)

=

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

eiλ(t+h)e−iµt E ζ(dλ)ζ(dµ)

=

∫ ∞
−∞

eiλhF (dλ).
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