CAPITULO 3

Variables Aleatorias

3.1. Introduccion.

A la realizacién de un experimento aleatorio le hemos asociado un modelo matemaético representado
por un espacio de probabilidad (2, F, P), donde © es el conjunto de resultados posibles del experimento,
F es la coleccién de eventos y P es una funcién que le asigna a cada conjunto en F un ntmero entre 0 y
1 que representa su probabilidad y satisface las condiciones de la seccién 1.2.

Con frecuencia estamos interesados en considerar funciones definidas sobre 2, es decir, correspon-
dencias que asocian a cada evento elemental un cierto valor. Por ejemplo, en los casos de muestreo que
hemos mencionado anteriormente, si tomamos una muestra de tamano n de los objetos producidos en
una fabrica, el espacio muestral correspondiente es

Q={(e1,...,en):,=061,i=1,...n}

donde e; = 0 indica que hemos extraido un objeto bueno la i-ésima vez y e; = 1 que hemos extraido uno

defectuoso y nos interesa la funcién
n

(ctreen) 3

i=1
que asocia a cada evento elemental el niimero de objetos defectuosos que contiene la muestra respectiva.
Anélogamente, en el caso del error de redondeo, supongamos que debemos efectuar un calculo del tipo

y=p(x1,22,...,2k) (3.1)
donde ¢ : R*¥ — R y que cada una de las magnitudes 1,25, ..., ) se calcula a su vez con un cierto
error de redondeo, es decir que en lugar de valores exactos x1, o, ..., X, obtenemos valores aproximados

T1,Z2,...,Tk, respectivamente:
T, = T; +0; (iZl,...,k‘)

donde 61, d2, ..., d; son los errores de redondeo.
Si en lugar de (3.1) calculamos

§=@(Z1,T2,...,%) = @(x1 — 01,2 — O2,..., T — Of)
cometemos un cierto error

y—y =91, z2,...,25) —@(x1 — 01,22 — 02, ..., 2% — Ok)
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que es funcién del evento elemental (d1,d2, ..., dx), considerado como elemento del espacio muestral
Q={(61,02,...,05):0; ER, (i=1,...k)}

Del mismo modo el lector puede verificar que en cada uno de los ejemplos que hemos considerado ante-
riormente, aparecen vinculadas a los problemas en cuestion ciertas funciones de los resultados obtenidos
en los experimentos aleatorios, es decir, funciones de los eventos elementales. Estas funciones se llaman
variables aleatorias.

Con frecuencia va a resultar de interés poder calcular la probabilidad de que una variable aleatoria
X tome valores en un intervalo I, es decir, nos interesa calcular la probabilidad del conjunto

{w: X(w) € I}

Pero esto sélo podemos hacerlo si este conjunto estd en F, ya que P esta definida inicamente sobre F, y
en principio, si X es cualquiera, este conjunto no tiene por qué estar en F. Por lo tanto exigiremos como
parte de la definicién de variable aleatoria, que para cualquier intervalo I C R el conjunto {w : X (w) € I'}
esté en F.

@ !

Figura 4.1

Definicién 3.1 Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad. Una funcién
X: Q=R

es una variable aleatoria real, o simplemente una variable aleatoria, si se cumple que para cualquier
intervalo I en R, el conjunto
{w: X(w) € I}

es un evento (es decir, estd en F).

Observamos que la definicién 3.1 no requiere realmente que X esté definida en un espacio de probabi-
lidad, basta con que esté definida en un espacio 2 que tenga asociada una o-algebra F de subconjuntos
de . En general, si g: Y — R y A es una g-algebra de subconjuntos de Y, decimos que g es medible si
para todo intervalo I C R, se tiene que

{w: X(w) € I} € A

Para definir el concepto de variable aleatoria vectorial, introducimos primero el concepto de intervalo
en R™.
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Definicién 3.2 Un intervalo en R™ es un conjunto de la forma:
{(x1,22,...,%m) @i € 1,29 € Iy ..., &y € Iy}
donde I3, I, ..., I,, son intervalos de la recta.

Observamos que en R?, un intervalo no es otra cosa que un rectdngulo con lados paralelos a los ejes
coordenados, y en R3, un paralelepipedo de aristas paralelas a los ejes coordenados.

Definicion 3.3 Una funcién
Y: Q-+ R™

es una variable aleatoria vectorial, o simplemente un vector aleatorio, si se cumple que para cualquier
intervalo I en R™, el conjunto
{w:Y(w) € I'}

es un evento (es decir, estd en F).

Frecuentemente denotaremos al conjunto {w : X (w) € I'} por {X € I} o por X~1(I), y lo llamaremos
la preimagen de I por la funcién X. La definicién dice que X es una variable aleatoria si la preimagen
por X de cualquier intervalo es un evento.

Por ejemplo, si F es la familia de todos los subconjuntos de €2, cualquier funciéon X definida sobre 2
es una variable aleatoria, ya que para cualquier intervalo I

XM D={w: Xw)el}cQ

y por lo tanto X ~1(I) € F. Si en cambio F no es la familia de todos los subconjuntos de €, una funcién
definida sobre 2 no tiene por qué satisfacer la definicién de variable aleatoria. Como ejemplo consideremos

Q=1{1,2,3,4,5,6}, F =10,{1,3,5},{2,4,6},Q}
y la funcién X (w) = w. X no es una variable aleatoria, porque, por ejemplo,
X7H([0,3/2]) = {1} ¢ F.
Ejemplos

1. Sea ¢ un ndmero real, la funcién X definida por X (w) = ¢ para todo w es una variable aleatoria,
ya que para cualquier intervalo I,

Q, sicel

{w:X(w)EI}:{@ Gedl

y tanto £ como () son siempre eventos. Esta es una variable aleatoria constante.

2. Sea ¢ un ndmero real y definamos la funcién X : R — R por X (w) = w + ¢. En este caso el espacio
de probabilidad sobre el cual estd definida la funcién X es (R, B, P) donde B son los conjuntos de
Borel y P es alguna probabilidad definida sobre B. Sea I algtn intervalo en R,

{w: Xwel}={w:w+cell={w:wel-c}=1-c
donde, si A es un conjunto cualquiera y ¢ una constante, definimos
A+c={z:z=a+c, ac A}.

Por lo tanto, la preimagen de cualquier intervalo I por X es otro intervalo que se obtiene trasladando
I una distancia —c. Pero como todo intervalo es un conjunto de Borel vemos que

{w: X(w)yel}eB

y X es una variable aleatoria.
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3. Sea A un evento (A € F). Definimos X por

X (w) 1, siwed
w) =
0, siw¢gA

Observamos que el evento A ocurre si y sélo si X (w) = 1. Ademds si I es un intervalo tenemos que

Q, si0,el, 1€l
si0g¢l, 1el
si0el, 1¢1
0, si0¢l, 1¢1

{w: X(w)el}= ’

y por lo tanto este conjunto siempre esta en F y X es una variable aleatoria.

Esta variable aleatoria se conoce como la variable indicadora o funcién indicadora de A porque el
valor de X nos dice si A ocurri6é o no. Las notaciones usuales son 14 0 x4.

Reciprocamente, si X es una variable aleatoria sobre un espacio de probabilidad (€2, F, P) que sélo
toma los valores 1 y 0, entonces X es la variable indicadora del evento

A={w: X(w) =1}

3.2. Operaciones con Variables Aleatorias.

Esta seccion estd destinada a probar que si se efectuan las operaciones usuales con variables aleatorias,
se obtienen nuevas funciones que también son variables aleatorias.

Recordemos que la familia de conjuntos de Borel en R™ es la menor o-dlgebra que contiene a todos
los intervalos abiertos. El siguiente lema serd de utilidad.

Lema 3.1 Sea X : Q — R™ una funcion. X es una variable aleatoria si y sdlo si la preimagen de
cualquier conjunto de Borel es un evento, es decir

X YB)yeF para todo B € B (3.2)

donde B denota la familia de conjuntos de Borel.

Demostracién. Puesto que los intervalos son conjuntos de Borel, si se cumple (3.2) se cumple que la
preimagen de cualquier intervalo es un evento, y por lo tanto X es una variable aleatoria.
Reciprocamente, supongamos que la preimagen por X de cualquier intervalo es un evento. Tenemos
que probar que la preimagen de cualquier conjunto de Borel también es un evento.
Consideremos la familia D de subconjuntos de R definida por

D={DcR™: X YD)eF}
o sea que D es la familia de los conjuntos D C R™ cuya preimagen por X es un evento. Tenemos:
(I) R™ €D, yaque X }(R™)=Q € F.
(I) D eD = D° €D yaque

X YD) ={w: X(w)e D} ={w: X(w)¢ D}
={w: X(w) € D}* = (X"1(D))°

y este tltimo conjunto estd en F porque X ~*(D) € F y F es una o-algebra.
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(IIT) Sea {D,,,n > 1} una sucesién de conjuntos en D, entonces
U, D, € F
ya que

XUy Dy) = {w: X(w) € UpZ, Dy}
=U2 {w: X(w) € D, }
=U2, X Y(D,) e F.

Es decir, hemos demostrado que D es una o-algebra, y como hemos supuesto que contiene a los intervalos
abiertos, D debe contener a la menor o-algebra que contiene a los intervalos abiertos, que es justamente
B. Por lo tanto

BeB=BeD=X'B)eF

que es lo que queriamos probar. |

Consideremos ahora la siguiente situacion
X
OS5 R™ -5 R

es decir que X es una funcién de 2 en R™ y g una funciéon de R™ en R. En 2 tenemos la o-dlgebra de
eventos F y en R™ la o-dlgebra de conjuntos de Borel B. Definimos la funcién compuesta Y : Q@ — R
mediante

Lema 3.2 Con las notaciones anteriores, si X es una variable aleatoria y g es una funcion medible, Y
también es una vartable aleatoria.

Demostracion. Para probar que Y es una variable aleatoria, tenemos que ver que la preimagen de
cualquier intervalo I es un evento, es decir, estd en F (ver fig. 4.2). Tenemos:

YU = {Y €I} = {w: g(X(w) € T}
—{w: X(w) e g7 (1)} = X1 (g™ (1),

Dado que g es una variable aleatoria, g~ (I) € B, y como X también lo es, usando el lema 4.1 obtenemos
X Yg ') e F.

Observacion 3.1 En el lema anterior X es una variable aleatoria vectorial, que toma valores en R™, y
por lo tanto se puede escribir

X(w) = (X1(w), Xa(w),..., XmWw))

donde cada una de las X;, ¢ =1,..., m es una funcién

y por lo tanto también podemos escribir
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Figura 4.2

Lema 3.3 Las siguientes condiciones son equivalentes
1l {w: X(w)el}eF para todo intervalo I C R.
{w: X(w)<c}eF para todo ¢ € R.
{w: X(w)<cteF para todo ¢ € R.
X(w)>cteF para todo ¢ € R.

——
&

{w: X(w)>c}eF para todo ¢ € R.
y por lo tanto cualquiera de estas condiciones puede ser utilizada en la definicion de variable aleatoria.

Demostracion. Como
{X<ce}={X>c} y {X>c}={X<¢}

es inmediato que 2 < 5 y 3 < 4. Veamos que 2 < 3. Supongamos que 2 es cierto, como

{ch}ﬁ{X<c+71L}

n=1

y cada uno de los conjuntos de la interseccién en el segundo miembro estd en F (por 2), concluimos que
3 es cierto. Reciprocamente, si 3 es cierto, como

{X<C}:D{ch_i}

n=1

se obtiene que 2 es cierto.
Hemos visto hasta ahora que las cuatro dltimas condiciones son equivalentes entre si. Veamos ahora
que también son equivalentes a la primera. Si 1 es cierta, escribiendo

{X <} = G{c—n§X<c—n—|—1}

n=1

vemos que los conjuntos que aparecen en la unién estan en la o-algebra F, de donde concluimos que
{X < ¢} € F. Por lo tanto 2 es cierta, y como consecuencia 3, 4 y 5 también.

Finalmente, supongamos que 2, 3, 4 y 5 son ciertas; es ficil ver que, para cualquier intervalo I, el
conjunto {X € I} se puede escribir en base a los conjuntos que aparecen en las condiciones 2, 3, 4 y 5
usando uniones e intersecciones. Por ejemplo, si I = [a, b) entonces

{w: Xw)ell={w:a<Xw)<c}={w:a < Xw)}N{w: X(w) < c}.
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Por lo que hemos supuesto, los conjuntos del segundo miembro estan en F, y por las propiedades de F
concluimos que

{w: X(w)el}teF
para todo intervalo I C R. [ |

Proposicion 3.1 La suma de dos variables aleatorias también es una variable aleatoria.

Demostracién. Observamos que la desigualdad
Xi1+Xo<e
es cierta si y sélo si existe algun racional r tal que
Xi<r vy r<c— X
por lo tanto, si Q es el conjunto de los numeros racionales, podemos escribir

{w: X1 (w) + Xa(w) < c} = U{w Xi(w) <rin{w:r <c— Xo(w)}
reQ

= J{w: Xiw) <r}nfw: Xo(w) <e—r}
reQ

Pero como X; y X5 son variables aleatorias, por el lema 3.3 los conjuntos que aparecen en el segundo
miembro estdn en F, y por lo tanto también esta su unién. |

De manera similar se puede demostrar que el producto, el cociente, etc. de variables aleatorias da
como resultado variables aleatorias.
Antes de enunciar el préximo resultado recordamos la definicién de funcién mondétona.

Definicién 3.4 Decimos que g : R — R es creciente (resp. decreciente) si se cumple que 21 < o9 =
g(x1) < g(x2) (resp. g(z1) > g(z2)). Si en lugar de la desigualdad en sentido amplio (<, >) ponemos
en sentido estricto (<,>), decimos que g es estrictamente creciente (resp. estrictamente decreciente).
Decimos que g es mondtona cuando es creciente o decreciente.

Proposiciéon 3.2 Sea X : Q — R una variable aleatoria y g : R — R una funcién mondtona. Entonces
Y : Q — R definida por Y(w) = g(X(w)) también es una variable aleatoria.

Demostracion. Supondremos que g es creciente. La demostracién para el caso decreciente es andloga.
Por el lema 4.2 es suficiente demostrar que g es una funciéon medible, es decir, que para cualquier intervalo
I C R se tiene que {z € R : g(z) € I} es un conjunto de Borel, pero por el lema 3.3 sabemos que es
suficiente demostrar que para cualquier ¢ € R se tiene que

{zeR:g(z) <c} €B.

Consideremos primero un caso particular: supongamos que la funcién g es continua y estrictamente
creciente. Se pueden presentar tres casos:

(A) La funcién siempre es mayor que c. En este caso el conjunto que nos interesa es vacio y por lo tanto
estd en B.

(B) La funcién siempre es menor que c. Entonces el conjunto que nos interesa es R y estd en B.

(C) Existe un tnico punto y € R tal que ¢g(y) = ¢ (ver Figura 4.3) y entonces el conjunto que nos interesa
esta formado por los puntos que estan a la izquierda de y, sin incluir a y, es decir

{zeR:g(z) < c} =(—00,y)

y este conjunto estd en B, con lo cual hemos probado que g es una variable aleatoria.
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Y z
Figura 4.3

En general esto no ocurre para una funcién monétona cualquiera ya que el punto y puede no existir
si la funcién es discontinua, o puede no ser Unico, si la funcién no es estrictamente creciente (Figura 4.4).

o . o)
c c
Figura 4.4
Para resolver este problema definimos
y=sup{z € R:g(z) < c}.
Siye{zeR:g(z) < c} entonces
{zeR:g(z) <c}=(—o0,yl € B
mientras que si y ¢ {z € R: g(z) < ¢} entonces
{z€eR:g(z) <c}=(—o0,y) €B
y esto termina la demostracién. |

3.3. Distribucin de una Variable Aleatoria

Consideremos un espacio de probabilidad (€2, F, P) sobre el cual hemos definido una variable aleatoria
X con valores reales. Si A es un intervalo de R y queremos calcular la probabilidad de que la variable X
tome valores en A, tenemos que considerar el conjunto {w : X (w) € A} = X~1(A), que es la pre-imagen
de A por la funcin X. Como la funcin X es medible, este conjunto est en la coleccin F de los conjuntos
medibles y en consecuencia podemos calcular su probabilidad. Por lo tanto, si A es un intervalo

P(X € A)=P{weQ: X(w) € A}) = P(X1(A)). (3.3)
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Es posible demostrar que esta definicin tambin funciona para conjuntos ms complicados. Si llamamos B
a la o-lgebra generada por los intervalos de R (como mencionamos anteriormente, 3 se conoce como la
o-lgebra de Borel y sus conjuntos son los borelianos de R) entonces la relacin (3.3) vale para todo A € B.

Esta relacin nos permite definir una (medida de) probabilidad Py sobre (R, B) inducida por la variable
X, de la siguiente manera: Para todo A € B,

Px(A)=P(X € A)=PH{weQ: X(w) € A}). (3.4)

Esta (medida de) probabilidad se conoce como la distribucin o la ley de X y en ocasiones se usa la notacin
L(X). Esta probabilidad contiene toda la informacin probabilstica sobre la variable X.

3.4. Funcion de Distribucion.

Definicién 3.5 Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad y X : 2 — R una variable aleatoria. Llamare-
mos funcién de distribucién de la variable aleatoria X a la funcién F' definida por

F(z) = P{w: X(w) <z}) = P(X <uz).

En algunas ocasiones, para resaltar que F' es la funcién de distribuciéon de X, escribiremos F'x en lugar
de F.

Proposicion 3.3 Si F es una funcion de distribucion, satisface las siguientes propiedades:
1. F es creciente (en sentido amplio).
2. lim,_,_ F(x) =0, lim, 1o F(x) = 1.
3. F' es continua por la derecha.

Demostracién. Sea F' la funcién de distribuciéon de la variable aleatoria X.

1. Si 21 < a2 entonces

F(Z‘Q)—F(Z‘l):P(X§$2)—P(X§$1):P(Jfl<X§]}2)>O

2. Sea {x,} una sucesién decreciente de nimeros reales, z,, — —oo. Entonces, la sucesién de eventos
{w: X (w) < x,} es una sucesién decreciente y ademds

ﬂ{w X (w) <zp}=0.
n=1

Por lo tanto
lim F(z,)= EIEI Pl{w: X(w) <z,}) =P =0.

n——oo

Esto prueba que lim,,—, _ o, F'(2,,) = 0. Del mismo modo, si {z,, } es una sucesion creciente y x,, — 0o,
la sucesién de eventos {w : X (w) < x,} es creciente y

Ufw: X(w) <z} =0

Por lo tanto
lim F(z,)= lim P{w: X(w) <z,}) =P(Q)=1.

n—oo n—oo

Esto prueba que lim,,_,o F'(z,) = 1.
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3. Para probar que F' es continua por la derecha en todo punto, basta probar que si {z,} es una
sucesion decreciente que tiende a a, entonces

lim F(x,)= F(a).

n—oo

Veamos esto:

(X <a} =(){X <aa}

y puesto que {X < z,} es una sucesién decreciente de eventos, resulta

lignF(xn) = lignP(X <x,)=P(X <a)=Fla).

Reciprocamente, si una funcién F' : R — [0, 1] satisface las propiedades 1, 2 y 3 se puede demostrar
que F' es la funcién de distribucién de una variable aleatoria. Para esto basta tomar Q@ = R, F = la
familia de conjuntos de Borel de R y definir la probabilidad P de modo que

P((a,b]) = F(b) - F(a)

(la demostracién de la existencia de esta probabilidad P escapa al contenido de este texto). Entonces, F'
es la funcién de distribucién de la variable aleatoria X (w) = w, ya que

Fx(z)=P{w: X(w) <2}) = P{w:w <z}) = P((—o0,z]) = F(x).

Llamemos
F(a™) =lim F(x),
ztTa
el limite por la izquierda de F' en a. Tenemos que P(X < x) = F(z~) y en consecuencia la siguiente
proposicién.

Proposicion 3.4 Sea X una variable aleatoria con funcion de distribucion F. Entonces

P(X € (a,b]) = F(b) — F(a), (3.5)
P(X € [a,b]) = F(b) — F(a™), (3.6)
P(X € (a,b)) = F(b™) — F(a), (3.7)
P(X €a,b)) = F(b~) — F(a™) (3.8)

Demostracién. Veamos la demostracién de (3.6), las demds son similares:

P(X €ab]) = P(X <b) — P(X < a) = F(b) — Fa™)

Si ponemos ahora a = b = z en (3.6) obtenemos que
P(X=x)=F(z)—F(z7) (3.9)

de modo que la funcién de distribucién es continua en z si y sélo si P(X =z) = 0.
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3.5. Variables Aleatorias Discretas.

Definicién 3.6 Una variable aleatoria X es discreta si existe un conjunto finito o numerable de valores
{z,} tal que

Y P(X =um,) =1,

es decir, la probabilidad de que dicha variable tome valores fuera del conjunto {x,} es cero.

Por ejemplo, en los casos de muestreo que hemos considerado anteriormente, si
Q={(e1,...,en):¢, =061, i=1,...,n}

donde e; = 0 indica que la i-ésima extracciéon ha resultado en un objeto bueno y e; = 1 indica uno
defectuoso, la funcion X : Q — R definida por

X(el,eg,...,en)zz:ei

que representa el total de objetos defectuosos en la muestra, es una variable aleatoria discreta, ya que
s6lo toma valores en el conjunto {0,1,2,...,n}.
Para ver cémo es la funcién de distribucién de una variable aleatoria discreta consideramos

pn = P(X = z,).

Con frecuencia, la sucesién {p,} se denomina la funcién de probabilidad de la variable aleatoria X.
Entonces
Fx(@)=P(X<2)= Y pa

n:x, <

donde la suma se extiende a aquellos valores de n para los cuales z,, < z. La figura 4.5 (a) representa
una grafica tipica de la funcién de distribucion de una variable aleatoria discreta, mientras que la figura
4.5 (b) representa la funcién de probabilidad correspondiente.

F(x) Pn
14 1+
pi{
— SR Sl W M !
0 T; T 0 T; Tn,
(a) . (b)
Figura 4.5

Ejemplos

1. Lanzamos dos dados y llamamos X a la suma de los resultados. Esta suma puede tomar once valores
distintos y si suponemos que los dados son simétricos podemos calcular la probabilidad de cada uno

de ellos:

Ti: 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
12 3 4 5 6 5 4 3 2 1

DPit 3 3 36 36 36 36 36 36 36 36 36

El grafico correspondiente a esta funcion de probabilidad es el siguiente:
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Pn

6/36 -

1/36 TTIHHMT
23456789101112x"

Figura 4.6

La funcién de distribucion de esta variable se puede representar de la siguiente manera:

F(x)
1 e
18/36 1
6/36 - —
0' 23456789101112 x
Figura 4.7

2. Consideremos una caja que contiene seis fichas numeradas del uno al seis. Se extraen dos fichas

con reposicion y se observa el mayor de los nimeros. ;Cémo es la funcién de probabilidad de esta
variable? ;Cémo es, si el muestreo se realiza sin reposicién?

Estudiemos primero el caso de muestreo con reposicion. El espacio muestral correspondiente a este
experimento es el conjunto de pares (w1,ws), donde w; € {1,2,3,4,5,6} para i = 1,2. La variable
aleatoria X : 2 — R que estamos considerando esta definida por

X (wy,ws) = méx{wy, wa}

y toma valores en el conjunto {1,2,3,4,5,6}. Si suponemos que todas las fichas tienen la mis-
ma probabilidad de ser extraidas entonces todos los eventos elementales que componen el espacio
muestral son igualmente probables y su probabilidad es 1/36. Es fécil ahora calcular la funcién de
probabilidad de la variable aleatoria X:

x; 1 2 3 4 5 6
.1 3 5 7 9 11
Di: 36 3 36 36 36 36

y su representacion grafica se presenta en la figura 4.8.

P
11/36

1/36 ] 1 I ‘
1 2
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Figura 4.8

Veamos ahora qué sucede si el muestreo se realiza sin reposicion. El espacio muestral es ahora el
conjunto de pares
{(wi,w2) 1 wi €{1,2,3,4,5,6} y w1 # wa}
La variable
X (w1, ws) = méx{wy, wa}

ahora toma valores en el conjunto {2,3,4,5,6}.

Nuevamente suponemos que todas las fichas tienen la misma probabilidad de ser extraidas, de
modo que los eventos que componen el espacio muestral tienen probabilidad 1/30. La siguiente
tabla representa la funcién de probabilidad de la variable aleatoria X

Ti: 2 3 4 5 6

.2 4 6 8 10
Di: 350 30 30 30 30

y su representacién grafica es:

DPn
10/30 -
2/30 - T
0" 1 2 3 4 5 6,

Figura 4.9
A

3. Se lanza al aire una moneda repetidamente y se observa en cuél de los lanzamientos la moneda cae
aguila por primera vez. Hallar la funcién de probabilidad de esta variable.

» Si A denota aguila y S sol, cada evento elemental es una sucesién infinita de estos simbolos:
w=(AAA A S A A S, S, S,...)

y la variable aleatoria que estamos considerando le asigna a cada evento elemental el ntmero
correspondiente al lugar de la primera A. Por ejemplo:

X(S,S,8,A,A,8,A,...)=4

Observamos que X puede tomar como valor cualquier entero positivo, y por independencia podemos
calcular su funcién de probabilidad:

P(X=1)= 1+ P(X_2)_;;_(;)2,

y en general X = n si y s6lo si los n — 1 primeros lanzamientos resultaron en .S y el n-ésimo en A,
lo cual tiene probabilidad

Como

la variable aleatoria X es discreta y toma valores sobre el conjunto numerable {1,2,3,...}. A
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4. Consideremos ahora la situacién en la que elegimos al azar un nimero en el intervalo [0,1) y
definimos X (w) como la tercera cifra en el desarrollo decimal de w. En este caso, los posibles valores
de X (w) son {0,1,...,9} y cada uno tiene probabilidad 1/10, es decir que

1
Pn ( T'L) 107 (n 077 79)
La grafica de la funcién de probabilidad es:
Pn
EEERRREEN
o' 1 2 3 4 5 6 7 & 9 T,
Figura 4.10

A continuacién vamos a considerar algunas de las distribuciones discretas mas importantes.

3.5.1. La Distribucién de Bernoulli

Esta es la distribucién mas sencilla y corresponde a una variable que toma sélo dos valores: 1 con
probabilidad p y 0 con probabilidad ¢ =1 — p.
Si A es un evento y definimos la funcidn indicadora de A por

1 siwed
1 =
Al) {O siw¢ A

Esta variable aleatoria vale 1 cuando A ocurre y 0 cuando no, es decir, nos indica cudndo ocurre A. Por
lo tanto 14 tiene distribucién de Bernoulli con p = P(A).

3.5.2. La Distribucién Uniforme

Una variable aleatoria con valores en el conjunto {z1, s, ..., z,} tiene distribucién uniforme si todos
los puntos z;, 1 < i < n tienen la misma probabilidad. Como hay n valores posibles esto quiere decir que

P(X = 332) =
Para un dado convencional tenemos z; =i, 1 <i <6.

3.5.3. La Distribucién Binomial.
Recordemos el caso de muestreo con reposicion, en el cual la variable que nos interesa especialmente

es el numero de defectuosos d,, que contiene una muestra de n elementos, es decir,

n

dp(e1,...,en) = Zei

=1

donde e; = 0 6 1, segun si el resultado de la i-ésima extraccién es un articulo bueno o defectuoso,
respectivamente. Hemos visto que la funcién de probabilidad de la variable aleatoria discreta d,, es

P(dn:k): (Z)pk(lp)nkpk,n (k:Oalv"'an)
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donde p es la probabilidad de obtener un objeto defectuoso en una extraccion.
En general, si una variable aleatoria discreta X tiene esta funcién de probabilidad decimos que X
tiene una distribucién binomial con pardmetros n y p. En este caso usaremos la notacién X ~ b(n,p)

Si p = 1/2 la funcién de probabilidad es simétrica con respecto a n/2, ya que en este caso P(d, =
k)=P(d, =n—k).

Probabilidad

Probabilidad

Ejemplo.

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25

015 020 0.25

0.10

0.00 0.05

Dist. Binomial con p=0.1, n=20

Probabilidad

L2

Valores

Dist. Binomial con p=0.5, n=20

0.05 0.10 0.15
I I I

0.00

el

Probabilidad

.,

T T T T
5 10 15 20

Valores

Dist. Binomial con p=0.8, n=20

0.05 0.10 0.15 0.20
1 1 1 1

0.00

1]

0 5 10 15 20

Valores

Figura 4.11 Distribucién binomial para n = 20 y tres valores de p.

Dist. Binomial con p=0.5, n=10

|
.

-.
—e

Probabilidad

Valores

Dist. Binomial con p=0.5, n=20

ol

Probabilidad

..

T T T T
5 10 15 20

Valores

Dist. Binomial con p=0.5, n=40

0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12

.

0 10 20 30 40

Valores

Figura 4.12 Distribucién binomial para p = 0.5 y tres valores de n.

Se extraen con reposicién cinco cartas de un juego de barajas. Sea X el nimero de diamantes en la
muestra. ;Cudl es la probabilidad de que haya exactamente dos diamantes entre las cinco cartas?
;,Cudl es la probabilidad de que haya a lo sumo dos diamantes?

» Para responder la primera pregunta queremos calcular P(X = 2), y como la probabilidad de obtener
un diamante en cada extraccién es 1/4 tenemos:

() (3) (3) —oao
P(X<2)=P(X=0)+P(X =1)+P(X =2)

SOIORHIOI0)

=0.237+0.396 + 0.264

Para la segunda pregunta tenemos que:

= 0.897

+

) () (5
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Podemos obtener una relacién recursiva entre los términos de la distribucién. Si X ~ b(n, p) tenemos

P(X =k+1)= (k z 1)pk+1(1 —p)n Rt

n! k+1 n—k—1
= . 1 -
T

_n-k_n !(1fp)p’“(1—p)”*’“

)

k+1Kk(n—k)
- Z;T(%)P(X = k). (3.10)

Podemos usar esta relacién comenzando en P(X = 0) = (1 — p)™ o en P(X = n) = p" para calcular los
valores de la distribucién.

3.5.4. La Distribucion de Poisson.

Decimos que la variable aleatoria X tiene distribucion de Poisson con pardmetro A, (A > 0) si

P(X =n)= %ef)‘

(n=0,1,2,...).
Esta relacién define efectivamente una funcién de probabilidad ya que, usando el desarrollo en serie de
Taylor de la funcién exponencial,

iP(X:n) :e_’\ig =e et =1,
n=0 n=0 "

y es otro ejemplo de una variable aleatoria que toma valores en un conjunto numerable. Usaremos la
notacién X ~ P(N\)

Esta distribucion tiene numerosas aplicaciones y gran interés en si misma, pero ademas es util como
aproximacién a la distribucién binomial para n grande y p pequeno, hecho que estudiaremos a conti-
nuacion.

Consideremos la distribucién binomial cuando n crece y p tiende a cero de manera tal que el producto
np permanece fijo. La distribucién binomial es

Pl = (Z)p’“(l —p)" = nn—1). k,(n L 1)pk(l —-p)"F

multiplicando numerador y denominador por n* y llamando u a np obtenemos

R

nn—1)---(n—k+1)u*

- nk ﬁ(l—p)n*l€
- (171) <1i><1kn1) %T(lip)nfk
B N Y (0 VA -
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Ahora bien, podemos escribir
(1= p)" = (1= p) 777 = (1= )]
pero por la definicién de e sabemos que
zlig(l)(l + )7 =e.
Por lo tanto, si ponemos z = —p obtenemos
lim (1~ p)" = lim[(1 = p) /7] ¥ =
Ademis

L -h0-y).-k
n— oo (l—p)k

ya que hemos supuesto que p — 0 cuando n — oo y mp = p permanece constante. Usando estos dos

resultados en (3.11) obtenemos
—u, k

I =2 F
nso Plom = T

Hemos demostrado el siguiente resultado.

Teorema 3.1 (de Aproximacion de Poisson) Sea X,, ~ b(n,p,) y supongamos que cuando n — oo,
Pn — 0 de modo que np,, permanece constante y es iqual a . Entonces, cuando n — oo

Mk
— U
pen=P(X,=k) > e " —.
’ k!
Dist. Poisson con lambda=1 Dist. Poisson con lambda=2 Dist. Poisson con lambda=5
0
&
= v
(o] -
S o S
& 4
S
o T k]
o g 2| g 2]
3 © 3 o 3 ©
© © ©
8 8 3
° o9 o [
o o - A o
- < F
- 8 |
s o S
3 |
I ; T I (
= ?ecccccoe S | teeocee s | TT-
T T T T T T T ° T T T T T T T o T T T T T T T
0 2 4 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10 12
Valores Valores Valores

Figura 4.13 Distribucién de Poisson para tres valores de .
Ejemplos.

1. Las llamadas que se reciben en una central telefénica por minuto tienen distribucién de Poisson con
parametro p = 4. Si la central puede manejar un maximo de seis llamadas por minuto, ;cudl es la
probabilidad de que la central sea insuficiente para atender las llamadas que llegan en un minuto?

» Sea X el nimero de llamadas que se reciben en un periodo de un minuto. Calculemos primero

6

6 —4,i
4
HXSQ:E?Q:Q:EBﬂ = 0.889
i=0 i=1 '

por lo tanto
P(X>6)=1—P(X <6)=1-0.889 = 0.11.
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2. Se toma una muestra de 400 fusibles fabricados usando un procedimiento que, en promedio, produce
1% de fusibles defectuosos. ;Cuél es la probabilidad de que, a lo sumo, haya 5 fusibles defectuosos
en la muestra?

» Sea X el numero de fusibles defectuosos en la muestra. Sabemos que X tiene una distribucién
binomial con n = 400, p = 0.01 y deseamos calcular

5 5
P(X<5) =) P(X=i)=)_ (430) (0.01)7(0.99)*00~

i=0 =0

y el célculo de esta suma es trabajoso. Por lo tanto utilizaremos la distribucién de Poisson con
parametro
w=mnp =400 x 0.01 =4,

para aproximar la distribucion binomial.

5

e~ 44i 2 43 4 g
P(X < = =4 1 4 J— I R
(X<5) ; a <+ +2+6+24+120>

= 0.785.

A

Para la distribucién de Poisson también hay una relacién recursiva que permite calcular sus valores.
Si X ~ P()\) tenemos
P(X=i+1) e \F/6+1)! X

P(X =1i) e M\i/il i1

es decir,

P(X=i+1)= H%P(X:i), i>0. (3.12)

3.5.5. La Distribucién Hipergeométrica.

Hemos visto que el problema relativo al niimero de componentes defectuosos obtenidos al realizar un
muestreo al azar con reposicién, nos lleva a una variable aleatoria con distribuciéon binomial.

Si realizamos un muestreo al azar pero sin reemplazar los componentes que son extraidos, la varia-
ble aleatoria que representa el nimero de componentes defectuosos tiene una distribucién distinta a la
binomial, que se conoce como distribucién hipergeométrica.

Supongamos que en total hay n objetos de los cuales r son de tipo I (por ejemplo, defectuosos) y n—r
son de tipo II (por ejemplo, en buen estado). Extraemos un grupo de k elementos de esta poblacién y
llamamos X a la variable aleatoria que representa el niimero de objetos de tipo I en la muestra. Queremos
calcular la funcién de probabilidad de X, es decir:

donde j puede ser cualquier entero entre 0 y el menor entre k y r. Para hallar esta probabilidad observamos
que el grupo de objetos que hemos escogido tiene j objetos de tipo I y n — j objetos de tipo II. Los de

tipo I se pueden escoger de (;) maneras distintas mientras que los de tipo II en (Z:;) maneras distintas.
Como cada seleccién de j objetos de tipo I se puede combinar con cualquier seleccién de (n — j) objetos
de tipo II tenemos que:

T n—r

() ()

(x)
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Usando propiedades de los niimeros combinatorios es posible reescribir la férmula anterior:

L)

()
Estas probabilidades estan definidas sélo si j es menor que r y k, pero si definimos:

(Z) =0 cuandob>a

las expresiones anteriores dan P(X = j) =0 cuando j > r 6 j > k.

Dist. Hipergeom. con n=15, r=10 Dist. Hipergeom. con n=20, r=10 Dist. Hipergeom. con n=30, r=10
< f 1=}
S 8
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8 4
s g
o | S
S
&
B ® g B o
he} 2 94 2
5 o | 5 ° 5 w©
S o g g =
8 E i s s
<} Qo [
& ~ o &2
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S ] e ©
8 |
{ ] . I
= D) T S Jeo? * oo g Je T ® o000
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0 2 4 & 8 10 0 2 4 & 8 10 0o 2 4 6 8 10

Valores Valores Valores

Figura 4.14 Distribuciéon Hipergeométrica para r = 10 y tres valores de n.
Ejemplo.

» Como ilustracién consideremos el ejemplo de una poblacién de 100 personas de las cuales 10 tienen
miopia. La probabilidad de que haya a lo sumo dos personas miopes en un grupo de 10 escogidos
al azar y sin reemplazo es:

2 (10\/ 90
(5) (o2y)

=0.94
j=0 (11000)

3.5.6. La Distribucién Geométrica

Consideremos un fusible eléctrico que no se deteriora con el paso del tiempo pero que se quema debido
a fallas en la corriente eléctrica que ocurren al azar pero en forma homogénea en el tiempo. El fusible
es observado cada dia y llamaremos X al nimero de dias que transcurren hasta que el fusible falla,
suponiendo que el dia cero el fusible es nuevo. Queremos hallar la funcién de probabilidades de X.

Igual que en el caso del tiempo de vida de un componente electrénico que estudiamos en el ejemplo
3.3.1, la idea de que el fusible no se deteriora con el paso del tiempo se puede expresar con mayor precisién
de la manera siguiente: si sabemos que el fusible no ha fallado antes o durante el dia n, es decir, X > n,
entonces la probabilidad de que no falle hasta después del dia n +m, P(X > n+ m|X > n) debe ser
igual a la probabilidad de que un fusible nuevo el dia n no falle hasta después del dia n + m.

Como las fallas eléctricas que hacen que el fusible se queme ocurren en forma homogénea en el tiempo,
esta probabilidad debe depender solamente del niimero de dias transcurridos, que es m, pero no de n.
Por lo tanto tenemos la ecuacién

P(X >n+m|X >n)=P(X >m)
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y usando la definicién de probabilidad condicional podemos reescribir esta identidad como
P(X>n4+m)=PX>n)P(X>m) nm=0,1,2,... (3.13)

Si hacemos n = m = 0 obtenemos
P(X >0)=(P(X >0))?
y por lo tanto P(X > 0) =06 1. Si P(X > 0) = 0 entonces P(X = 0) = 1, lo cual es imposible. Por lo
tanto, P(X > 0) = 1.
Llamemos p = P(X = 1), entonces
PX>1)=1-p

y usando (3.13) con m = 1 obtenemos
P(X>n+1)=(1-p)P(X >n).

Iterando en n obtenemos que
P(X >n)=(1—p)"

y por lo tanto

P(X =n)=P(X >n—1)— P(X >n)
=1-p"t=(1-p)"
=p(l—p)""

para n > 1.

Definicién 3.7 Decimos que la variable aleatoria Y tiene distribucion geométrica si su funcién de pro-

babilidad es
1—p)nt =0,1,2,...
P(Y —n) = p(1=p) n=012,..
0 para cualquier otro n

donde 0 < p < 1. Usaremos la notacién X ~ G(p) en este caso.

Observamos que en el ejemplo anterior la variable X tiene distribuciéon geométrica.

Dist. Geométrica con p=0.1 Dist. Geométrica con p=0.3 Dist. Geométrica con p=0.5
2 8 4 ©
o o ©
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& 4
g g g ©° g o
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o o - 4 o
8 8 o 8
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[ [ a ©
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: HM - | [T .
g | 8 | TT?’!C..------- 2 T$"ll-------
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Figura 4.15 Distribucién Geométrica para tres valores de p.
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3.5.7. La Distribucién Binomial Negativa.

Esta distribucion también se conoce como la Distribuciéon de Pascal y aparece en el contexto de una
sucesion de ensayos de Bernoulli con probabilidad de éxito p, cuando nos hacemos una pregunta similar
a la realizada para la distribucién geométrica, pero en lugar de preguntar por el nimero de ensayos
necesarios para lograr el primer éxito, preguntamos por el nimero de ensayos necesarios para lograr k
éxitos.

Sea X la variable descrita anteriormente. X vale n si y sélo si el k-ésimo éxito ocurre en el n-ésino
ensayo, esto es, en los primeros n — 1 ensayos hay k — 1 éxitos y en el n-ésimo ensayo hay un éxito. La
probabilidad de esto tltimo es p, mientras que la probabilidad de tener k — 1 éxitos en n — 1 ensayos es
una distribuciéon binomial:

n—1\ i1 nk
(i)

Como los ensayos son independientes, tenemos que la probabilidad P(X = n) es el producto de las dos

expresiones anteriores, es decir,
n—1\ . &
n) = .
) <k‘ — l)p 1

Ejemplo.

Un pescador va todos los dias al muelle y se queda pescando hasta que hayan pasado dos horas
o hasta que logre pescar un pez. Si la probabilidad de que no pesque nada es 0.6, jcudl es la
probabilidad de que tenga que esperar cinco dias para pescar tres peces?

» Sea X el numero de dias necesarios para pescar tres peces. Esta variable tiene distribucién binomial
negativa con parametros 3 y 0.4, por lo tanto

P(X =5) = (;) (0.4)3(0.6)* = 0.138

Dist. Binomial Neg. con p=0.5, k=2 Dist. Binomial Neg. con p=0.5, k=5 Dist. Binomial Neg. con p=0.5, k=10
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Figura 4.16 Distribucién Binomial Negativa con p = 0.5 para tres valores de k.

3.6. Variables Aleatorias Continuas.

Las variables aleatorias que hemos estudiado en las secciones anteriores tipicamente representan el
nimero de objetos que poseen una cierta propiedad, como por ejemplo el nimero de objetos defectuosos
en una muestra de tamano n.
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Hay muchas situaciones en las cuales las variables aleatorias que debemos considerar toman valores
continuos en lugar de discretos. Por ejemplo, en el capitulo anterior consideramos el tiempo de vida 1til
T de una maquina y obtuvimos, bajo ciertas condiciones especificas, que esta variable T satisface

P(T > x)=e %, para x > 0y algin A > 0.

Esta es una variable aleatoria que puede tomar cualquier valor real positivo, y por lo tanto no estd con-
centrada en un conjunto numerable de valores. Mas aun, para cualquier x > 0 se tiene que

P(T=z)=0 (3.14)

es decir, que la probabilidad de que la variable aleatoria tome cualquier valor fijo es 0.

En este caso, la funcién de distribucién de T es

siz <0

0,
F(z)=P(T <z)= —P(T>m)={1_e/\w G0

que es una funcién continua cuya gréfica es:

F(z)

1 4

Figura 4.17

En general diremos que una variable aleatoria X es continua si su funcién de distribucién lo es. Por
(3.9) esto equivale a pedir

P(X =x)=0, para todo x € R.
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Ejemplo.

Consideremos el experimento que consiste en escoger un punto al azar en un disco D de radio R
con centro en el origen. Interpretaremos la expresiéon “al azar” como equivalente a “si A y B son
subconjuntos del disco con igual drea y w es el punto que se escoge al azar entonces P(w € A) =
P(w € B)”. Como conclusién, la probabilidad de que el punto escogido esté en un subconjunto A
del disco debe ser proporcional al drea de A:
Pwe A)=C|A]
donde C es la constante de proporcionalidad y |A| representa el drea del conjunto A. Como
PweD)=1=C|D|
obtenemos que
1 4]
C=— y PlweA)=1=.

D] D]
En el razonamiento anterior hay un punto fundamental que hemos pasado por alto y es el concepto
de drea de un subconjunto de D. ;Qué es el drea de un subconjunto de A C D?

Si A es una figura geométrica elemental, como un rectangulo o un circulo, sabemos calcular, con
exactitud, su area, pero jqué sucede con conjuntos mas complicados? Para citar un ejemplo consi-
deremos el conjunto

{w € D : la primera coordenada de w es racional}.

; Cémo se define en este caso el drea del conjunto?

La resolucién de este problema requiere herramientas matematicas de la Teoria de la Medida, que
estdn mas alld del nivel de este curso. Nos limitaremos a decir que existe una o-algebra F de
subconjuntos de D (o més generalmente de R?) y una funcién no-negativa m definida sobre ella
que es o-aditiva y que coincide con la nocién de area para todas las figuras elementales.

En particular, si A es un circulo entonces sabemos calcular P(w € A), y esto va a ser suficiente para
el ejemplo en cuestion.

Sobre este espacio D definimos la variable X como la distancia del punto escogido al origen y
calcularemos su funcién de distribucién. Si 0 < x < R, el evento

{w: X(w) <z}
es el disco del plano que estd centrado en el origen y tiene radio x. Su 4rea es mx2. Por lo tanto
nx? z?

Ademas, si z < 0 entonces P(X <z) =0y si z > R entonces P(X < x) = 1. Por lo tanto

0, sixz <0,
F(z) =4 2?/R?, si0 <z <R,
1, siz > R,

que es una funcién continua, de modo que X es una variable aleatoria continua. La grafica de F es

F(z)
1_
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Figura 4.18

A

Es importante observar que, de acuerdo a las definiciones que hemos dado, hay variables aleatorias

que no son discretas ni continuas, es decir, hay variables aleatorias que ni toman tinicamente valores en

un conjunto numerable, ni tienen funciones de distribucién continuas. Por ejemplo, la variable aleatoria
correspondiente a la funcién de distribuciéon que representamos en la figura 4.19 esta en esta clase.

1 .

/
/

e

Figura 4.19

3.7. Densidades.

Definicién 3.8 Sea X una variable aleatoria con funcién de distribucién F'. Decimos que F' tiene den-
sidad o es absolutamente continua, si existe una funcién f no negativa tal que

F(z) = /_x () dt, para todo z € R. (3.15)

La funcién f se llama la densidad de la funcién de distribucién o de la distribucién de probabilidad o de
la variable aleatoria X.

De la propiedad 2 de la proposicién 3.3 resulta que

/ f(t) dt =1. (3.16)
Ademds, si f es continua en un punto xg, F' es derivable en xg y

F'(x0) = f(x0).

En efecto,

. _ . zo+h Zo
F( o+h})l F(xo) — flao) = % (/OO £(t) dt—/_oof(t) dt) — f(2o)

xo+h
—5 [ 0= s

xo

xo+h
-5 O s a

xo

Dado € > 0, como f es continua, existe § > 0 tal que

|t =zl <0 = [f(t) = flzo))| <€
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y en consecuencia, si |h| < J entonces

F(zo +hf)LfF(x0) ~ o)

xo+h
sﬁ/ F(t) — F(zo)| dt

1 xo+h
Sm/ edt=¢
zo

y esto demuestra el resultado.
También se tiene que

P(a<X§b):P(ng)—P(Xga):F(b)—F(a):/bf(t) dt.

Geométricamente, por lo tanto, la probabilidad de que la variable aleatoria X pertenezca al intervalo
(a, b] es el drea comprendida entre la grifica de la funcién f, el eje x y las verticales por a y b.

a 0 b x
Figura 4.20

La funcién f puede, en general, ser bastante complicada. A lo largo del curso nos limitaremos a
considerar funciones suficientemente regulares como para poder manejarlas con las nociones bésicas de
calculo diferencial e integral. Estas funciones f seran continuas, salvo a lo sumo en un numero finito de
puntos. En cualquier caso, admitimos como resultado que si F' tiene densidad, entonces F' es una funcién
continua en todo punto, y por lo tanto X es una variable aleatoria continua.

Reciprocamente, si f es una funcién no-negativa que verifica la condicién (3.16), la funcién F' definida
por (3.15) es una funcién de distribucién, es decir, que satisface las condiciones 1, 2 y 3 de la proposicién
3.3. En efecto, sea z < y, entonces

ﬂw—ﬂm:[%ﬂww—[%ﬂwﬁ:fVmﬁzo

porque f es no-negativa. Esto muestra que F(z) < F(y) y la condicién 1 es vélida. La condicién 2 es
inmediata y en cuanto a la continuidad por la derecha consideremos
z—l—%
Fo+1/n) — F(2) :/ () dt
xr
y esto tiende a cero cuando n — oo ya que f es integrable.

De modo que decir que f es una densidad de probabilidad no es otra cosa que decir que f es no-negativa
y verifica (3.16).

3.7.1. La Distribucién Uniforme.

Definicién 3.9 Una variable aleatoria X tiene distribucién uniforme en el intervalo [a, b] si para cualquier
intervalo I contenido en [a,b] se tiene que P(X € I) es proporcional a la longitud de I. Usaremos la
notacién X ~ Ula, b] en este caso.
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Hemos considerado anteriormente esta distribucién de probabilidad cuando estudiamos el problema
del error de redondeo al truncar un nimero en su parte entera.
Podemos calcular la funcién de distribucién de X,

Fx(z) =P(X € [a,z]) = K(x —a)
donde K es la constante de proporcionalidad. Como
Fx(b)=P(X € [a,b]) =1
obtenemos .
b—a’

En consecuencia la distribucién de probabilidad de X es la siguiente

Kb—-a)=1 de donde K=

0, siz < a,
Fx(x) = &2, sia <x<b,
1, six > b.

Esta distribucién tiene como densidad la funcién fx definida por

0, siz < a,
fx(@) =445, sta<z <,
0, six > b,

ya que se verifica inmediatamente que
"
Fx(z) = / fx(t) dt para todo x € R.
—o00

En la figura 4.21 representamos las gréficas de estas funciones. Usaremos la notacién X ~ UJa, b]

F(x
f(@) (@)
1 —
1
b—a
a ll) T a ll) T
Figura 4.21

Ejemplo.

Entre las 7 y las 8 de la manana los trenes salen de cierta estacién de metro cada 10 minutos a
partir de las 7:03. Calcule la probabilidad de que una persona que llega a la estaciéon tenga que
esperar menos de 2 minutos por el tren si la llegada de la persona a la estacion tiene distribucién
uniforme en el intervalo:

i. de 7 a 8 a.m.

ii. de 7:15 a 7:30 a.m.
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» Para que una persona espere menos de dos minutos tiene que llegar a la estaciéon en uno de los
intervalos de la forma (¢t — 2,t) donde ¢ es uno de los instantes en los cuales parte un tren.

En el primer caso los intervalos de interés son

(7:01, 7:03)  (7:11, 7:13)  (7:21, 7:23)
(7:31, 7:33) (7:41, 7:43) (7:51, 7:53)

Sea B la unién de estos intervalos. Sabemos que la distribucién del tiempo de llegada es uniforme
en [7: 00,8 : 00] y deseamos calcular la probabilidad de que X € B. Como la longitud total de B

es 12 minutos tenemos

longitud de B 12 1
PXEB) =—G"""% "5

En el segundo caso, usando una notacién similar tenemos
B=(7:21,7:23),

de modo que

P(X €B)= .

3.7.2. La Distribucién Triangular.

Una distribucién que se presenta con frecuencia en las aplicaciones es aquella que tiene densidad
triangular simétrica, como la que se representa en la figura 4.22. Hay un punto a de méxima densidad y
puntos a — §, a +  equidistantes de a, entre los cuales toma su valor la variable aleatoria en cuestién.
Entre el punto medio y los extremos, la densidad f varia linealmente.

|
a—dT a a+é t

Figura 4.22
El valor f(a) tiene que ser tal que el drea del tridngulo sea 1, es decir

[ swma=ss@=1 = jw-

Por lo tanto la funcién de distribucion es
F(z)=0, siz<a—9¢
F(x)=1, siz>a+},
ysia—d<z<a

F(x):/m £(1) dt_/a:f(t) dt

— 00
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que es al drea del tridngulo pequefio indicado en la figura 4.17, es decir

F(z) = 2(z — (a - 8)f(2)

2
1 (@ (a=5)
— - (a- o)l g
1(z—a+6)?
T2 82

Sia <z < a+d, usando la simetria del triangulo,

1
F(z):l—i(a—ké—z)f(x)
7171(a+5—x)2
2 52
Resumiendo
0, six <a-—29,
@;gé)i sia—6 <x<a,
F(CC)Z (a+5— )2
1 -5, sia<z<a+d,
1, six>a-+4.
cuya grafica es
F(z)
1 .

I I |
a—20 a a+06 T

Figura 4.23

3.7.3. La Distribucion Exponencial.

Definicién 3.10 Decimos que la variable aleatoria X tiene distribucion exponencial si
P(X>z)=e¢ (z>0)

donde X\ > 0. Por lo tanto, la funcién de distribucién respectiva es

0 six <0
F =PX<z)=1-P(X =<¢
x(@) (X =) (X > ) {16“, six > 0.

y la densidad de esta distribucién es

fx(x)Z{O’ six <0

Ae’”, siz > 0.

Usaremos la notacién X ~ £(A). Una propiedad importante de la distribucién exponencial es la siguiente:

para a y b no negativos
P(X >a+b)=P(X >a)P(X >b). (3.17)
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La verificacién de esta propiedad es inmediata a partir de la definiciéon. Una forma equivalente de escribir
esta propiedad es
P(X>a+bX>a)=P(X>b), a>0,b>0, (3.18)

que ha sido interpretada en ocasiones anteriores como una formulacién precisa de la distribucion del
tiempo de vida de un objeto que “no envejece” con el paso del tiempo, o de la “falta de memoria” de
esta distribucién. Mas atin, en el ejemplo 3.1.3 vimos que si (3.18), o equivalentemente (3.17), es cierto
entonces se deduce que

P(X>z)=e ™ (z>0)

para algtiin \ positivo. Por lo tanto cualquiera de las relaciones (3.17) o (3.18) caracteriza a la distribucién
exponencial.

F(z)

1 4

0 z
Figura 4.24: Funcién de Distribucién Exponencial

Ejemplos.

1. La distribucién exponencial surge, por ejemplo, en el estudio del tiempo de vida de un material
radioactivo. Si suponemos que la tasa a la cual decae una masa m de material radioactivo es
proporcional a la cantidad de material presente en el instante ¢, entonces m satisface la ecuacién

dm

2y
dt m

donde A es una constante que depende del material. La solucién de esta ecuacién es

m = my e M,
En efecto, la derivada de esta funcién es
dm v
— =mge” (=X —Am
dt 0 ( ) )

donde myg es la cantidad de material en el instante ¢ = 0. La proporciéon de material original que
ha decaido en ¢t unidades de tiempo estd dada por (mg — m)/mg, que puede ser interpretada como
la probabilidad de que un dtomo seleccionado al azar entre el material original decaiga durante un
periodo de tiempo ¢. Si X representa la vida de este atomo,

mo —m At

Fx(zx)=P(X <t)= =1—-e"

mo
de modo que X tiene distribucién exponencial. A
2. Sea X una variable aleatoria con distribucién uniforme en (0, 1). Hallar la densidad de

-1
Y = 71n(1—X) para A > 0.
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» Sea G la funcién de distribucién de Y, como esta variable sélo toma valores positivos tenemos que
G(y) =0 paray < 0. Paray > 0

—1
6 =P(v <9) =P (- x) <)

=P(ln(1 - X)> -\y)=P(1 - X >e )

=PX<l—-eM=1-¢M
y por lo tanto G'(y) = Ae ¥ para y > 0y G'(y) = 0 para y < 0. En consecuencia, la densidad de
Y esta dada por

() = e siy>0

I =10 siy<0

es decir, Y tiene distribucién exponencial con pardmetro . A

3.7.4. La Distribucién Normal.

La funcién de distribucién normal con parametros u y o2 (cuyo significado veremos més adelante), es
aquella que tiene densidad
—(y - u)z)

. 2 1
n(y; p,o”) MJ€XP< 552
Dado que esta funcién nunca es negativa, para ver que es efectivamente una densidad de probabilidad
debemos probar que

/ n(y; p,0”) dy =1,

haciendo el cambio de variables z = (y — p) A/20 resulta

oo o0 1 2
/ n(y; p, %) dy:/ FoV2dz

e
oo — ooV 2o

:%/me*fdz. (3.19)

Una manera de calcular esta tltima integral es la siguiente. Sea C,. el disco con centro en el origen y
radio r y C' el disco con el mismo centro y radioy/2r. Sea D, el cuadrado con centro en el origen y lado
2r (ver figura 4.25).

V2r

NG

D,

— 2r —

Figura 4.25
Dado que el integrando comtn en las integrales siguientes no es negativo, tenemos que

// ef(u2+v2)du dv < // 67(u2+u2)du dv < // 67(u2+v2)du do (320)
C D, C

’
T ks r

r r r 2
// e~ W) gy dy = / e_“zdu/ e dy = </ e_"zdu) .
D, —r —r —r

y ademas
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Consideremos ahora la integral de la izquierda en (3.20). Pasando a coordenadas polares p, 6 por
medio de la transformacién v = p cosf, v = psen 6, obtenemos

27
// e(“+v)dudv—/ dG/e”
)

=2 B(l - e?“z)}

=7(l- e_rz).

1
= ’/T|:€ o

De forma andloga, cambiando r por\/ir resulta

// e~ W) gy dy = m(l — 6727"2).

Reemplazando en (3.20)

haciendo r — oo
y por lo tanto

Sustituyendo en (3.19) resulta
/ n(y; p,0”) dy = 1.

Si X tiene distribucién normal de parametros u y o2 usaremos la notacién X ~ AN (u,0?). En el caso

pu =0y 0% =1, la densidad n(y;0,1) se conoce como la densidad normal estdndar o tipica, y se denota
usualmente por ¢, de modo que

1
o(x) = 76712/2, —00 < & < 00.

En la Figura 4.25 representamos la densidad normal para p = 0 y tres valores de o: 0.5, 1 y 2. Estas
densidades son claramente simétricas respecto al origen. La funcién de distribucién correspondiente a
la densidad ¢ se denota usualmente por ®. Esta distribuciéon no tiene una férmula explicita y debe ser
calculada numéricamente. Es posible calcular los valores de esta funcién en R usando la funcién dnorm
cuyos parametros son x, u =0, o = 1.

Como ¢ es simétrica respecto al origen tenemos que

o-0)= [ o) dy - [m¢(y) by
[ ewa- [ 0
—1-®(x)

de modo que para cualquier valor de x se tiene ®(—z) = 1 — ®(x) y esta férmula nos permite obtener el
valor de ®(—z) a partir del valor de ®(z). Por lo tanto basta conocer los valores de ®(z) para x > 0.
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Figura 4.26: Densidad Gaussiana.

Sea X una variable aleatoria con densidad ¢ y consideremos Y = pu+0X, donde ¢ > 0. En la proxima
seccién demostraremos que Y tiene como densidad a la funcién

exp <—(y2_05)2> = n(y; p, 0°) (3.21)

oV 2w

y este hecho nos permite calcular cualquier distribuciéon normal a partir de ® ya que

g g

P(ng):P(u+aX§y):P<X§y_’u>:<I><y_u>.

Por lo tanto, si Y tiene una distribucién con densidad n(y; u,0?) y a < b entonces

P(a<Y<b):<1>(b_“)—<1>(a_“>.

g g

Por ejemplo, supongamos que Y tiene una distribucion normal con pardmetros u = 0.5y 0 = 4 y
queremos calcular la probabilidad de que —0.5 <Y < 2.4:
1 1

P(-05<Y <25)=& <2) —® <_4> = 0.6915 — 0.4013 = 0.2902.

3.8. Cambio de Variable.

Sea X una variable aleatoria con funcién de distribucién continua y g : R — (a,b) una funcién
biyectiva con derivada continua y que no se anula (es decir, ¢’(x) # 0, para todo € R). En estas
condiciones g es una funcién estrictamente monétona cuyo rango es justamente (a,b). El intervalo (a, b)
puede ser también una semirecta o la recta entera. Consideremos la nueva variable aleatoria ¥ = g(X)
en el caso particular cuando g es creciente.

Proposicién 3.5 Sea X una wvariable aleatoria con funcion de distribucion Fx y sea g una funcion
estrictamente creciente. Definimos Y = g(X) y sea Fy la funcion de distribucion de esta variable.
Entonces

Fy(y) = Fx(97'(y))- (3.22)

Demostracién. Como g es estrictamente creciente los eventos {X < g7 !(y)} y {9(X) < y} son iguales.
Por lo tanto,
Fy(y)=P(Y <y)=P(9(X) <y) = P(X <g7'(y)) = Fx(97'(v))

Si g es estrictamente decreciente entonces Fy-(y) = 1 — Fx (g7 (y)).
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Corolario 3.1 Sea F' una funcién de distribucion estrictamente creciente para los y tales que 0 < F(y) <
1 y sea U ~ U[0,1]. Entonces la variable Z = F~*(U) tiene distribucion F.

Demostracién. La funcién de distribucién de U es Fy(u) = u para u € [0, 1]. Entonces
Fz(2) = Fy(F(2)) = F(2) (3.23)
de modo que Z tiene funcién de distribucién F'. |

Observacion 3.2 El resultado anterior es cierto en general si utilizamos la inversa generalizada F* de
la funcién F' cuando esta no sea estrictamente creciente, que se define por la siguiente expresion:

F7(y) = inf{z: F(z) > y}

En consecuencia, para cualquier funcién de distribucién F', la variable aleatoria Z = F* (U) tiene funcién
de distribucién F.

Proposiciéon 3.6 Sea X una variable aleatoria con funcion de distribucion continua cuya distribucion
de probabilidad tiene densidad fx y g : R — (a,b) una funcidn biyectiva con derivada continua y que no
se anula (es decir, g'(x) # 0, para todo x € R). Definimos Y = g(X) y sea Fy la funcién de distribucion
de esta variable. Entonces Y tiene densidad
fy(y) = Fx (97 W) gy SZ: y € (a,b),
0, sty ¢ (a,b),

donde g~' denota la funcion inversa de g.

Demostracion. En efecto, sea a < yo < b y supongamos que g es creciente,

g™ (o)
P <w) = PX g7 o) = [ Fx(a) da,
Yy
y=g(xr)
Yo
9 (o)
Figura 4.27

Haciendo el cambio de variables y = ¢g(z) en esta integral, obtenemos

1

PRk

Yo
POV <)) = [ fxlo7 )
Ademis, es inmediato que
07 si Yo S a,
) si Yo = b.

En cualquier caso resulta
Yo

P(Y <) = Ty () dy,
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donde fy (y) es la funcién indicada anteriormente. [

Por ejemplo, si y = g(z) = ma + ¢ donde m y ¢ son constantes tales que m # 0 entonces la variable
Y=¢g(X)=mX+c

tiene densidad

fY(y):%fX (ymc>’ —00 <y < 0.

En el caso particular de la distribucién normal, si X ~ N(0, 1) con densidad ¢(z), la variable Y = p+0oX

tiene como densidad ( )2
I (y—py_ 1 Y=\ _ 9
O'(b( o ) o M_exp( 202 =n(yip,07)

como afirmamos en (3.21).

3.9. Simulacién de Variables Aleatorias.

Los generadores de niimeros aleatorios simulan valores de la distribucién ¢[0, 1]. El Corolario 3.1 y la
Observacién 3.2 nos dan un método para simular una variable aleatoria con funcién de distribucién F:
Generamos el valor u de una variable uniforme en [0, 1] y evaluamos la inversa generalizada en u: F* (u).
Sin embargo, dependiendo de la naturaleza de la funcién de distribuciéon F', es posible que la inversa
generalizada tenga una expresién complicada o incluso no sea posible escribirla en términos de funciones
elementales, como ocurre en el caso de las variables Gaussianas. Por esta razén hay métodos ad hoc que
resultan mas eficientes en muchos casos.

3.9.1. Variables Discretas

Si queremos simular una variable aleatoria finita X con valores x4, ..., x, y probabilidades respectivas
D1, -, Pn, Podemos dividir el intervalo [0, 1] en subintervalos usando las probabilidades p;:
[0, p1); [p1,p1 + p2); [p1 + p2,p1 + P2 + p3); [ZP;‘J]-
j<n

Ahora generamos una variable U con distribucién uniforme en [0, 1] y si el valor cae en el i-ésimo intervalo
le asignamos a X el valor x;. Como la probabilidad de que U caiga en el intervalo i es igual a la longitud
del intervalo, que es p;, vemos que

P(X = ;) = p;, paral <i<n.

Este método se conoce como el método de la transformada inversa. Desde el punto de vista compu-
tacional es conveniente ordenar los valores segtin el tamano de las p;, colocando estas probabilidades de
mayor a menor, porque para identificar el intervalo en cual cae U tenemos que comparar con pi, luego
con py + po, vy asi sucesivamente hasta obtener el primer valor menor que U. Ordenar las probabilidad
hace que se maximice la probabilidad de que U esté en los primeros intervalos, y esto reduce el niimero
de comparaciones que hay que hacer en promedio para obtener el valor de X.

Este método también funciona para variables discretas con una cantidad infinita de valores. La misma
observacion sobre el ordenamiento de los valores de las probabilidades es valida.

Distribucién de Bernoulli

Un caso particular sencillo es el de la distribucién de Bernoulli con probabilidad de éxito p. Para
generar un valor de la variable X con esta distribucién, generamos U y si U < p, X =1 y si no, X =0.
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Distribuciéon Uniforme Discreta

Sea X una variable aleatoria que toma valores {z1,Zs,...,z,} con igual probabilidad. Para simular
esta distribucién generamos un nimero aleatorio U € (0, 1], dividimos el intervalo [0,1] en n intervalos
iguales y le asignamos a la variables el valor zy, si

— <UL
n

k—1 k

n
es decir, el valor de la variable es X con k = [Un], donde [a] es la funcién techo y representa el menor
entero que es mayor o igual a a.

Distribucién Binomial

Una manera sencilla de simular una variable con distribucién binomial de pardmetros n y p es generar
n variables de Bernoulli con probabilidad de éxito p y sumarlas. Esto resulta un poco pesado si n es
grande, pero en este caso podemos usar el Teorema Central del Limite, que estudiaremos mas adelante.

Otra posibilidad es usar el método de la transformada inversa junto con la relacién (3.10) que demos-
tramos anteriormente. Para esto generamos una variable uniforme U y comparamos con P(X = 0) =
(1 —p)™. Si U es menor que este valor ponemos X = 0, en caso contrario multiplicamos P(X = 0) por
pn/(1 —p) para obtener P(X = 1) y comparamos. Si U es menor que este valor ponemos X = 1, en caso
contrario repetimos el procedimiento hasta conseguir el valor de X. El algoritmo se puede describir como
sigue:

Paso 1: Generamos una variable uniforme U.

Paso 2: Ponemos a =p/(1 —p); b=(1—p)"; c=b;i=0.
Paso 3: Si U < ¢ ponemos X =i y paramos.

Paso4: b=ab(n—19)/(i+1);c=c+bji=1i+1.

Paso 5: Vamos al paso 3.

Distribucién de Poisson

Al igual que para la distribucién binomial, la relacién (3.12) permite aplicar el método de la transfor-
mada inversa para generar la distribucién de Poisson. El algoritmo es el siguiente:

Paso 1: Generamos una variable uniforme U.
Paso 2: Ponemos a =e™?; b=a; i=0.

Paso 3: Si U < b ponemos X =i y paramos.
Paso4: a=Xa/(i+1);b=b+a;i=1i+ 1.
Paso 5:  Vamos al paso 3.

Distribucién Geométrica

Una manera de generar variables con distribucién geométrica es generar una sucesiéon de variables
de Bernoulli hasta obtener el primer éxito, es decir, generamos una sucesién de ntimeros aleatorios en
[0, 1] hasta obtener el primero que sea menor que p. Sin embargo, si p es pequenio esto puede ser lento
(toma en promedio 1/p pasos). Para evitar esto podemos seguir el método alternativo que describimos a
continuacion. Sea X una v.a. con distribucion geométrica de pardametro p, 0 < p < 1 y sea u un numero
aleatorio en [0, 1]. Definimos Y como el menor entero que satisface la desigualdad 1 — ¢¥ > u. Entonces

PY=j)=Pl—¢ >u>1-¢")
¢ ' —¢d =¢d " 1-9)=¢""p,
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de modo que Y también tiene una distribucién geométrica de parametro p. Por lo tanto, para generar Y
basta resolver la ecuacién que la define, es decir,

re Vogl(c}g; U)J

pero como 1 — u y w tienen la misma distribucién, podemos usar
lo
-
log q

Observamos que una variable con distribucién binomial negativa de pardmetros k y p es la suma de k
variables geométricas con parametro p: una por cada éxito en la sucesién de ensayos. Esto lo veremos con
mayor detalle en el préximo capitulo. Esta observacién es util para generar variables con esta distribucién:
si u;j, 7 =1,...,k son nimeros aleatorios en [0, 1], la siguiente expresién produce el valor de una variable
con distribucion binomial negativa:

Distribucién Binomial Negativa

3.9.2. Variables Continuas

Si X es una variable continua con funcién de distribucién F' invertible, para simular X basta generar
una variable uniforme U y poner X = F~!(U). Esto es consecuencia del corolario 3.1. Sin embargo, con
frecuencia las funciones de distribucién continuas no son invertibles o si lo son, es posible que las inversas
no tengan una expresion en términos de funciones elementales. Por esta razén estudiamos a continuacion
algunas de las distribuciones continuas que hemos considerado anteriormente.

Distribucién Uniforme

Si queremos simular la distribucién U[a, b] generamos u uniforme en [0, 1] y usamos la transformacién
ur— a+ulb—a).

Distribucién Exponencial

Para simular variables con distribucién exponencial usamos la relacién que obtuvimos en la seccion
3.7.3: Si U ~U(0,1) entonces X = —In(1 —U) /A ~ E(A). Observamos ahora que si U tiene distribucién
uniforme en (0,1), 1 — U también. Por lo tanto, para simular esta distribucién a partir de una variable
U ~ U(0,1) hacemos la transformacién — In(U)/A.

Distribucién Normal

La funcién de distribucién normal ® no se puede escribir en términos de funciones simples, y lo mismo
ocurre con su inversa, lo que dificulta la aplicacién del método de la transformada inversa. Sin embargo
existen otros métodos y uno de los mas populares es el de Box-Muller, también conocido como el método
polar.

Aun cuando la justificacion del método no es complicada, requiere algunos conceptos que no hemos
introducido, asi que vamos a describir el método sin demostrar que efectivamente lo que obtenemos es el
valor de una variable normal. El algoritmo es el siguiente:

Paso 1: Generamos variables uniformes Uy y Us.

Paso 2: Ponemos Vi =2U; — 1; Vo = 2U; — 1; S = V2 + V2.
Paso 3: Si S > 1 regresamos al paso 1.

Paso 4: X y Y son variables normales tipicas independientes:
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[ —2log8 [ —2log 8
X =4/ 5 1, Y =4/ 5 .

3.9.3. Generaciéon de Variables Aleatorias en R

El lenguaje R tiene incorporadas una serie de rutinas para generar variables aleatorias. La sintaxis
precisa de la instruccién correspondiente depende de la distribucion, pero todas tienen el formato comun
rdist, donde dist designa la distribucién; por ejemplo, para generar valores a partir de la distribucién
normal usamos rnorm. Segun la distribucién, puede ser necesario especificar uno o varios pardmetros. La
tabla que presentamos a continuacion presenta las distribuciones més comunes, los parametros requeridos
y sus valores por defecto. n representa siempre el tamano de la muestra.

Distribucién Funcién en R
Binomial rbinom(n, size, prob)
Poisson rpois(n, lambda)
Geométrica rgeom(n, prob)
Hipergeométrica rhyper(nn, m, n, k)
Binomial Negativa rnbinom(n, size, prob)
Multinomial rmultinom(n, size, prob)
Uniforme runif (,n min=0, max=1)
Exponencial rexp(n, rate=1)
Gaussiana rnorm(n, mean=0, sd=1)
Gamma, rgamma(n, shape, scale=1)
Weibull rweibull(n, shape, scale=1)
Cauchy rcauchy(n, location=0, scale=1)
Beta rbeta(n, shapel, shape2)
t rt(n, df)
Fisher rf(n, df1, d4df2)
X2 rchisq(n, df)
Logistica rlogis(n, location=0, scale=1)
Lognormal rlnorm(n, meanlog=0, sdlog=1)

Ademsds, R tiene la funcién sample que permite obtener muestras con o sin reposicién de conjuntos
finitos de valores. La sintaxis es

sample(x, size, replace = FALSE, prob = NULL)
donde

= x es el conjunto a partir del cual queremos obtener la muestra, escrito como un vector,
= size es el tamano de la muestra,
» replace permite indicar si se permiten repeticiones (replace = TRUE) o no y finalmente

= prob es un vector de probabilidades si se desea hacer un muestreo pesado y no uniforme.

3.10. Ejemplos.

1. Sea X una variable aleatoria continua con densidad f. Hallar la densidad de la variable aleatoria
Y = X2

» Observamos que como la funcién g(x) = 22 no es biyectiva, no es posible aplicar los resultados de
la secciéon 3.8. Sean F' y G las funciones de distribucién de las variables X, Y respectivamente. Es
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inmediato que G(y) = 0 para y < 0. Paray > 0

y haciendo el cambio de variable ¢t =/s obtenemos, para y > 0
G b1
= — — d
) /0 2\/g(f(x/g)Jrf( Vs)) ds
Por lo tanto, la densidad g de Y es

gly) = {21ﬂ(f(\/37)+f(—\/37))7 para y > 0

0, paray <0

Observamos que si la densidad f de X es continua, entonces F' es diferenciable y por lo tanto
también lo es G, de modo que podemos obtener g directamente, derivando G:

o) =) = L PV - Py = 5

para y > 0. A

(f&/y) + f(=vy))

2. Sea X una variable aleatoria con densidad continua f que no se anula. Si F' es la distribucion de
X, definimos la variable aleatoria Y por Y = F(X), es decir, usando la notacién de la seccién 3.8,
g = F'. Hallar la densidad de Y.

» De nuevo, con la notacién de la seccién 3.8, tenemos que (a,b) = (0,1), g(z) = F(z) y ¢'(z) = f(x).
Por lo tanto, la densidad de Y es 0 fuera de (0,1), y si y € (0,1) entonces la densidad es

Es decir, Y tiene una distribucién uniforme en (0, 1). A

3. Decimos que una densidad es simétrica si f(—x) = f(x) para todo z. Una variable aleatoria X es
simétrica si X y —X tienen la misma funcién de distribucién. Demuestre que una variable aleatoria
X con densidad es simétrica si y s6lo si su densidad f es simétrica.

» Supongamos primero que X tiene densidad simétrica f, entonces
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de modo que X y —X tienen la misma distribuciéon. Supongamos ahora que X y —X tienen la
misma funcién de distribucién y por lo tanto la misma densidad g. Definimos

£(2) = 5(o(a) + g(~2)

Es facil verificar que esta funcién es una densidad simétrica. Ademds

/_; f(t) dt = ;/_; g(t) dt + ;/; g(—t)dt

Z;/;g(t) dt+;/o:g(t) dt

= %P(X <)+ %P(X > —x)
=P(X <)

de donde se obtiene que f es la densidad de X. A

Ejercicios
1. Sea X una variable aleatoria con funcién de probabilidad dada por la siguiente tabla:
r;: —2 -1 0 1 2 3 4 5
pi: 01 02 015 02 01 0.15 0.05 0.05
Calcule las probabilidades de los siguientes eventos:
a. X es negativa. b. X es par. c. X toma valores entre 1 y 5, ambos inclusive.
d. P(X = -2|X <0). e. P(X >2|X >0).
2. Determine el valor de la constante A para que las siguientes sean funciones de probabilidad.

Ai i=1,2,....n

0 en otro caso.

a.P(Xi){

A2 i=1,2,....n

0 en otro caso.

b. P(X =1) :{
A/3 i=1,3,5,7,...,2n —1
c. P(X =i)=<S A/4® 1=2,4,6,8,...,2n
0 en otro caso.

3. Sea (€, F, P) un espacio de probabilidad con Q = {1,2,3,4,5,6}, F = {0,{2,4,6},{1,3,5},Q}, y
sean U, V, W funciones definidas en €2 por

1 .
U(w) = 5w + 32, Viw) = S? wes Par, W(w) = w?.
0 si w es impar,

Determine cudles de estas funciones son variables aleatorias sobre el espacio de probabilidad €.

4. Determine el valor de la constante C' para que la siguiente sea una funciéon de probabilidad.

C

P(X =n)= YL

n € N.
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10.

11.
12.

13.

14.

15.

(Para qué valores de C' y «a es la funcién p definida por p(n) = Cn® para n € N una funcién de
probabilidad?

Sea X una variable con distribucién uniforme en el conjunto {1,2,...,50}. Calcule
a. P(X > 15), b. P(2.5 < X <43.2), c. P(X > 20|X > 10), d. P(X <435.6|X > 15).

Sea X una variable aleatoria discreta con funcién de probabilidad p dada por:

i —2 -1 0 1 2 3
pi: 01 02 015 0.25 0.15 0.15

Sea Y la variable aleatoria definida por Y = X 2. Halle la funcién de probabilidad de Y. Calcule el
valor de la funcién de distribucién de X y de Y en los puntos 1,3/4 y 7 — 3.

Sea X una variable aleatoria con funcién de distribucién F dada por

para x < 0,
1
para 0 <x < 3
3
§$<Z

<z

F(z) = para

= o= O

ENTIUINTN

para

Determine la funcién de probabilidad de X.

En un grupo grande de objetos una fraccién 6 son defectuosos. Si el ndmero de extracciones (con
reposicién) necesarias para obtener el primer objeto defectuoso es una variable aleatoria X con
funcién de probabilidad P(X = j) = A(0.95)771, i=12,...

a. Calcule el valor de A.

b. ;Cuadl es la proporcién 6 de defectuosos?

c. ;Cudl es la probabilidad de que sea necesario examinar més de 20 objetos antes de obtener el

primer defectuoso?

Una caja tiene 10 bolas numeradas del 1 al 10. Seleccionamos dos bolas al azar con reposicién de
la caja. Sea X el mayor de los dos nimeros, calcule la funcién de probabilidad de X.

Resuelva el problema anterior para el caso de muestreo sin reposicién.

Para determinar la efectividad de una nueva vacuna contra la gripe se vacunan 10 personas que son
observadas por un periodo de un afio. De ellas, 8 no tuvieron gripe durante este lapso. Si se sabe
que la probabilidad de no tener gripe en un periodo de un ano es 0.5 jcudl es la probabilidad de
que 8 o mas personas del grupo no hayan sufrido la enfermedad si la vacuna no es efectiva?

Considere un cierto defecto en el metabolismo que ocurre en aproximadamente 1 de cada 100
nacimientos. Si cuatro ninos nacen en cierto hospital el mismo dia, calcule la probabilidad de que
a. ninguno tenga el defecto.

b. no mas de uno tenga el defecto.

El ntimero de carros que cruzan un puente durante un periodo fijo de tiempo es una variable

aleatoria con distribucién de Poisson. Si la probabilidad de que ningin carro cruce el puente en este
periodo es 1/4, halle una expresién para la probabilidad de que al menos dos carros lo crucen.

Lanzamos un dado hasta que la suma de los resultados sea mayor que 6 y sea X el nimero de
lanzamientos necesarios para conseguir esto. Sea F' la funcién de distribucién de esta variable.
Determine la funcién de probabilidad de X y el valor de F paraz=1,3 y 7.
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

En una caja tenemos tres bolas numeradas 1,2 y 3. Sacamos tres bolas con reposicién y llamamos
X;,1=1,2,3 al resultado de la i-ésima extracciéon. Sea X el promedio de estas variables:

X = (X1 + X5 +X3)/3

Determine la funcién de probabilidad de X. Calcule la probabilidad de que exactamente dos ex-
tracciones sean iguales a 3.

Un amigo te propone el siguiente juego: Lanzan una moneda hasta que salga sol. Si el nimero de
lanzamientos es par, ti ganas, si es impar, pierdes. ;Jugarias este juego?

Un vendedor de periédicos compra cada periédico por 1.50 y lo vende por 2.50. Los que no vende
los regresa al distribuidor y recibe 1.25 por ellos. Supongamos que la distribuciéon de la demanda
D es
6_10 10k

k!
Describa la variable aleatoria X que representa su ganancia diaria si compra 10 periddicos cada dia.

P(D =k) =

Un llavero tiene cuatro llaves de apariencia similar pero sélo una de ellas abre la puerta de cierta
oficina. Se selecciona al azar una llave y se prueba, si no funciona se selecciona al azar una de las
restantes y se prueba de nuevo. Sea X el nimero de llaves que se prueban antes de encontrar la que
abre la puerta. Halle su distribucién de probabilidad.

Sea X una variable aleatoria con distribucién de Poisson de parametro A. jcudl es la probabilidad
de que X tome valor par (considerando a cero como par)?

Verifique que las siguientes funciones son densidades y obtenga la funcién de distribucién corres-
pondiente.

a f(z) = cos T para 0 <z < m/2 b f(z) = 3(1—a2) para |z| < 1'
0 en otro caso 0 en otro caso

Sea X una variable aleatoria con valores en [0, 1] y funcién de distribucién F(z) = x2. ;Cual es la
densidad de X7 Calcule las siguientes probabilidades:

a. PA<X<3), b P(X>1/2), c P(X<3/4X>1/2).

Sea X una variable aleatoria con distribucién normal de pardmetros p = 12, 02 = 9. Use R para
calcular

a. P(X >3). b.P(X—12/<4). c P(|X—10|>2).

Determine el valor que debe tomar la constante A en cada caso para que las siguientes funciones
sean densidad de una funcién de distribucion.

a. f(z) = Ae@l#=0 _o0 < 2 < 00, ay 0 constantes.

b. f(x) = Az®*t! 2 > 29 > 0, « constante.

c. fl&)=Az(1—2), 0<z<1.

d. fz) =

Sea f(z) = Cze™*, x > 0 una densidad.

a. Determine el valor de C. b. Calcule P(X < 2). c. Calcule P(2 < X < 3).

H%7 -0 < T < o0.

Halle la funcién de distribucién F' y su gréafica si la densidad es

T, si0<z<1
2—ux, sil<zx<2.

a. f(z)=1/2, 0<z <2, b. f(ac):{
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27. Si f(z) = $e72/2, 2 > 0, halle un ntimero z, tal que P(X > zo) = 1/2.

28. Sea X una variable aleatoria con distribucién exponencial de pardmetro A = 0.5. Calcule
a. P(X > 1), b. P(0.5 < X < 1.5), c. P(X >2|X >1).

29. La vida de una méquina, medida en horas, tiene densidad f(z) = C/z?, = > 100.

a. Calcule C. b. Halle la funcién de distribucién. c. Calcule P(X > 500).

30. La temperatura T de cierto objeto, medida en grados Fahrenheit, tiene una distribucién normal con
pardmetros p = 98.6 y 02 = 2. La temperatura  medida en grados centigrados estd relacionada
con T por la férmula

5
0=—(T-32).
Obtenga la distribucion de 6.

31. La magnitud v de la velocidad de una molécula con masa m en un gas de temperatura absoluta T’
es una variable aleatoria que, de acuerdo a la teoria cinética de los gases, posee una distribucién de
Maxwell con pardmetro a = (2kT/m)'/2, donde k es la constante de Boltzman. La distribucién de
Maxwell de pardmetro « tiene densidad

4 1,2 2 ;
o) = Jras T exp (%) sixz >0
0 siz <0
. Cuél es la densidad de la energfa cinética E = mv?/2 de una molécula?

32. Halle la densidad de Y = e donde X tiene distribucién normal con pardmetros p y 2. (Se dice
que la variable Y tiene distribucién lognormal con pardmetros p y o?).

33. Una senal se codifica como una sucesiéon de ceros y unos para transmitirla digitalmente. Debido a
imperfecciones en el canal de transmisién cualquiera de estos digitos se recibe erroneamente (uno
se recibe como cero o cero se recibe como uno) con probabilidad p.

a. {Cudl es la probabilidad de tener al menos un error en una sucesiéon de n digitos?

b. Para reducir la probabilidad de error cada digito se repite tres veces. cada digito en el trio puede
trasmitirse erroneamente con probabilidad p y tomamos como valor de cada trio al entero que se
repita mas veces: 001 lo interpretamos como 0.;Cual es la probabilidad de que cualquier digito se
reciba erroneamente? ;Cudl es la probabilidad de tener al menos un error en una sucesiéon de n
digitos?

34. Dos jugadores A y B llevan a cabo una serie de juegos de manera independiente. La probabilidad
de que A gane es p, la de B es ¢ y la probabilidad de un empate es 1 — p — ¢q. La serie termina
una vez que alguno de los dos gana una partida. Este es un formato comtun para eliminatorias de
‘muerte stubita’.

a. ;Cudl es la probabilidad de que A gane en el n-ésimo juego?
b. ;Cudl es la probabilidad de que A gane la serie?
c¢. ;Cudl es la probabilidad de que la serie dure n partidas?

35. Lanzamos un dado repetidamente hasta obtener un seis. Sea A,, el evento que ocurre si el primer
seis aparece en el n-ésimo lanzamiento y B el evento que el ntimero de lanzamientos requeridos sea
par. Hallar P(B) y P(A,|B).

36. Sea X ~ b(n,p). Demuestre que (P(X =k))? > P(X =k +1)P(X = k — 1) para todo k.
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37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

Sea X ~ b(n,p) y Y ~ b(n,1—p), demuestre que P(X = k) = P(Y = n—k). Dé una interpretacién
para este resultado.

Una fabrica recibe un lote de componentes y los prueba para verificar su funcionamiento. Por cada
100 componentes se prueban 10 y se acepta el lote si a lo sumo un componente falla. ;Cudl es la
probabilidad de aceptar un lote de tamano 100 que contiene 7 defectuosos?

Lanzamos un dado hasta obtener el primer seis y sea T el lanzamiento en el cual esto ocurre. (a)
. Cudl es la distribucién de probabilidad de T'? (b) Calcule P(T > 6). (c) Calcule P(T > 6|T > 3).

En una sucesion de ensayos de Bernoulli ;Cudl es la probabilidad de que el primer éxito ocurra
luego del quinto ensayo dado que no ha ocurrido en los dos primeros ensayos?

Sea X una variable con distribucién de Poisson de pardmetro A = 0.3. Calcule P(X = 0), P(X =1)
y P(X > 1).

En promedio 1 persona en 1,000 tiene un tipo particular de sangre. (a) Hallar la probabilidad de
que en una ciudad de 10,000 personas ninguna tenga este tipo de sangre. (b) ;Cudntas personas
hay que examinar para tener una probabilidad mayor a 1/2 de encontrar al menos una persona con
este tipo de sangre.

Escriba un programa de computacién que tenga como entradas n,p,j y si X ~ b(n,p) calcule el
valor de P(X = j) y la aproximacién de Poisson para este valor.

Considere la distribucién de Poisson con pardmetro A. Demuestre que el resultado mas probable es
el entero k tal que A — 1 < k < \. ;Bajo qué condiciones hay dos valores més probables?

Suponga que la probabilidad de haya un accidente importante en una planta eléctrica es de 0.005
en un ano. Si un pais tiene 100 plantas de este tipo, jcudl es la probabilidad de que haya al menos
un accidente en un ano?

Una linea aérea ha determinado que 4 % de los pasajeros que reservan pasajes en una ruta dada no
se aparecen al momento del vuelo. En consecuencia han adoptado la politica de vender 100 pasajes
en un avion que sélo tiene 98 asientos. Si para un vuelo dado hay 100 asientos reservados, halle la
probabilidad de que todos los pasajeros que se presentan tengan un asiento disponible.

Sea X una variable aleatoria con distribucién uniforme en 1 < k < m ;jCudnto vale P(X = k|a <
X < b)? En particular halle P(X > n + k|X > n).

Se capturan a miembros de una poblacién de N animales y luego de marcarlos se liberan. Los
animales luego son recapturados uno a uno hasta obtener m < a animales marcados. Sea X el
numero de animales capturados hasta obtener m marcados, demuestre que la distribucién de esta
variable aleatoria estd dada por

afa—1\(N—-a\/N-1\""
P(X=n)=—
( n) N(m—l)(n—m)(n—l)
Esta se conoce como la distribucion hipergeométrica negativa.

Sea X una variable aleatoria discreta con distribucién de Poisson de pardmetro A\. Demuestre que
la probabilidad de que X sea par es e~ cosh A. ;Cudnto vale la probabilidad de que X sea impar?

Si X es una variable aleatoria discreta con distribucién geométrica de pardmetro p, demuestre que
P(X > k)= (1-p)*.
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ol.

52.

93.

o4.

95.

56.

o7.

58.

99.

60.

Sea X una variable aleatoria con distribucién geométrica de parametro p. Sea M un entero positivo
y definimos

vy X o six <
M siX>M,

es decir, Y = min(X, M). Calcule la funcién de probabilidad de Y.

Sea X una variable aleatoria con distribucién geométrica de parametro p. Calcule la funcién de
probabilidad de X?2.

Una caja contiene k bolas numeradas del 1 a k. Seleccionamos una muestra aleatoria de tamano n
sin reposicién. Sea Y el mayor de los niimeros obtenidos y Z el menor. (a) Calcule la probabilidad
P(Y <y). (b) Calcule la probabilidad P(Z > z).

Un grupo de m personas espera por el ascensor en un edificio de 10 pisos. Supongamos que cada
una de estas personas escoge su piso de manera independiente de las otras y al azar, de modo que
cada persona selecciona un piso con probabilidad 1/10. Sea S,, el nimero de veces que el ascensor
se detiene. Para estudiar esta variable aleatoria introducimos las variables R; para i = 1,...,10,
donde R; vale 1 si el ascensor se detiene en el piso 7 y 0 si no.

a. Cada R; tiene una distribucién de Bernoulli. Demuestre que la probabilidad de éxito p vale
9 m

1- ()"

b. Tenemos que S,, = Ry + Ra + -+ - + R1o {Es cierto que S, ~ b(10,p)?

c. Sim =1 tenemos P(S; = 1) = 1. Halle las funciones de probabilidad para m =2y 3.

El fabricante de monedas del rey entrega las monedas que manufactura en cajas de 500 monedas y
coloca una moneda falsa en cada caja. El rey tiene por costumbre revisar 1 moneda seleccionada al
azar en cada caja y revisa 500 cajas cada vez. ;Cudl es la probabilidad de que encuentre al menos
una moneda falsa? ;Cudl seria si revisa dos monedas de cada caja?

Sacamos una mano de trece cartas de un juego de 52. Calcule la probabilidad de que

a. las pintas se distribuyan 4, 4, 3 y 2 (por ejemplo, cuatro diamantes, cuatro tréboles, tres corazones
y dos picas).

b. las pintas se distribuyan 5, 3, 3 y 2.

Tienes un juego de cuatro dados especiales. El primero tiene dos lados con 0 y cuatro lados con 4.
El segundo tiene 3 en todos los lados. El tercero tiene cuatro lados iguales a 2 y 6 en los dos lados
restantes. El cuarto tiene 1 en tres lados y 5 en los otros tres. Para el juego entre dos personas
una escoge el dado que quiere y luego la otra hace lo mismo con los tres restantes. Ambos lanzan
su dado y el que saque el mayor resultado gana. Demuestre que no importa cual dado escoja la
primera persona, la segunda siempre puede escoger de modo de tener probabilidad 2/3 de ganar.

Escriba un programa de computacién para simular n valores de una variable de Bernoulli con
p = 1/3. Corra el programa para n = 100; 1000; 10000 y en cada caso determine la proporcién de
los valores que son iguales a 1.

Escriba un programa de computacion que tenga como entrada la funcién de probabilidad p;,z =
1,...ny como resultado produzca un valor de la variable con esta funcién de probabilidad y valores
en {1,2,...,n}.

Considere la distribuciéon binomial negativa con pardmetros p y k. Verifique la relacién

P(X=j+1)= MP(X]').

Use esta relacion para dar un nuevo algoritmo para generar esta distribucion.
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99

61.

62.
63.

64.

65.

Dé un método para generar una variable aleatoria tal que
e M\ /4!
Sk e i/l

Dé un método para generar una variable aleatoria con distribucién triangular.

Dé un método para generar una variable aleatoria con funcién de densidad

f(z) = 0<z<l.

Dé un método para generar una variable aleatoria con funcién de densidad

r—2 :
o 5 SI2S.TS3,
) =
/(@) {2?{ si3<z<6.

Use el método de la transformada inversa para generar una variable aleatoria con funcién de dis-

tribucién

F(z) = ) 0<z<IL



