cAPiTULO 1

Espacios de Probabilidad

1.1. Introduccién

El objetivo de la Teoria de Probabilidad es desarrollar y estudiar modelos matematicos para expe-
rimentos cuyos resultados no pueden predecirse con exactitud. Aun cuando la historia de la teoria de
probabilidades tiene ya varios siglos, y muchos autores consideran que se inicié con la correspondencia
entre Blaise Pascal y Pierre de Fermat sobre juegos de azar en el siglo XVII, se puede decir que no fue
hasta el siglo XX cuando esta teoria alcanzé un desarrollo notable.

Uno de los principales problemas por los cuales este desarrollo no ocurri6 antes fue la ausencia de una
axiomatizacién adecuada de las probabilidades, que le diese una base sélida y le permitiese desarrollarse
al igual que otras ramas de la Matematica. En 1933, A. N. Kolmogorov propone una axiomatizacién
usando las ideas de la Teoria de Medida, desarrollada a principios del siglo XX por H. Lebesgue. Esta
axiomatizacién propone modelar los experimentos que tienen comportamiento aleatorio usando un es-
pacio de medida. Adn cuando el desarrollo pleno de estas ideas estd mas alld del alcance del material
que presentamos, vamos a considerar este enfoque axiomatico en las préximas secciones, presentando
numerosas aplicaciones de estas ideas.

El objetivo de la Teoria de Probabilidades es desarrollar modelos para experimentos que estdn gober-
nados por el azar y estudiar sus propiedades y aplicaciones. El modelo fundamental para un experimento
de este tipo, como el lanzamiento de un dado, es el Espacio de Probabilidad, que describimos en las
siguientes secciones.

1.2. Espacios de Probabilidad.

Cada resultado posible de un experimento aleatorio sera llamado evento elemental y el conjunto de
los eventos elementales serd el espacio muestral. Usualmente, denotaremos con 2 el espacio muestral, y
mediante w los eventos elementales (o puntos de 2).

Veamos algunos ejemplos de experimentos aleatorios y sus espacios muestrales asociados.

1. En una fabrica se toma uno de los articulos producidos y se prueba para determinar si es defectuoso.
En este caso podemos considerar Q@ = { B, D}, donde B indica bueno y D defectuoso. Si en cambio se
extraen n articulos y se prueban, podemos considerar Q = {(e1,€2,...,6,): 6, =06 1;i=1,...,n}
donde ¢; = 0 indica que el i-ésimo articulo es bueno y ¢; = 1 indica que es defectuoso. Es decir, €2
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es el conjunto de n-uplas o vectores de dimension n de ceros y unos. En este caso €2 consta de 2"
eventos elementales y, en particular, Y-, €; representa el nimero de objetos defectuosos del evento
elemental (e, €a,...,€,).

2. En un punto de una carretera contamos el niimero de vehiculos que pasan durante un cierto lapso
de tiempo. En este caso podemos tomar Q = {0,1,2,...}, es decir el conjunto de los enteros no-
negativos. Podemos, sin embargo, tomar otros conjuntos como espacio muestral en este caso. Por
ejemplo, si sabemos que el nimero de vehiculos considerados no supera los mil, podemos considerar
Q) ={n:0<n <1,000}, aunque no necesariamente del hecho de que €; sea subconjunto de €,
se concluye que la descripcién del experimento aleatorio mediante {2; sea mas simple que la que se
obtiene usando €.

3. En una sucesién de céalculos realizados con una computadora, observamos los primeros k digitos no
tomados en cuenta al truncar los resultados de las operaciones en una cierta cifra decimal. En este
caso podemos tomar como espacio muestral Q = {(a1,...,ax) 1 a; €Z, 0 <a; <9}

4. En una fabrica de componentes electrénicos se eligen varios al azar y se conecta cada uno de ellos
hasta que se dana, observando en cada caso el tiempo de vida. Si se trata de un solo componente
podemos tomar

Q={t:teR, t>0}

es decir, el conjunto de ntimeros reales no-negativos. Si se consideran n componentes, podemos
tomar
Q= {(tlatQa"'atn) 1t € ]R, t; > 0}

5. Se lanza un dado repetidamente y se cuenta el ntimero de lanzamientos hasta que salga el 6 por
primera vez. En este caso el espacio muestral es el conjunto de los nimeros naturales:

Q=1{1,2,3,...}.

6. Se mide la presion y temperatura en una estaciéon meteorolégica. Aqui,
Q={(p,t):p>0, t eR}.

7. Se escoge un punto al azar lanzando un dardo a un disco de radio un metro. En este caso el espacio
muestral es el conjunto de puntos del plano que estan dentro de la circunferencia de radio 1:

Q={(z,y): 2> +9*> < 1}.

Definicién 1.1 Si al realizar un experimento obtenemos como resultado el evento elemental w, decimos
que el evento A C © ha ocurrido siw € A

En la practica, al realizar un experimento nos interesa con frecuencia saber si algiin subconjunto
de © ha ocurrido. A estos subconjuntos los llamaremos eventos o sucesos. En el ejemplo 1 podemos
estar interesados en el subconjunto: “entre los n articulos extraidos hay d defectuosos”, es decir, en el
subconjunto de 2 definido por

{(61’...’677,)161‘:0(/) 1,Z€i:d}.
1

En el ejemplo 3 nos interesard saber, por ejemplo, si la primera cifra no tomada en cuenta al truncar es
mayor o igual que 5, o sea,
{(al,...,ak)} :0 S a; S 97 aq Z 5}



1.2. ESPACIOS DE PROBABILIDAD. 3

Anélogamente, en la situacién planteada en 6, nos interesaran eventos del tipo: “la presién estd compren-
dida entre p; y p2 y la temperatura entre t1 y t5”, es decir

{(pisti) :p1 <p<p2, t1 <t <t}

Estamos interesados, por lo tanto, en considerar familias de subconjuntos de €, es decir, familias A de
eventos. Estas familias son la segunda componente de nuestro modelo para un experimento que depende
del azar, y deben satisfacer una serie de condiciones. Veamos qué condiciones debe cumplir la familia de
eventos A. En primer lugar

o [2eA]

es decir que al realizar el experimento el resultado es un elemento de Q. A Q lo llamaremos evento
cierto.

b.[Ac A= A°c A]
donde A°=Q—-A={w:weQ, w¢ A} es el complemento de A.

Es decir, si A es un evento, pediremos que “no ocurre A” también sea un evento.

Finalmente, la familia A también debe satisfacer que si Aq, As,..., A,,... son eventos, “ocurre
alguno de los A,,” también es un evento, o sea

c|AneAn=12..) =]A.cA

n=1

Definicién 1.2 Una familia A de subconjuntos de 2 que satisface las condiciones a, b y ¢ se llama una
o-dlgebra de subconjuntos o partes de €.

En adelante supondremos que las familias de eventos son o-algebras. Las siguientes propiedades se ob-
tienen como consecuencia inmediata de la definicién:

1. El conjunto vacio, ), es un evento, ya que @) = Q°.

2. A1, As,. .. A, € A = UZ:1 A, € A. Basta considerar A,11 = Apio = -+ = 0 y aplicar la
propiedad anterior y c.

3. A1, Ag, A, e A=) A, € A En efecto, por las leyes de de Morgan,

() An = (U A;)
n=1 n=1
y basta ahora aplicar b y c.

Ejemplos.

8. Para cualquier conjunto €2, la o-dlgebra més sencilla es la o-dlgebra trivial T = {Q,#}. La mayor
o-algebra de subconjuntos de Q es P(€2), el conjunto de partes de €2, es decir, la coleccién de todos
los subconjuntos de €. Cualquier otra o-dlgebra debe contener a T y estar contenida en P((Q).

En el caso de experimentos sencillos, por ejemplo experimentos con un conjunto finito de resultados,
normalmente tomamos como o-algebra de eventos el conjunto de partes de 2. En experimentos mas
complicados, con una cantidad no-numerable de resultados posibles, no siempre es posible tomar
esta opcion, y es necesario considerar g-algebras més pequenas.
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9.

10.

Muestreo con reposicion. De la produccién de una fébrica se extrae un articulo al azar y se determina
si es bueno o defectuoso (B o D, respectivamente). Se devuelve este articulo al stock y se extrae de
nuevo al azar un articulo, que puede ser el mismo. Esta operacién se repite una vez mas, de modo
que en total se extraen tres.

El espacio muestral es:
Q' ={BBB,BBD,BDB,DBB,BDD,DBD,DDB,DDD}
Observamos que hay 2 eventos elementales, ya que en cada una de las tres extracciones hay dos
resultados posibles. Consideramos los siguientes eventos:
Aj: “El segundo articulo resulté bueno”
As: “Se obtuvo un solo defectuoso en las tres extracciones”.
Asz: “No hubo defectuosos”.

Los eventos definidos son:
A, ={BBB,BBD,DBB,DBD} A, ={BBD,BDB,DBB} As;={BBB}

El ntimero de eventos elementales incluidos en A; es 22 ya que el resultado de la segunda extraccién
estd fijo. El evento A, contiene 3 puntos muestrales, ya que hay tres lugares posibles para el
objeto defectuoso en la muestra. Podemos ahora combinar estos eventos utilizando operaciones de
conjuntos. Tenemos, por ejemplo,

A1 N A, = {BBD,DBB}
A$ U AS = {BBB,BDB,BDD,DBD, DDB, DDD}
A, N A = {BBB,DBD}

Muestreo sin reposicién. De una poblacién de N articulos entre los cuales hay n defectuosos, se
extraen sucesivamente r sin reposiciéon y se cuenta el nimero de defectuosos en la muestra. El
espacio muestral contiene todos los subconjuntos de r elementos tomados entre los N dados.

La tercera componente del modelo es una (medida de) probabilidad, que definimos a continuacién.

Definicién 1.3 Sean €2 un espacio muestral y 4 una familia de eventos de €, es decir, una o-algebra
de subconjuntos de 2. Estamos interesados en asignar a cada evento A €  un ntmero real P(A), que
llamaremos la probabilidad de A, de modo tal que se cumplan las siguientes condiciones:

1.

’P(A) > 0 para todo A € Q

La probabilidad de un evento cualquiera es un niimero real no negativo.

3.

El evento cierto tiene probabilidad igual a 1.

Si A, € Aparan =1,2,... son eventos disjuntos dos a dos, es decir, tales que A;NA; =0 sii# j,
entonces

()-S5
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Una terna (€2, A, P), formada por un espacio muestral €2, una familia A de eventos y una probabilidad
P se llama un espacio de probabilidad.

El problema de cémo definir la funciéon P, o sea, de como asignar una probabilidad a cada evento,
debe ser resuelto de acuerdo a las condiciones concretas de cada experimento aleatorio en consideracion.

1.3.

Algunas Consecuencias de la Definicion.

Veamos a continuacién algunas consecuencias de la definicién anterior. Usaremos la notaciéon A + B
para indicar la unién de los conjuntos A y B cuando ellos son disjuntos.

(1)

P(0) = 0.

En efecto, consideremos 41 = Qy A; = 0, i = 2,3,... Entonces A; € A cualquiera que sea i y
ademds si i # j se tiene A; N A; = (). Resulta

P(Q)=P (Z A,;) =P(Q)+ Y _ P(A).
i=1 i=2
Luego
> P(4;) =0
i=2
y como P(A;) > 0 para todo i se tiene que P(A;) = 0 para ¢ > 2. En consecuencia P((}) = 0.

Ay N Ay =0 = P(A UAy) = P(Ay) + P(Ay).

Basta considerar A; = (), 4 > 3 y aplicar la condicién 3 de la definicién de espacio de probabilidad.
De manera similar se puede demostrar que P es finitamente aditiva: Si Aq,..., A, son disjuntos

dos a dos entonces
P (U Ak> = ZP(Ak).
k=1 k=1

P(A¢) =1— P(A).
Como A°UA=Qy A°N A = () se tiene

P(A°)+ P(A) =1.
AL C Ay = P(Al) < P(Ag)
Como Ay = A; + (Ay N AS) resulta

P(Ay) = P(Ay) + P(Az N AY)

Ao
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Figura 1.7

y en consecuencia
P(A;) < P(A3) ya que P(Ay N AS) > 0.

(5) P(A) <1 para todo A € A.

Esto es consecuencia inmediata del punto anterior al considerar que A C Q.

(6) Ay CAyC---CA,C--=P(Upr; Ap) =lim, oo P(A,).

Sean
By = A, y Bn:AnﬂAifl sin>1,
resulta
o0 (o]
Ja=3n
i=1 i=1
y entonces

Figura 1.8

(7) Ay DAy DDA, D= PNy An) = lim, oo P(A,).

Como la sucesién {AS} es creciente, usando (7) obtenemos

() (9] ) rr (O]

=1— lim P(A%)=1— lim (1 — P(A4,)) = lim P(A4,).

n—oo n—oo n—oo

(8) P(A; U Ay) = P(Ay) + P(Ay) — P(A; N Ay).

En efecto, considerando que
A1UA2:A1+(A20A§) y AQZ(AlmAQ)-i-(AimAQ)

después de aplicar (2) a ambas igualdades y restar resulta la proposicién (6).
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Figura 1.9

(9) PLAUuBUC)=P(A)+ P(B)+ P(C)—P(ANB)—P(ANC)-P(BNC)+ P(ANBNC).
Para ver esto apliquemos (8) a los eventos AU B y C, obteniendo
P(AUBUC)=P(AUB)+ P(C)—-P((AUB)NC)
y de manera similar
P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)

P((AUB)NC)=P((ANnC)u(BNQ))
=P(ANC)+P(BNC)—P(ANBNC).

Reemplazando las dos ultimas expresiones en la primera obtenemos el resultado.
(10) P(UiZy Ai) = 207 P(Ai) = 200y P(Ai N Ag) 4+ (1) P(A NN Ay).

Para demostrar esta proposicién procedemos por inducciéon completa en n siguiendo la misma idea
que en la anterior, que corresponde al caso n = 3. Para n = 2 es la propiedad (8).

Suponemos entonces que el resultado es cierto para n y queremos deducir que también lo es para
n + 1. ; Qué significa que el resultado es cierto para n? Significa que

P(LL%):E}—D“l > P(A;, N A, N---NA;) (1.1)
=1 k=1 1<i1<i2<...<ip<n

Queremos deducir de (1.1) que también es valida una férmula andloga para

n+1
P(UAJ.
i=1
Pongamos entonces B = |J;_, A; y apliquemos la propiedad (6) a

n+1
P(LL&):P@UAMQ:PQH+PMMQ—PQHAHQ

n

:P<UAJ+PMMﬂ—PQﬂ&ﬂAMm. (1.2)
i=1

i=1

El primero de estos tres términos lo reemplazamos utilizando (1.1) y el dltimo también sélo que, en
lugar de cada A; ponemos A; N A,+1. Veamos qué nos queda; en primer lugar,

P(A;)+---+ P(A,) + P(An+1),
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los primeros n provenientes del primer sumando en (1.2) y el ultimo del segundo sumando. En
segundo lugar

n

— Y P(A, NAy) =Y PAiNAn)=— Y P(A;,NAy).

1<is<iag<n i=1 1<i1 <ia<n+1

Aqui el primer sumando viene del primero de (1.2) y el segundo, del tercero de (1.2). De la misma
manera, para k < n, queda una suma de la forma

(=DM N P4, NN Ay )—(—1)F > P(A;, N---NA;,_ N Ans1)
1<i1<i2<...<ix<n 1<ii<iz<...<ig—1<n
= (-DF Y P(A;, N A, NN Ag).

1<i1 < <. <ip<n+1

Finalmente, para k = n + 1, no tenemos ningtin término en el primer sumando de (1.2) y tenemos
uno sélo en el tercero que es:

(=1)"F2P(A; N AN -0 Ay O Apyr).

Juntando todos los términos resulta

n+1 n+1
=1

k=1 1<i1<i2<...<ip <n+1

1.4. Ejemplos y Aplicaciones.

1.4.1. Probabilidades en Espacios Finitos.

Sean ©Q = {w1,...,wn} un conjunto finito y A = P(2) la familia de todos los subconjuntos de €.
Elijamos m numeros reales p;, i = 1,2,...m, tales que

p; >0, para todo i,
i=1
Poniendo P(w;) = p; (i = 1,2,...m), queda definida la probabilidad para todo evento A € A mediante

la asignacién
P(A) = Z p;.

Tw; EA

Un caso particular de interés es aquel en el cual p; = 1/m para todo 4, y ahora si A tiene n elementos

es decir que si todos los eventos elementales son igualmente probables, la probabilidad de un evento A es
el cociente entre el numero de elementos que pertenecen a A y el nimero total de elementos de €. Esta
definicién se conoce como la definicion cldsica y fue propuesta, entre otros, por Laplace.

En una situacién como la descrita, en la cual todos los resultados posibles del experimento tienen la
misma probabilidad de ocurrir, el problema de calcular la probabilidad de un evento se reduce a contar
cuantos resultados posibles tiene el experimento y cudntos de estos pertenecen al evento que nos interesa.
En este sentido, las técnicas combinatorias facilitan estos céalculos.
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En un problema especifico, podemos determinar si los resultados posibles tienen la misma probabilidad
por consideraciones de simetria sobre el experimento que estamos analizando. Por ejemplo, si se trata del
lanzamiento de un dado, en principio no hay razones para suponer que alguna cara tenga mayor o menor
probabilidad de ocurrir que las demads, y por lo tanto asumimos como modelo que todos los resultados son
equiprobables. Algo similar sucede con el lanzamiento de una moneda, el juego de ruleta o la extraccién
de una carta de un paquete que ha sido bien barajeado.

Por supuesto que en la practica esto puede no ser cierto: el dado puede no ser perfectamente simétrico, o
la ruleta puede estar desbalanceada y favorecer ciertos resultados. Para determinar si este es el caso existen
procedimientos estadisticos que permiten contrastar la hipdtesis de simetria, pero por los momentos no
nos ocuparemos de este problema.

Veamos algunos ejemplos.

1. De los nimeros del 1 al 10 escogemos tres al azar, en orden y sin reposicion. ;Cudl es la probabilidad
de obtener 1, 2 y 3, en este orden?
En este problema podemos describir el espacio muestral como el conjunto de todos los vectores de
tres componentes tomadas de los enteros del 1 al 10, sin repetir ninguna componente.

Q={(a,b,c): 1 <a,b,c <10, distintos}.

Como estamos muestreando al azar, todos los vectores del espacio tienen la misma probabilidad.

El evento que nos interesa corresponde a un resultado particular, el vector (1,2,3). Por lo tanto
tenemos que contar cuantos elementos hay en {2 para saber cudl es la probabilidad de cada uno de
ellos. La primera componente del vector la podemos escoger de 10 maneras. Para la segunda sélo
tenemos 9 posibilidades, porque no podemos repetir el nimero que ocupa la primera componente.
Finalmente, para la tercera hay 8 posibilidades. Por lo tanto tenemos

10 x 9 x 8 =720

puntos en el espacio muestral. Como todos tienen la misma probabilidad, la respuesta al ejemplo
es 1/720.

2. Si los nimeros del ejemplo anterior se escogen con reposicién jCudl es la probabilidad de obtener
1, 2 y 3, en este orden?

En este caso el espacio muestral incluye vectores con componentes repetidas:
Q={(a,b,c):1<a,b,c<10}.

Para cada componente tenemos ahora 10 posibles valores, de modo que el espacio tiene 103 = 1,000
puntos. Como todos tienen la misma probabilidad, la respuesta en este caso es 1/1,000 = 0.001.

3. Si lanzamos dos dados, {Cudl es la probabilidad de que la suma sea 77

Vamos a suponer, para facilitar el razonamiento, que lanzamos un dado primero y luego el otro.
Por lo tanto un espacio muestral adecuado para este experimento es el conjunto de pares ordenados
formados con los enteros del 1 al 6, con reposicién:

0 ={(a,b),1 <a,b<6}.

En este caso todos los eventos elementales de €2 tienen la misma probabilidad: 1/36. Los resultados
que tienen componentes cuya suma es 7 son

(176); (275)§ (374)§ (4,3); (572); (671)‘
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Por lo tanto la probabilidad de que la suma de los dados sea 7 es

En este ejemplo podemos considerar otro espacio muestral: el conjunto de las sumas posibles
O =1{2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}.

El problema para usar este espacio como base para nuestro analisis es que sus elementos no son
equiprobables. Por ejemplo, para tener una suma de 2, ambos dados tienen que salir 1, lo cual tiene
probabilidad 1/36, y acabamos de ver que la probabilidad de que la suma sea 7 es 1/6.

4. Si lanzamos dos monedas, jcudl es la probabilidad de obtener un aguila y un sol?

Este problema lo hemos incluido para resaltar una dificultad importante que se ejemplifica con el
razonamiento de D’Alembert, famoso matematico francés del siglo X VIII, quien argumenté que sélo
hay tres casos posibles en esta situacién:

(1) dos aguilas, (2) dos soles, (3) un 4guila y un sol,
y concluyé que la probabilidad de obtener un dguila y un sol es 1/3. Como hemos visto, el ltimo
caso en realidad debe separarse en dos:
(3a) La primera moneda es dguila y la segunda es sol.
(3b) La primera moneda es sol y la segunda es dguila.

Esto es obvio si lanzamos una moneda tras otra y no simultaneamente, o si las monedas son
distinguibles. Por lo tanto la respuesta correcta es 2/4 = 1/2. Haremos una observacién importante
sobre este caso en la seccion ?77.

5. Si lanzamos una moneda dos veces y una de las veces sale dguila ;Cual es la probabilidad de que el
otro lanzamiento haya sido sol?

Para este ejemplo el espacio muestral es
0 ={S55,54,AS, AA}

y todos los resultados tienen igual probabilidad de ocurrir. Si sabemos que uno de los lanzamientos
fue A, nos quedan tres resultados posibles y de ellos en dos casos el otro lanzamiento es S. Por lo
tanto la probabilidad es 2/3.

La situacién serfa distinta si nos dicen que el primer lanzamiento resulté A, pues en este caso el
segundo tiene dos posibilidades A y S con igual probabilidad, y la respuesta en este caso seria que
la probabilidad es 1/2.

1.4.2. Probabilidades en Espacios Numerables.

Un caso similar al desarrollado en la seccidon anterior se presenta cuando {2 es un conjunto infinito
numerable:

Q={w,ws. . Wiy}, A=PQ) y PA)= > p,

T:w; EA

donde los ntimeros p; verifican
p; >0, para todo i,

o0
Zpi =1
i=1



1.4. EJEMPLOS Y APLICACIONES. 11

Claramente en este caso no es posible que los p; sean todos iguales, ya que de ser asi no pueden satisfacer
las condiciones anteriores. En el capitulo 3 consideraremos en mas detalle estos espacios y los del ejemplo
anterior.

Veamos un ejemplo.

1. Lanzamos una moneda hasta que salga ‘Aguila’ por primera vez. Los resultados posibles de este
experimento son los nimeros naturales: 2 = N. La probabilidad de obtener ‘Aguila’ en el primer
lanzamiento es 1/2. La probabilidad de salga ‘Sol’ en el primer lanzamiento y ‘Aguila’ en el segundo
es (1/2) x (1/2) = 1/4. La probabilidad de tener ‘Sol’ dos veces y luego ‘Aguila’ es 1/8 y as{ sucesi-
vamente. Vemos que la probabilidad de obtener ‘Aguila’ por primera vez en el n-ésimo lanzamiento
es p, = 1/2™. Tenemos que verificar que esta asignacién define una probabilidad y para esto es

necesario que
o0

n=1

Recordamos la férmula para una serie geométrica:

1
L+r+ri+rd+.. = (1.3)
1—r
y multiplicando ambos lados por r obtenemos
r+r2+r3+r4+~~~zlr (1.4)
—-r

para —1 <r < 1.

Si ponemos 7 = 1/2 en (1.4) obtenemos que la suma ) p, vale 1. Ademds de comprobar que p,
define una probabilidad sobre €2, este resultado muestra que con probabilidad 1 obtendremos un
‘Aguila’ en un numero finito de lanzamientos, o equivalentemente, que la probabilidad de no obtener
nunca ‘Aguila’ en una sucesion de lanzamientos de una moneda balanceada es 0.

Sea ahora A el evento ‘la primera Aguila se obtiene en un nimero par de lanzamientos’. Tenemos
que A=1{2,4,6,...}y

Poniendo r = 1/4 en la ecuacién (1.4) obtenemos que

1/4 1
( ):1—1/425’

de modo que la probabilidad de que la primera ‘Aguila’ salga en un niimero par de lanzamientos es
1/3 y en un ndmero impar, 2/3.

1.4.3. Probabilidades en Espacios Continuos

Si el experimento consiste en seleccionar al azar un nimero en el intervalo [0, 1], entonces la probabi-
lidad de escoger un nimero en el intervalo [c,d] C [0, 1] debe ser proporcional a la longitud del intervalo,
pero como la probabilidad de que el nimero escogido caiga en el intervalo [0,1] es 1, vemos que no sélo
es proporcional sino que es igual a la longitud del intervalo:

P([e,d]) =d —e¢, para todo [c,d] C [0, 1]. (1.5)

Lamentablemente, no es posible definir una medida de probabilidad sobre todos los subconjuntos de [0, 1]
que satisfaga la propiedad (1.5). La demostracién de este hecho estd fuera de los objetivos de este curso,
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pero esto implica que hay conjuntos que no son 'medibles’; es decir, a los cuales no podemos asignarles
una probabilidad.

Por lo tanto, es necesario restringirse a una clase mas pequena F de subconjuntos de [0, 1], que sea
una o-dlgebra, es decir, que satisfaga las condiciones A1, A2 y A3. Una posibilidad es usar la clase de
los conjuntos borelianos en [0, 1], que es la menor o-dlgebra generada por los subintervalos de [0, 1]. Sin
embargo, es importante observar que en este caso hay otras o-algebras que pueden considerarse.

Dada cualquier colecciéon C de subconjuntos de €2, es posible demostrar que existe una o-algebra, que
denotaremos por ¢(C), que contiene a C y que es la menor de todas las o-dlgebras que contienen a C en
el siguiente sentido: Si D es otra o-dlgebra que contiene a C, entonces se cumple que o(C) C D. o(C) se
conoce como la g-algebra generada por C y es posible demostrar que siempre existe y es tnica.

En el ejemplo anterior mencionamos a la o-dlgebra de Borel B en [0, 1], que tiene gran importancia en el
desarrollo de la teoria de la medida, y que introdujimos como la o-algebra generada por los subintervalos
de [0,1]. De manera equivalente se puede definir como la o-dlgebra generada por la coleccién de los
intervalos abiertos (a,b), 0 < a < b < 1, o los intervalos cerrados [a,b] o los de la forma (a,b], o de la
forma [a,b). Es posible demostrar que todas estas definiciones son equivalentes.

También es posible definir la o-algebra de Borel como la o-dlgebra generada por los subconjuntos
abiertos de [0, 1], y se puede demostrar que esta definicidén es equivalente a cualquiera de las anteriores.
Esta definicién tiene la ventaja de que podemos usarla en cualquier espacio que tenga una topologia, por
ejemplo, en cualquier espacio métrico.

1.4.4. Otros Ejemplos
(1) Muestreo con Reposicién. Retomemos el ejemplo 1.2.9 sobre el muestreo con reposicién, donde
QN ={BBB,BBD,BDB,DBB,BDD,DBD,DDB,DDD}

y sea A = P(Q). Supongamos que la proporcién de defectuosos en la poblacién es p = n/N, donde
n es el namero de defectuosos en el total IV de articulos en el stock. Por lo tanto, la proporcién de
buenos en la poblacién es 1 — p = q.

Consideremos el evento elemental {DDD}. Para asignarle la probabilidad correspondiente razona-
mos asi: en cada una de las extracciones hay n formas posibles de elegir un defectuoso. En total
resultan n® posibilidades de obtener los tres defectuosos y N2 elecciones posibles de una terna
cualquiera. Asignamos al evento {DDD} la probabilidad

P(DDD)) = 1o = '
y analogamente
P({BBB}) = ¢’,
P({BDD}) = P({DDB}) = P{DBD}) = pq,

P({BBD}) = P({BDB}) = P({DBB}) = p¢’.

Se verifica que

P(Q) =p* +3p°¢+3pg" +¢* = (p+q)* = 1.
Calculemos la probabilidad del evento A: “se obtiene al menos un defectuoso en la muestra”. Como
A es el complemento del evento A¢: “no se obtiene ningin defectuoso en la muestra”, resulta

P(A)=1—-P(A°) =1—-¢>

Consideremos ahora la siguiente situacion que se presenta en problemas vinculados a control de
calidad. Supongamos que se ignora la proporciéon p de defectuosos en la poblacién y estamos in-
teresados en tener una estimacién de ese valor. Extraemos una muestra de tres articulos entre los
cuales hay uno solo defectuoso.



1.4.

EJEMPLOS Y APLICACIONES. 13

Analicemos la probabilidad del evento: “se obtiene un solo defectuoso en la muestra”, segin diversos
valores de p, como indica el cuadro siguiente:

p 3pq®
0.1 | 0.243
0.2 | 0.384
0.3 | 0.441
04 | 0.432
05 | 0375
0.6 | 0.288
0.7 | 0.189
0.8 | 0.096
0.9 | 0.027

Si tuviéramos que seleccionar uno de estos valores para p, una opcién posible seria admitir aquél
que haga mayor la probabilidad del evento que ocurrié efectivamente, o sea 0.3.

Utilizando este criterio, y aceptando como posibles valores de p todos los nimeros reales entre 0 y
1, adoptamos como estimacién aquél que haga méxima la probabilidad 3pg? = 3p(1 — p)? del evento
que efectivamente ocurrié. Este criterio de estimacion se llama de “mdzima verosimilitud”. Para
maximizar esta funcién

L(p) = 3p(1 - p)°
calculamos su derivada
L'(p) = 3(1 —p)(1 - 3p)
que se anulaen p=1, p=1/3.

El grafico de la funcién L(p) es el que se indica en la figura 2.10, y el méximo para p € [0, 1] estd en
p = 1/3. Tomamos, por lo tanto, como estimacién p = 1/3, valor que obviamente se adecia a lo
que indica la intuicién inmediata, dado que en la muestra de tres resulté uno defectuoso.

L(p)

0.5+

| | I
1/3 05 1 P

Figura 2.10

Error de Redondeo. Consideremos nuevamente el caso del error de redondeo. Supongamos que se
trunca el resultado de una operacién aritmética en la parte entera, es decir, que en lugar del nimero
real no negativo = se toma su parte entera [z], esto es, el mayor entero que no supera z. El planteo
es esencialmente el mismo si se trata del truncamiento en cualquier cifra decimal.

El error cometido al truncar es z — [z], que podemos considerar como un evento elemental del
intervalo [0,1) = Q, tomado como espacio muestral.

Con frecuencia — como veremos al examinar este problema mas adelante — estaremos interesados
en asignar al espacio muestral {2 una probabilidad uniforme en el siguiente sentido: intervalos de
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igual longitud deben tener igual probabilidad. No es dificil probar que una tal probabilidad P debe
verificar

P(la,b))=b—a (1.6)

cualquiera que sea el intervalo [a,b),0 < a < b < 1. Una manera de hacerlo es la siguiente: si P
tiene esa propiedad, para n natural se tiene

P(la))=r ()= ()

y como la suma de estas n probabilidades es P(2) = 1 resulta que cada una de ellas es 1/n.

Sim y m son enteros positivos, m < n, resulta que

P -r(od) e ([ 5) -5

Si z es un numero real cualquiera perteneciente al intervalo (0, 1), consideremos dos sucesiones de
numeros racionales

’ /
my m my m
—<m<f,k, — =, f,k—>x, k — oo,
ng ny ng ng

y se tiene

e (u22)) <o <o (o)) - 2

Pasando al limite para k — oo resulta
< P(0,z)) <z = P([0,z)) ==z,

o sea que la probabilidad de cada intervalo es su longitud.

Como familia de eventos podemos tomar la menor o-dlgebra que contiene a los intervalos, llamada
o-algebra de Borel, que denotamos B, y se puede probar que existe efectivamente una probabilidad
P definida para la familia de eventos B, que satisface (1.6), es decir, que asigna probabilidades
iguales a intervalos de igual longitud.

Determinemos ahora la probabilidad del evento
A : “ La primera cifra truncada es 9 7.

Resulta

P(A)=P([0.9, 1))=1-09=0.1.
;,Cudl es la probabilidad de que la segunda cifra truncada sea 97
Este evento es

B =1[0.09, 0.1)U[0.19, 0.2) U---U[0.99, 1)

y su probabilidad es

10 veces
—_——
1 1
PB)=—+---4+-—=0.1.

Un dado estd cargado de modo tal que la probabilidad de que salga la cara k es proporcional a k.
Hallar la probabilidad de cada uno de los eventos:

a. El resultado de arrojar el dado es un ntimero par.

b. El resultado es menor que 6.
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Denotemos por py la probabilidad de que ocurra la cara k (k = 1,2,3,4,5,6). Lo que establece el
enunciado es que existe una constante C' tal que py = Ck. Como p; + p2 + - -+ + pg = 1, se deduce
que

1 k
Cl4+2+---+6)=1 = 21C=1 = C:ﬁ = Pk= o7

Resolvamos ahora a y b.

a. La probabilidad de obtener una cara par es

et — 12 4
P2 T P4 TP = on 7
b. La probabilidad de obtener un resultado menor que 6 es

+p2+p3+pst+ps = B_5
b1 T P2 TP3TP4a P5—21—7~
A
El problema de los cumpleanos. ;Cudl es la probabilidad de que entre r personas al menos dos
cumplan anos el mismo dia? (Se supone que la duracién del ano es de 365 dias). ;Cuél es el menor
valor de r para el cual esta probabilidad es superior a 1/27

Tomamos como espacio muestral el conjunto de todas las r-uplas de fechas posibles:

Q={(fi,fos--, fr) + 1< fi <365, i=1,...,r}
y la hipétesis natural es que todas las r-uplas son igualmente probables.
Llamemos A el evento de que entre los r individuos seleccionados, no hay dos que cumplan el mismo
dia, es decir que

A={(f1,...,fr): 1 < f; <365, los f; son diferentes 2 a 2}.
La pregunta es jcudl es la probabilidad de que no ocurra A? Esto es
P(A%)=1- P(A)

y como todos los eventos elementales de €2 son igualmente probables,

fA
P(A) = 0
donde A denota el cardinal del conjunto A. Para calcular Q2 observamos que hay N = 365 fechas
posibles para cada cumpleanos y queremos seleccionar un vector de longitud r de fechas con reposi-
cién. Cada componente del vector la podemos escoger de N maneras y por lo tanto hay N” vectores
posibles:
Q0 = N*.

Por otro lado los vectores que pertenecen a A no pueden tener componentes repetidas. Por lo tanto,
para escoger un vector que satisfaga esta condicién, tenemos N valores posibles para la primera
componente. Una vez que la hemos seleccionado, quedan N — 1 valores para escoger la segunda.
Si ya tenemos las dos primeras quedan N — 2 posibilidades para la tercera y, continuando de esta
manera, para la tltima componente quedan N — r + 1. En consecuencia

bA=N(N—1)-- (N —7r+1),

y por lo tanto

P(Ac)lN(N—l).Z.\}r(N—r-l—l)1<1;]>“.<1r—1).
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Para acotar esta probabilidad utilizamos la desigualdad
1l—z<e™®

véalida para todo =z € R, que puede ser demostrada usando un desarrollo de MacLaurin de orden 2
o verificando que la figura 2.11 es correcta.

Obtenemos

P(A%) >1-— eFTREAE — 1 o TG
Para r = 23 y N = 365 obtenemos P(A¢) > 0.50000175. Asi, en un grupo de 23 personas, con
probabilidad mayor que 1/2, hay dos personas que cumplen afios el mismo dia, lo cual es bastante
sorprendente. Para r = 30 la probabilidad es superior a 0.696 y para r = 50, superior a 0.965.

n P(A,)

10 | 0.117

20 | 0411

23 | 0.507

30 | 0.706

50 | 0.97

57 1 0.99

100 | 0.9999997

y=1—-=x

Figura 2.11

(5) Si la probabilidad de encontrar un articulo defectuoso en una poblacién es p = n/N, donde N es el

nimero de elementos de la poblacién y n el de defectuosos, y realizamos muestreo con reposicién

extrayendo un articulo cada vez, calcular la probabilidad de encontrar el primer defectuoso en la
;. .z . .1 . [e'e)

m-ésima extraccion. Si llamamos p,, a esta probabilidad, verificar que >~ py, = 1.

Veremos ahora una solucién al ejercicio con los elementos de que disponemos. Mas adelante podre-
mos tratarlo de manera mas simple, utilizando conceptos que ain no hemos introducido. Comen-
cemos por m = 1; p; es la probabilidad de extraer un defectuoso en la primera extraccion, que es

claramente n

plzﬁzp-

Sea ahora m > 1. El evento A,,: “el primer defectuoso es extraido en la m-ésima extraccién”, se
escribe como

Am = Bmfl \Bm
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donde B,, es el evento de que en las primeras m extracciones no hemos encontrado articulos defec-
tuosos. La relacién anterior expresa que “encontrar un defectuoso por primera vez en la m-ésima
extraccion” es lo mismo que “no extraer defectuosos en las m—1 primeras pero si en las m primeras”.

Como By, C By,—1 se tiene que P(A,,) = P(By—1) — P(By,). Por otra parte

P8y =gy

y, por lo tanto, deducimos que

En resumen, la férmula

vale para todo m > 1. Ademés, como p > 0,

(oo} o0 p
Yopl-p)" Tt =p) (1-p = =1
Aqui hemos usado la suma de la serie geométrica:

- 1
Z 2" = — vélida para |z| < 1.
1—2

m=0

1.5. Ejercicios

1. Demuestre que la diferencia simétrica de dos conjuntos se puede escribir como AAB = (A\ B) U
(B\ A).

2. Demuestre que para cualesquiera conjuntos A, B, C'y D, la siguiente proposicién es cierta:
(AUB)\(CUD)C (A\C)U(B\D).
3. Sea A, B,C, D subconjuntos de 2. Demuestre las siguientes propiedades.

a. (ANB)U(CND))*=(A°UB°)N(C°UD®); b. AAQ = A°.
c. AUB)N(AUB)N(A°UB)N(A°UB®) =0; d. A\ B=AnN(AAB).
(

e. AUB = (AAB)A(AN B): f. ANBAC) = (AAB)AC.
g (ANB¢)A(BN A°) = AAB; h. AAB = CAD = AAC = BAD.
i. AN(BAC) = (ANB)A(ANC); j. AAB = (AAC)A(CAB).

4. ;Cuando son ciertas las siguientes relaciones?
a. AU(BNC)=(AUB)N(AUC) b.AN(BNC)=(AnB)NC
c. AU(BUC)=A\(B\CO) d. (A\B)\C=A\(B\(O)
e. AA(BAC) = (AAB)AC f.AN(BNC)=(A\B)U(4\ )
g A\ (BUC)=(A\B)N(A\C)

5. Si{A;, i € I}y {B;, i € I} son dos colecciones de conjuntos, demuestre que

(UierAi) \ (Uier Bi) C Uier(A;i \ B;).
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Sea A, el conjunto de los enteros positivos divisibles por n. Halle los conjuntos a) U2 ,A,, b)
Moy An.

Halle los siguientes conjuntos a) U3 [a+ 1,6 —1];b) N5, (a — 1,6+ 1).

Sea A, el conjunto de puntos sobre la curva y = 1/x® para 0 < x < co. Halle el conjunto Ng>1Aq-
Sean A, Ay y A3 eventos de un espacio muestral. Expresar mediante uniones, intersecciones y
complementos los siguientes eventos:

a. Los tres eventos ocurren. b. Ocurre sélo A;.

c. Ocurren A; y As, pero no As. d. Ocurre al menos uno de los tres eventos.
e. No ocurre ninguno. f. Ocurren al menos dos.

g. Ocurren dos y no mas.

Expresar como uniones disjuntas a) A; U As;  b) Ay UAs U As;  ¢) Ui, Ai.

Sea 2 = {AAA, AAS, ASA, SAA, ASS,SAS,SSA,SSS}, donde A es dguila y S es sol. Describa
con palabras los siguientes eventos y calcule sus probabilidades:

a. B = {AAA, AAS, ASA, ASSY; b. C' = {AAA, SSS}.
c. D = {AAS, ASA, SAA}; d. E = {AAS, ASA,SAA, ASS, SAS, SSA}.

El evento A\ B quiere decir que A ocurre pero B no. Demuestre que las operaciones de unién,
interseccién y complemento se pueden expresar usando sélo esta operacién.

Sean A, By C tres eventos. Demuestre las siguientes propiedades:

a. PLANB)+ P((A\B)U(B\ A)) + P(A°NB°) = 1.

b. P(A°N B¢) + P(A) + P(A°N B) = 1.

c. P(A°NB°NC°) + P(A)+ P(A°NB)+ P(A°NB°NC) = 1.

d. P(ANB) — P(A)P(B) = P(A°N B¢) — P(A°)P(B°).

Suponga que P(A) > 0.9, P(B) > 0.8y P(ANBNC) =0, demuestre que P(C) < 0.3.
Demuestre que si AN BN C = (), entonces

P(AUB)N(BUC)N(CUA))=P(ANB)+ P(BNC)+ P(CNA).

Sea D el evento ’exactamente uno de los eventos A, B y C ocurre’. Exprese P(D) en términos de
P(A),P(B),P(C),P(ANB),P(AnC),P(BNC)y P(ANBNC(C).

Demuestre que

a. min{l, P(A) + P(B)} > P(AU B) > méx{P(A), P(B)}

b. min{P(A), P(B)} > P(AN B) > méx{0, P(A) + P(B) — 1}

c. P(MPA;) = 307 P(Ai) — (n—1).

La condicién de o-aditividad para una medida de probabilidad es equivalente a otras propiedades.
Pruebe que es equivalente a las proposiones (a) y (b):

a. Si A € Ay C -+ es una sucesion creciente de eventos y A = A; U Ay U --- entonces P(A) =
lim,, o P(A4).

b. Si A; D Ay D -+ es una sucesién decreciente de eventos y A = A3 N Aa N -+ entonces P(A) =
lim,, 00 P(A45).
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19. Un experimento consiste de tomar al azar tres focos de la produccién de una fabrica y probarlos,
con resultados posibles defectuoso (1) o bueno (0). Sea A el evento ‘El primer foco es defectuoso’,
B el evento ‘el segundo foco es defectuoso’ y C' el evento ’el tercer foco es defectuoso’.
a) Describa el espacio muestral ) para este experimento.
b) Liste los elementos de cada uno de los siguientes conjuntos: A, B, AUC, BUC, AUBUC,
ANB, ANBNC, ANB°NC, (AUB)NC, (A°NCYU(BNC).

20. Describa en detalle un espacio muestral para los siguientes experimentos: (a) Tres lanzamientos
de un dado. (b) Calificaciones de una clase de 20 estudiantes en un examen. (c¢) Medicién de la
temperatura a mediodia en una estacién meteoroldgica. (d) Medicién de las velocidades de carros
pasando por un punto dado. (e) Una sucesién infinita de lanzamientos de una moneda.

21. Una caja contiene n bolas rojas y n bolas blancas. Se extraen dos bolas al azar. ;Cuél es el espacio
muestral para este experimento? ;Cudl es la probabilidad de que las dos bolas tengan colores
distintos. Halle la probabilidad p,, de que las bolas sean del mismo color y evalte lim,, o pr-

22. En una bolsa hay tres cartas numeradas 1, 2 y 3. Sacamos las cartas al azar sucesivamente y sin
reposicion. El resultado es una permutacion de los ntimeros 1, 2 y 3. Describa el espacio muestral de
este experimento. Para cada una de las siguientes descripciones, liste los elementos correspondientes
y calcule la probabilidad del evento.

(a) El 2 sale en primer lugar. (b) El 3 sale en segundo lugar. (¢) El 2 sale en primer lugar y el 1
en tercer lugar. (d) O bien el 2 sale en primer lugar o bien el 1 sale en tercer lugar (o ambos). (e)
Ningtn ntimero ocupa su lugar.

23. Repita el ejercicio anterior con 4 cartas numeradas de 1 a 4.

24. Una caja contiene 10 bolas negras y 5 bolas rojas. Se extraen 3 bolas al azar, con reposicién.
Calcular:

a. La probabilidad de que sean 2 negras y una roja.
b. La probabilidad de que sean las tres negras.
c. Repetir el ejercicio suponiendo que la extraccion es sin reposicién.

25. Se extraen dos cartas sucesivamente de un juego de 52 cartas. Halle la probabilidad de que la
segunda carta sea mayor que la primera.

26. Se lanzan al aire simultdneamente tres monedas balanceadas. Calcular:

a. La probabilidad de obtener 3 caras.
b. La probabilidad de obtener por lo menos 2 caras.

27. Lanzamos una moneda balanceada cuatro veces. Calcule la probabilidad de los siguientes eventos:
a. Ocurren al menos tres Aguilas.

b. Ocurren exactamente tres Aguilas.
¢. Ocurren al menos tres Aguilas consecutivas.
d. Ocurren exactamente tres Aguilas consecutivas.

28. Se lanzan dos dados. Calcule la probabilidad de los siguientes eventos: a) obtenemos el mismo
nimero en ambos dados; b) la suma es 7 u 11; ¢) los ndmeros son primos relativos, d) la suma es
impar; e) el producto es impar; ) un ntmero divide al otro.

29. Se realiza un test de conocimientos con 11 preguntas a contestar por si o no. Se da por aprobada la

prueba si se contestan correctamente al menos 6 de las 11 preguntas. ;Cudl es la probabilidad de
aprobar el examen contestando al azar?
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30. Sean P;, P, dos medidas de probabilidad definidas sobre la misma o-dlgebra F y sea 0 < o < 1.

Demuestre que aP; + (1 — )P, también es una medida de probabilidad sobre F. Generalice el
resultado a n medidas de probabilidad.

31. a. Sea p; = a/i? para i € N. Halle el valor de a para que p; defina una probabilidad.

b. Sea p; = b/i? para i = £1,42,.... Halle el valor de b para que p; defina una probabilidad.
32. Para comenzar un cierto juego es necesario lanzar un 6 con un dado.
a) ;Cudl es la probabilidad de lanzar el primer 6 en el tercer intento?
b) {Cudl es la probabilidad de necesitar més de tres intentos?
¢) ;Cudntos lanzamientos hacen falta para que la probabilidad de haber lanzado un 6 sea al menos
0.957
d. ;Cudl es la probabilidad de que el primer 6 ocurra en un nimero par de lanzamientos?

33. Sea F una o-édlgebra de eventos en un espacio finito. Demuestre que F no puede contener exacta-
mente 6 eventos. ;Qué enteros pueden ser el cardinal de F7

34. Sean: Q = [0,1], B la familia de conjuntos de Borel y P la probabilidad definida en el ejemplo 6 de
la seccién 2.4.

a. Probar que P({w}) = 0, donde {w} es el subconjunto de §2 que consta sélo del punto w. (Verificar
previamente que {w} € B).

b. Sean @ = {w : w € [0,1] esracional} e I = {w : w € [0,1] es irracional}. Probar que
P(Q) =0y P(I) = 1.

35. Se lanza reiteradamente una moneda balanceada. ;Cudl es la probabilidad de que ocurran 4 caras
antes que dos sellos?

36. Se lanzan cuatro dados y se multiplican los niimeros que se obtienen. ;Cuédl es la probabilidad de
que este producto sea divisible por 57 ;Cudl es la probabilidad de que el ultimo digito en el producto
sea b7

37. Antonio y Bruno acuerdan una competencia de esgrima en una serie de mangas de modo que el
primero en ganar dos mangas seguidas gana el combate. Antonio tiene probabilidad p de ganar una
manga y Bruno probabilidad ¢ = 1 — p. ;Cudl es la probabilidad de que la competencia termine al
cabo de k mangas?

38. En una caja tenemos n bolas con los ntimeros del 1 al n. Sea D, el evento: ‘se extrae una bola al
azar y el nimero es divisible por . Halle P(D3), P(D4), P(D3U Dy)y P(DsN Dy y obtenga los
limites de estas probabilidades cuando n — oc.

39. Definimos la funcién d sobre F x F por d(A, B) = P(AAB).

a. Demuestre que para cualesquiera eventos A, By C
d(A,B)+d(B,C) —d(A,C)=2P(ANB°NC)+ P(A°NBNC°
b. ;Cuédndo vale d(A, B) = 0?
c. Sea Ay, Ag, ... una sucesién no-decreciente de eventos: A; C A; para ¢ < j. Demuestre que para
i <j<k,
d(A;, Ap) = d(As, Aj) + d(Aj, Ag).
40. En el juego de ’craps’ el jugador lanza dos dados. Si el resultado es 7 u 11, el jugador gana. Si es 2,

3 6 12, pierde. Si es cualquier otro resultado k, continua lanzando hasta obtener un 7, en cuyo caso
pierde, o k, en cuyo caso gana. ;Cudl es un espacio muestral adecuado para este juego? ;Cudl es
la probabilidad de ganar? ;Cudl es la probabilidad de ganar en el primero o segundo lanzamiento?
;,Cuadl es la probabilidad de ganar si el primer lanzamiento es 67



