Ayudantia de Probabilidad Avanzada.

Solucién de la tarea 6.
Henry Panti.

1. Sea X tal que X,,/b, iNy'S Entonces, ya que b, = o(/3,,) se sigue

Xn _ bX d,

—0-X =0,
/87’1 /Bn n

o bien, X,,/5, L.

Ahora, usando lo anterior veamos que el TCL implica la ley débil de grandes ntimeros.
Sea Yi,...,Y, v.aid. con media p y varianza o? finita. Sea X,, = >0 (Vi — p) vy

b, = /no entonces por el TCL X, /b, LN N(0,1). Ahora bien, b, = o(8,), con
B, = n. Por lo tanto, > 7, (Y —p)/n = X,/ B, 50, 1o que es la ley débil de grandes

numeros.

5. Tenemos

n
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k=1
y
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EkRX =3k = % - "I +o(nh).
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Entonces,
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De aqui, la condiciéon de Lyapounov se satisface, lo que implica que
1 « d
— > kX, =5 N(0,1).
Sp =

Y ya que s, ~ (n/3)Y2, se concluye

1/2 n
(3> S kX 5 N(0,1).
k=1
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10. Ya que g(z)/z* 1 oo, entonces sobre el evento {|Xy| > €s,} se satisface g(| Xz|)/| Xx|? >

glesn)/(esn)?, o bien, g(|Xx|)/g(esn) = (\Xk|/esn)2 De aqui,

1 & |Xk
S—E E|Xi* (x5 e50) = QE :E ( ) 1{|Xk|>esn}]
" k=1

Eqg(|Xk]) — 0.
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Esto muestra que la condicién de Lindeberg se satisface. Por lo tanto,

&iu\/(o,n.

Sn

Para § > 0, tomando g(x) = 22*° x > 0, se obtiene la condicién de Lyapunov. Esto
muestra que la condicién aqui dada es una generalizacién de la condicién de Lyapunov.

Ya que el producto de f.c. i.d. es i.d. y las f.c. correspondientes a v.a. degeneradas
son también i.d., entonces, sin pérdida de generalidad, podemos suponer y = 0. Ahora
observe que el integrando en (1) se puede escribir de la siguiente manera

(e t +x2> 2o Tl () A0 (15.1)

Puesto que los siguientes limites son ciertos

costr — 1 t2  sintr —tx ,
— = /" 0, %" —-1—=0, cuandox — 0,
x? 2 x?
entonces por (15.1) se sigue que el integrando en (1) es continuo en 0. Ademaés, (15.1)
implica también que esta misma funcién es continua y acotada. De todo lo anterior se

deduce que la integral en (1) es siempre finita.

Ahora, usando de nuevo (15.1) tenemos que para t pequena,

(e —1— itr) — + (e — 1)‘ <t 42,
x

entonces por ser G medida finita, se deduce

Ay it 1+ 22
lm (em—l ”) T 4G(x) = 0.

t—0 [ 1+ 22 72
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Lo que muestra que la f.c. ¢ es continua en 0. Sélo resta probar que ¢ es limite de f.c.
i.d. El procedimiento es similar al que se hizé en la prueba del teorema 3.2.1 de las
notas. Lo escribiremos aqui para tener completa la solucién de este ejercicio.

Definimos la medida G, ;, como la medida discreta con masa o, = G(k27", (k+1)27"]
concentrada en k27", k = 0,£1,4+2,...,4+2?" n > 1. Entonces

i itz \ 14 22
Onk(t) = exp{/_oo (et —1—1+x2> p dGnyk(a:)}

- th2 Y\ a1+ (k27)?)
— itk2 _ 1 _ ¢ 7k
eXp { (6 1+ (k2-m)? (k2-m)? ’

corresponde a la f.c. de la v.a.

Oén’k(l + (/{72_n)2> B k2~
(k)2 (Y T <k2n>2>) ’
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donde Y es una v.a. Poisson de pardmetro 1. Sea Y, k = 0,+1,+2,...,£2*" n > 1,
v.a. con fc. @, y sea Y, = >, Y, con fc. ¢, con representacién (1) y medida
G, = >, Gn. Claramente, las v.a. Y, son i.d., lo que implica que Y,, también lo es.
Ademés, G,, — G cuando n — 00 y G,,(R) < G(R) < oo. Como vimos el integrando
en (1) es continuo y acotado, de aqui ¢, (t) — ¢(t). Lo que concluye la prueba.

Sea X v.a. con distribucién uniforme en el intervalo (—1,1). Tenemos que la f.c. de X
esta dada por

sen(t)
Observe que ¢x se anula en los puntos t = nm, n = £1,£2,..., por lo cual se afirma

que ¢x no puede ser i.d., ya que las f.c. i.d. nunca se anulan.



