10.

Probabilidad Avanzada I
Problemas 7
Los problemas 1, 5, 10, 15 y 18 son para entregar el viernes 17/04/12.

. Para cualquier sucesién (X,,) de v.a., si X,,/b, converge en distribucién para una sucesién creciente de

constantes b,,, demuestre que X,,/3, converge en probabilidad a 0 si b, = o(3,). En particular explique con
precisién por qué el TCL implica la ley débil de grandes nimeros.

. Demuestre que para x > 0 cuando n — oo,
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Sea X ~T'(1,s) y, dado que X = x sea Y una v.a. con distribucién de Poisson de pardametro z. Halle la f.c.

de Y y demuestre que, cuando s — oo,
Y —E(®Y)

d
Var(Y) N

Si X, tiene distribucién geométrica con pardmetro p = A\/n, demuestre que la distribucién de X,, /n converge
a una distribucién exponencial.

. Sean X7, Xo,... v.a. i. con distribucién de Bernoulli simétrica. Demuestre que

(%)1/2 zn: kX 4, N(0,1) cuando n — oc.
k=1

Sean X1, Xa,... v.a. i. con distribucién de Bernoulli Be(p,) paran > 1. Sean S,, = X1 + -+ + X,,, m,, =
Sr_ipey s2=>r_, pk(1l—pg) paran > 1. Demuestre que
Spn— My d

” = MN(0,1) (n—>x) <= an(l—pn):oo

Sean X1, Xs,... v.a. i. con distribucién uniforme U(—1,1) para n > 1. Sea mj una sucesién creciente de
enteros positivos y sea S, = Z:l X"t para n > 1. Demuestre que

Sn - E(Sn) d > 1
Sn = Aon) 0,1 -
S = N(0,1) (n—o00) <+ ;mk 00

Sean X1, Xs,... v.a.i. con
P(Xp,=k%)=P(Xr=-k%=1/2, k>1,
donde o € R. Demuestre que el Teorema Central del Limite vale si y sélo si o > —1/2.

Sean X7, Xo,... v.a. i. con distribucién uniforme U(—k®, k) para o € R. Determine la distribucién limite
(cuando exista) de S, = >, _; X} con una normalizacién adecuada, cuando n — oc.

Esta es una extension del TCL de Lyapunov. Sean X3, X5,... v.a. i. con media 0 y sea g una funcién no-
negativa y no-decreciente tal que g(z)/z? — +o0 cuando z — oo y tal que E(g(X,)) < oo para todo n.
Finalmente sean S,, = X1 +--- + X,, y 82 = ZZ=1 var(Xy) para n > 1. Demuestre que si, para todo € > 0,

n

1
o) ;E(g(Xk)) — 0 cuando n — oo,

entonces 1
-5, LA N(0,1) cuando n — oo.
n

Demuestre que este resultado es realmente una extensién del teorema de Lyapunov.
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Suponga que para cualesquiera a > 0,a’ > 0,b € R, € R existen a > 0,3 € R tales que para la f.d. F se
tiene que F(ax + b) * F(a’x + V') = F(az + (). Demuestre que F es estable.

Suponga que X es estrictamente estable con indice a € (0,2), Y es no-negativa y estable con indice 8 € (0, 1).
Demuestre que XY/ es estable con indice af.

Sea X una v.a. estable con indice a € (0,2) y sea Y una v.a. de Bernoulli simétrica e independiente de X.
Demuestre que XY es estrictamente estable.

Demuestre que la distribucién de Poisson es infinitamente divisible pero no estable.

Sea G una medida finita y sea

o0

o(t) = exp {iut +/ (em” —-1- i 2)1—'—72%2 dG(ac)} (1)

oo 1+ T

donde el integrado vale —t2/2 en 0. Demuestre que ¢ es la funcién caracterfstica de una distribucién infini-
tamente divisible.

Demuestre que la distribucién de Cauchy (con f.c. e~I*l) corresponde a la férmula (1) con g = 0 y G una
medida con densidad 1/7(1 + 2?) respecto de la medida de Lebesgue.

Sea X una v.a. con distribucién geométrica de parametro p (P(X = k) = ¢"*~'p para k > 1). Halle la funcién
caracteristica de esta distribucién y demuestre que es infinitamente divisible.

Demuestre que la distribucién uniforme U4(—1,1) no es infinitamente divisible.

Si A > 0y ¢ es una funcién caracteristica, demuestre que exp{A(¢p — 1)} es una funcién caracteristica
infinitamente divisible.

. Es cierto que la combinacién convexa de funciones caracteristicas infinitamente divisibles también es infini-
tamente divisible?

Sean X1, Xs,... v.a.d. i.d. independientes de N ~ Pois(\) para A > 0. Demuestre que Z}Igv=1 X, es infinita-
mente divisible.



