
Probabilidad Avanzada I
Problemas 7

Los problemas 1, 5, 10, 15 y 18 son para entregar el viernes 17/04/12.

1. Para cualquier sucesión (Xn) de v.a., si Xn/bn converge en distribución para una sucesión creciente de
constantes bn, demuestre que Xn/βn converge en probabilidad a 0 si bn = o(βn). En particular explique con
precisión por qué el TCL implica la ley débil de grandes números.

2. Demuestre que para x ≥ 0 cuando n →∞,
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3. Sea X ∼ Γ(1, s) y, dado que X = x sea Y una v.a. con distribución de Poisson de parámetro x. Halle la f.c.
de Y y demuestre que, cuando s →∞,

Y − E(Y )√
Var(Y )

d→ N (0, 1)

4. Si Xn tiene distribución geométrica con parámetro p = λ/n, demuestre que la distribución de Xn/n converge
a una distribución exponencial.

5. Sean X1, X2, . . . v.a. i. con distribución de Bernoulli simétrica. Demuestre que
( 3

n3

)1/2 n∑

k=1

kXk
d→ N (0, 1) cuando n →∞.

6. Sean X1, X2, . . . v.a. i. con distribución de Bernoulli Be(pn) para n ≥ 1. Sean Sn = X1 + · · · + Xn, mn =∑n
k=1 pk y s2

n =
∑n

k=1 pk(1− pk) para n ≥ 1. Demuestre que

Sn −mn

sn

d→ N (0, 1) (n →∞) ⇐⇒
∞∑

n=1

pn(1− pn) = ∞

7. Sean X1, X2, . . . v.a. i. con distribución uniforme U(−1, 1) para n ≥ 1. Sea mk una sucesión creciente de
enteros positivos y sea Sn =

∑n
k=1 Xmk

k para n ≥ 1. Demuestre que

Sn − E(Sn)√
VarSn

d→ N (0, 1) (n →∞) ⇐⇒
∞∑

k=1

1
mk

= ∞

8. Sean X1, X2, . . . v.a. i. con

P (Xk = kα) = P (Xk = −kα) = 1/2, k ≥ 1,

donde α ∈ R. Demuestre que el Teorema Central del Ĺımite vale si y sólo si α ≥ −1/2.

9. Sean X1, X2, . . . v.a. i. con distribución uniforme U(−kα, kα) para α ∈ R. Determine la distribución ĺımite
(cuando exista) de Sn =

∑n
k=1 Xk con una normalización adecuada, cuando n →∞.

10. Esta es una extensión del TCL de Lyapunov. Sean X1, X2, . . . v.a. i. con media 0 y sea g una función no-
negativa y no-decreciente tal que g(x)/x2 → +∞ cuando x → ∞ y tal que E(g(Xn)) < ∞ para todo n.
Finalmente sean Sn = X1 + · · ·+ Xn y s2

n =
∑n

k=1 var(Xk) para n ≥ 1. Demuestre que si, para todo ε > 0,

1
g(εsn)

n∑

k=1

E(g(Xk)) → 0 cuando n →∞,

entonces
1
n

Sn
d→ N (0, 1) cuando n →∞.

Demuestre que este resultado es realmente una extensión del teorema de Lyapunov.
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11. Suponga que para cualesquiera a > 0, a′ > 0, b ∈ R, b′ ∈ R existen α > 0, β ∈ R tales que para la f.d. F se
tiene que F (ax + b) ∗ F (a′x + b′) = F (αx + β). Demuestre que F es estable.

12. Suponga que X es estrictamente estable con ı́ndice α ∈ (0, 2), Y es no-negativa y estable con ı́ndice β ∈ (0, 1).
Demuestre que XY 1/α es estable con ı́ndice αβ.

13. Sea X una v.a. estable con ı́ndice α ∈ (0, 2) y sea Y una v.a. de Bernoulli simétrica e independiente de X.
Demuestre que XY es estrictamente estable.

14. Demuestre que la distribución de Poisson es infinitamente divisible pero no estable.

15. Sea G una medida finita y sea

ϕ(t) = exp
{

iµt +
∫ ∞

−∞

(
eitx − 1− itx

1 + x2

)1 + x2

x2
dG(x)

}
(1)

donde el integrado vale −t2/2 en 0. Demuestre que ϕ es la función caracteŕıstica de una distribución infini-
tamente divisible.

16. Demuestre que la distribución de Cauchy (con f.c. e−|t|) corresponde a la fórmula (1) con µ = 0 y G una
medida con densidad 1/π(1 + x2) respecto de la medida de Lebesgue.

17. Sea X una v.a. con distribución geométrica de parámetro p (P (X = k) = qk−1p para k ≥ 1). Halle la función
caracteŕıstica de esta distribución y demuestre que es infinitamente divisible.

18. Demuestre que la distribución uniforme U(−1, 1) no es infinitamente divisible.

19. Si λ ≥ 0 y ϕ es una función caracteŕıstica, demuestre que exp{λ(ϕ − 1)} es una función caracteŕıstica
infinitamente divisible.

20. ¿Es cierto que la combinación convexa de funciones caracteŕısticas infinitamente divisibles también es infini-
tamente divisible?

21. Sean X1, X2, . . . v.a.i. i.d. independientes de N ∼ Pois(λ) para λ > 0. Demuestre que
∑N

k=1 Xk es infinita-
mente divisible.
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