Capitulo 1

Introduccion

1.1. Introduccién
Sea {X,,,n > 1} una sucesién de v.a.i.i.d. con f.d. comin F y definamos

M, = max X;.

i<n

La distribucion de esta variable aleatoria es

PM,<z)=P(X:1 <uz,...,X, <2 ZﬁP(Xi <x)=F"(x).

=1

Definimos
a(F) =inf{z: F(z) > 0} > oo, w(F) =sup{z: F(z) <1} < 0.

Entonces M,, es una sucesién creciente con limite w(F) c.p.1: Si x < w(F) entonces F(zr) < 1y en

consecuencia
P(M, <z)=F"(z)— 0.

Por lo tanto M,, — w(F) en probabilidad y como la sucesién es creciente, convergencia en probabilidad
implica convergencia con probabilidad 1.

En principio, si conocemos F' la distribucién de M,, es conocida, pero las expresiones analiticas para
F"(x) pueden ser complicadas. Usualmente F es desconocida, pero atin asi quisiéramos tener alguna idea
(al menos aproximada) de la distribucién de M, es decir, buscamos una distribucién limite que sirva de
aproximacién a F™; asi como la distribucién normal sirve de aproximacién a la distribucién de una suma
de variables independientes con gran generalidad.

Sin embargo, el resultado sobre la convergencia de M,, que acabamos de demostrar implica que no
es posible obtener una distribucién limite no-degenerada a menos que normalicemos M,, de manera
adecuada. Algo similar ocurre en el caso del Teorema Central del Limite: Por la LFGN, el promedio
X, = (1/n) Y, X; converge a la media de la poblacién p = E(X;), pero si hacemos una transformacién
lineal

X’n — Un
9
On

donde u, = p 'y o, = o/+/n, entonces hay convergencia débil a una variable con distribucién N (0, 1).



2 CAPITULO 1. INTRODUCCION

Buscamos un teorema del tipo

Mn_bn

an

P( <z)=F"apz+b,) — G(x)

débilmente cuando n — oo para una distribucién limite no-degenerada y nos planteamos las siguientes
preguntas

e ;Cudles son las distribuciones limite posibles?

e ; Cuadles son las constantes a,, y b,7 ;Son tnicas?

e ;Qué condiciones debe satisfacer F' para que se cumpla un resultado asi?

e Si hay varias G posibles, ;Cémo sabemos, conociendo F, cudl de ellas es el limite? ;Es tnico?

Responderemos todas estas preguntas en los capitulos sucesivos. El resto del presente capitulo lo
dedicaremos a presentar algunos resultados previos.

1.2. Funciones de Distribucion
1.2.1. Funcion de Distribucion Empirica

Sea Xj...., X, una muestra aleatoria simple de una poblacién con funcién de distribucién (f.d.) F.

~

Dada la muestra, definimos la funcién de distribucién empirica (f.d.e.) F,, por
Fw) = 2301 - Letiixo <)
nx—n; (—o00,z] =5 LA ST

F,, es aleatoria y por el teorema de Glivenko-Cantelli sabemos que F, converge uniformemente a F(z).

Teorema 1.1 (Glivenko-Cantelli) Sea X1,...,X,, una coleccion de v.a.i. con distribucion comin F
y sea F,(z) = F,(z,w) la funcidn de distribucion empirica correspondiente. Entonces

sup | Fy(z) — F(z)| = 0
con probabilidad 1.

Para z fijo,
~ 1 <
Fn(xaw) = ; Z 1{Xj(w)§3:}
j=1

es una variable aleatoria y podemos calcular su valor esperado:

E(ﬁn(wi)) =

S|

Y E(1x, w)<a})
j=1

3=

> P(X;w) < 2) = Fla)
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de modo que, para cada z, ﬁn(x) es un estimador insesgado de F'(z). Mas atin, por la Ley Fuerte de los
Grandes Numeros, para cada z existe un conjunto nulo A, tal que

lim F,(z,w) = F(z)

n—oo

siempre que w ¢ A,.

El teorema de Glivenko-Cantelli dice mas. Dice que la convergencia vale para todo = siempre que w
esté fuera de un conjunto nulo (comun) A y ademds que la convergencia es uniforme. La demostracién no
es complicada y puede hallarse en muchos libros de Probabilidades, por ejemplo, en el libro de Billingsley.

La funcién de supervivencia, a veces denotada por F, es F(c) =1 — F(c) = P(X > ¢).

1.2.2. La Funcidon de cuantiles

La funcién de cuantiles (f.c.) @ es la inversa (generalizada) de F:
Q(p) = F~(p) =inf{s: F(s) > p},

para cualquier p € (0,1).

Propiedades

1. @ es creciente (en sentido amplio) y continua por la izquierda.

Supongamos x < y ambos en (0, 1), entonces
Q(y) =inf{s: F(s) >y} > inf{s: F(s) >z} = Q(x).

Para ver que es continua por la izquierda supongamos que z € (0, 1), z,, 1 = pero Q(z,) T Q(z™) <
Q(z). Entonces existen 6 > 0 e y tales que para todo n,

Qzn) <y <Q(z) -0

La primera desigualdad y la definicién de @ dicen que F(y) > z,, para todo n, y haciendo n — oo
obtenemos F'(y) > z, de donde, por la definicién de @, obtenemos y > Q(x) pero y < Q(x) — 9, lo
cual es una contradiccion.

2. F(Q(y)) > v

Comenzamos por ver que el conjunto A(y) = {s : F(s) > y} es cerrado. Si s, € A(y) y sn | s
entonces y < F(s,) | F(s), de modo que F(s) > yy s € A(y). Si s, T sy s, € A(y) entonces
y < F(sp) T F(s7) < F(s)y F(s) >y, de modo que s € A(y) de nuevo y A(y) es cerrado. Como
A(y) es cerrado, inf A(y) € A(y), es decir, Q(y) € A(y), lo que implica que F(Q(y)) > y.

3. Qy) Stsiiy < F(t); Qy) > tsily > F(t).

Esto es consecuencia de la definiciéon de Q).

4. Sea X ~ F y definamos Y = aX +b. La f.d. de Y es

Fy(y) = P(Y <y) = PaX +b<y) = P(X < =) = Fx(*—
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Una transformacién de este tipo de un cambio de ubicacion y escala; a es el parametro de escala y
b el de ubicacién. La funcién de cuantiles de Y es

Qy(p) = aQx(p) +0b

(Esto es facil de ver si Fx es continua y estrictamente creciente, de modo que Qx es la inversa de
Fx). Por lo tanto, una transformacién lineal de la variable X, produce una transformacién lineal
del mismo tipo en la funcién de cuantiles.

5. Sea ([0,1],B,m) el espacio de Lebesgue y sea U la funcién identidad en [0, 1] (U tiene distribucién
uniforme). Si F' es una f.d. y Q es la f.c. correspondiente, entonces Q(U(+)) es una variable aleatoria
en [0,1] con f.d. F:

m(Q(U) <t) =m(U < F(t)) = F().

e Variante: Sea F una v.a. con distribucién exponencial: P(E > x) = e~ %, z > 0. Dada una f.d. F
sea R(r) = —log(l — F(x)). Llamemos R a la inversa generalizada de R, entonces R~ (E) tiene
f.d. F:

P(RT(E)>uz)=P(E > R(z)) =exp{—R(z)} =1 — F(z).

La funcién de cuantiles empirica (f.c.e.) @, es la inversa generalizada de F,,, es decir, es la funcién

definida sobre (0,1) con valores en R tal que, dado p, 0 < p < 1, @n (p) es el menor valor a la izquierda
del cual se encuentra un porcentaje 100p de los datos.
Si llamamos X (1) < X(g) < --- < X(,) a los estadisticos de orden de la muestra, entonces

@n(p) = X(;) cuando !

3| .

<p=

1.3. Transformaciones

Con frecuencia es 1til hacer transformaciones sobre los datos usando una funcién (diferenciable) g
con la idea de que los datos transformados Y; = ¢(X;), 1 < i < n, satisfagan un modelo conocido.
Tipicamente, las funciones que se usan en la practica son ax+b, %, exp(z) y log(z) para a,b € R. Segin
la monotonia de la transformacion, ésta conserva los estadisticos de orden, los invierte o los permuta.

Bajo una transformacién Y; = ¢g(X;) tenemos

Fy(y)=P(g(X)<y)=P(X <g'(y) = Fx(g ' (y)) parayecg(R)

) = £l )] 22

donde g~ es la funcién inversa de g.

Veamos algunos ejemplos de interés para el curso.

1. Comenzamos con X ~ Exp(a) y sea g(x) = ¥, g~ (y) = logy. Obtenemos la distribucién de Pareto
(estricta) con pardametro a:

1-Fy(y)=y* y fry)=ay *" paray> 1.

« es el indice de Pareto.
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2. Consideremos ahora la transformacién g(x) = 2'/7 con 7 > 0. Si tenemos inicialmente una distribu-
cién exponencial Exp(N), la transformacién produce una distribucién de Weibull,

1= F(y) = exp(=Ay7).

3. Si partimos de la distribucién Exp(1) podemos obtener las llamadas distribuciones de valores ex-
tremos G.,, donde v se conoce como el indice de valor extremo, usando la transformacién g(z) =
(77 = 1)/, con vy € R.

Gy(z) =exp (— (1 +'yx)*1/"’) para 1+ vz > 0.

El caso particular v = 0 es la llamada distribucién de Gumbel Gy y se obtiene tomando el limite
cuando v — 0 en la transformacién anterior para obtener g(z) = —logz y

Go(z) = exp(—e™)

4. Si afladimos una transformacién lineal g(x) = oz + p a la transformacién anterior obtenemos las
llamadas distribuciones de valores extremos generalizadas o con parametros de ubicacién y escala,

F(z) =exp (= [1+7(z —p)/o]"V/7)
para 1+~(x—pu)/o > 0. Para el caso particular v = o y u = 0 obtenemos la distribucién de Fréchet,

F(z) =exp(— :1:*1/") para z > 0.

5. Observamos finalmente que cualquier distribucién positiva que tiene dominio infinito a la derecha,
puede ser transformada a una distribucién con extremo derecho finito arbitrario x4 usando la
transformacién g(z) = x4 — 1/x. Por ejemplo, usando esta transformacién con la distribucién
estricta de Pareto Pa(a)) obtenemos

1—F(z) = (xy —2)° parazy —1 <z <zj.

En particular, tomando x4 = 1 y @ = 1 obtenemos la distribucién uniforme en (0, 1).

1.4. Convergencia de Funciones Mond6tonas
Para cualquier funcién H escribimos
C(H) ={x € R: H es finita y continua en z}

Una sucesién de funciones no-decrecientes { H,,n > 0} en R converge débilmente o en ley a Hy cuando
n — oo si,

H,(xz) — Hy(x)

para todo = € C(Hp). Notacién H, —,, Hy o simplemente H,, — Hy si no hay lugar a confusién. Si
las variables {X,,,n > 0} tienen funciones de distribucién {F,,,n > 0} entonces X,, = X, quiere decir
F,, — Fy. En este caso también escribimos £(X,,) — £(X) donde £(X) denota la ley de X.

Proposicién 1.1 Si {H,,n > 0} son funciones no-decrecientes y H,, —,, Hy, entonces H —,, Hj .
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Demostracion. Fijamos t € C(H§ ) y sea e > 0. Como las discontinuidades de la funcién mondtona Hy son
a los sumo numerables, existe € (H§ (t) —e, H; (t)) y « € C(Hp). Como z < H§ (t), por la definicién
de H§ tenemos que Ho(z) < t. Como z € C(Hy) implica que H,(z) — Ho(z), tenemos para n grande
que H,(z) < t, y usando de nuevo la definicién de la inversa generalizada obtenemos que z < H; (t)
para n grande. Por lo tanto

Hi(t)—e<z<H, (t)

para n grande, lo cual implica, como € > 0 es arbitrario, que

Hy (t) < liminf H (%).
n—oo
(para esta mitad no hemos usado que ¢ es punto de continuidad de H§").
Para obtener la desigualdad contraria observamos que para cualquier ¢’ > ¢ podemos hallar y € C(H)
con
Hi () <y< Hy (') +e. (1.1)

La desigualdad izquierda en (1.1) y la definicién de la inversa generalizada dan
t <t < Hy(y).

Como y € C(Hy) tenemos H,(y) — Ho(y), y para n grande, ¢t < H,(y) y en consecuencia H; (t) < y.
Usando (1.1)
Hy () <y<Hy (') +¢

para n grande y por lo tanto
limsup H, (t) < Hy (t')

n—oo

ya que ¢ es arbitrario. Hacemos ¢’ — ¢ y usamos la continuidad de Hj~ en ¢ para obtener

limsup H, (t) < Hy (¢).
n—oo
Esto completa la demostracién. |
La proposicién anterior permite probar ficilmente la version unidimensional del siguiente teorema

debido a Skorohod

Teorema 1.2 (Skorohod) Para n > 0 sea X, una v. a. real sobre (Qp, By, P,) tal que X, = Xo.
Entonces existen variables aleatorias {X) ,n > 0} definidas sobre el espacio de Lebesgue ([0,1], B, m)
tales que

i) Para cadan >0, L(X]) = L(X,).

it) X, — X|, casi sequramente respecto a m.

Observacién 1.1 Las distribuciones conjuntas de las nuevas variables (y en particular la ley de toda la
sucesién) no necesariamente coinciden con las de las viejas. Sélo las distribuciones marginales.

Demostracion. Sea U la identidad en [0, 1], supongamos que la f.d. de X,, es F,,, Q, = F: n >0,y
definamos

Xrlz = QH(U)v
entonces L(X]) = L(X,,) paran > 0.
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Para ver (ii) observemos que F,, — Fy implica Q, — Qo y por lo tanto,

1>m{0<u<1:X](u)— X)(u)}
= m{u: Qn(u) — Qo(u)}
>mf{u:uelC(Qo)} =1

ya que las discontinuidades de @)y son, a lo sumo, numerables. |

1.5. Teorema de Convergencia a Familias

Muchos resultados de convergencia de variables aleatorias son del siguiente tipo: Para una sucesién
de v.a. £,,n > 1y constantes a,, > 0y b, € R, se demuestra que

En*bn

Qn

=Y,

donde Y es una v. a. no-degenerada. Usando esto tenemos

fn*bn

Qn

P

<z)~P(Y <z)=G(z),

o poniendo y = a,x + by,
yfbn
P& < y) = G(—).

an

Esto permite aproximar la distribucién de £, por una familia de distribuciones con pardmetros de ubi-
cacién y escala.

La pregunta ahora es ;Hasta qué punto son tunicas estas constantes de normalizaciéon a, y b,7 La
respuesta la encontramos en el teorema de convergencia a familias de distribuciones: Las constantes
estan determinadas salvo por equivalencias asintéticas y la distribucién limite estd determinada salvo por
parametros de ubicacién y escala.

Definicién 1.1 Dos distribuciones F' y G son del mismo tipo o pertenecen a la misma familia si para
algunas constantes a > 0,b € R,

G(z) = F(ax + b), para todo z € R.
En términos de variables aleatorias, si £(X) = F y L(Y) = G entonces

X—-b

)

Por ejemplo, podemos considerar la familia gaussiana. Si X 1 tiene distribucién N(0,1) y X, » tiene
distribucién N (u,0?), entonces £(X, ») = L(6Xo,1 + ).

Teorema 1.3 (Convergencia a familias, Gnedenko & Khinchin) Sean G(x) y H(z) dos fun-
ciones de distribucion propias, ninguna de las cuales estd concentrada en un punto. Supongamos que
para n > 0, X, son v.a. con funciones de distribucion F,, U y V son v.a. con f.d. G y H, respectiva-
mente. Sean, ademds, constantes a, >0, o, > 0, b, € R, 5, € R.
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a) Si
F.(apx +b,) — G(x), Fulapzr+ 6,) — H(x) (1.2)

o equivalentemente
X,—b X, — 0
n n [7—’ n n

Qn O

=V, (1.3)

entonces existen constantes A >0 y B € R tales que, cuando n — oo,

I Ao, B”_b"HB, (1.4)
An [e2%
/ U-B
H(z)=G(Az+B), L(V)= 5(7;1 ). (1.5)

b) Reciprocamente, si (1.4) vale, entonces cualquiera de las relaciones en (1.2) implica la otra y (1.5)
vale.

Demostracion
Veamos primero la demostracién de (b). Supongamos que

G (x) :== Fy(anx + by) — G(2)

y
%—>A>O, B = bn — B,
A, A
entonces 5 b
Qnp n — Yn

Escogemos = € C(G(A - +B)). Supongamos que = > 0, un argumento similar sirve si < 0. Dado € > 0
para n grande tenemos

n n_bn
(A—E):c—l—B—ESa—x—i—Lé(A—i-a)x—i-B—&-s

Qn Qn
y entonces

limsup F,,(anz + B) < limsup G, ((A+¢e)x + B +¢).

n—oo n—o0

Por lo tanto, para cualquier z € C(G) con z > (A 4 ¢)z + B + ¢ tenemos

limsup F, (apz + B,) < limsup Gy, (z) = G(2).

n—oo n—oo

En consecuencia,

limsup F, (anz + By) <Inf{G(z): 2z > (A+e)x+ B+¢e,z € C(G)}.

n—oo

y como ¢ > 0 es arbitrario y G es continua por la derecha

limsup F, (anz + Bp) < inf{G(2) : 2 > Az + B} = G(Az + B)

n—oo
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De manera similar,
h;llgig(l)f Fo(anz + Bpn) > h;Lnligf Gn((A—¢e)x+B—¢)
> liminf G, (2) = G(2)
n—o0
para cualquier z < (A —e)x + B —¢, z € C(G). Como estas desigualdades valen para todo & > 0,
h;?LL%an(O‘n“ +Bn) 2sup{G(z): 2 < Az + B, 2 € C(G)} = G(Az + B)

porque Az + B € C(G).
Veamos ahora la demostracién de la parte (a). Supongamos que

Fo(apr +by) — G(z), Fplanr+ 3,) — H(x).

Usando la proposicién 1.1 tenemos

Bz gy, yecwon),
Bl =bo ), yecur),

Como las f.d. G(x) y H(z) no estdn concentradas en un punto, podemos hallar y; < ys con y; €
C(GT)NC(H) para i = 1,2, tales que
—00 < G (y1) < G™ (y2) < 00, —00 < H (y1) < H (y2) < oc.
Por lo tanto, para ¢ = 1,2 tenemos
o) =ty e F) =
ap Qp

— H™ (). (1.6)

En las expresiones anteriores restamos las ecuaciones con ¢ = 1 de las expresiones con i = 2 para obtener

Fy(y2) — Fy (1)
Fy (y2) _nF;L_(yl)

On

— G (y2) =G~ (n1), (1.7)

— H" (y2) = H™ (1) (1.8)

Ahora dividimos (1.7) entre (1.8) y obtenemos
o G7(y2) — G (y1)

=A>0.

an  H(y2) — H= (1)

Ademds, de (1.6) vemos que
EF —b,
. (il) - = G (),
o (1) = Bn _ Ev (y1) = Bnan L H () A

Qp e70) QA Ve
y restando obtenemos

/Bn - bn

— H™ (y1)A -G (y1) := B,

Qn
como queriamos ver, de modo que (1.4) vale. Por la parte (b) obtenemos (1.5).
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Observacién 1.2 Una consecuencia de la demostracién es que, a partir de (1.6), (1.7) y (1.8), una
posible seleccién de las constantes de normalizacién es

an = F, (y2) — F, (1), bn = Fy (y1).

El siguiente ejemplo muestra la importancia de la hipdtesis de que las distribuciones limite no estan
concentradas en un punto.

Ejemplo 1.1

Sea
0, sit<eg,
G)=1, = 2"
1, sit>c.
Entonces,
—o0, sit<0
G (t)=inf{ly: Gly) >t} =< c, si0<t <1,
00, sit>1.

El siguiente corolario es consecuencia inmediata del teorema de convergencia a familias.

Corolario 1.1 Sea F,, una sucesion de f. d. y a, > 0 y b, sucesiones de constantes tales que
F.(anx +b,) — G(x) (1.9)

en todo punto de continuidad de G, que es una f.d. propia y no estd concentrada en un punto. Sean c, > 0
y d,, sucesiones de constantes tales que
Qp dn - bn

— 1,
Cn [e2%

Entonces (1.9) vale con ¢, y d,, en lugar de ap, y by,.

1.6. La Ecuacién de Cauchy
Definicién 1.2 La funcién f satisface la ecuacién de Cauchy (o es aditiva) si
flet+y) =f@)+ fly), zyekR
Una funcién g : (0,00) — (0, 00) satisface la ecuacién de Hamel (o es multiplicativa) si
9Aw) = g(N)g(p) A, > 0.
Si f(z) =logg(e®) entonces f es aditiva si y sé6lo si g es multiplicativa.
Teorema 1.4 (Bingham et al., teoremas 1.1.8, 1.1.9) a) Si f es aditiva y medible entonces f(x) = cx

para algin c.
b) Si g es multiplicativa y medible entonces g(A) = A° (A > 0) para algin real c.



