Capitulo 7

Teorema Central del Limite

7.1. La Ley Débil de los Grandes Numeros.

Lema 7.1 (Desigualdad de Markov) Sea X > 0 una variable aleatoria y a un nidmero positivo, entonces

P(X >a) < éE(X). (7.1)

Demostracién Si E(X) = 400, no hay nada que probar. En caso contrario, llamando A al evento A = {X >
a}, se tienen las desigualdades siguientes,

X(w) > X(w)la(w) > ala(w).

La primera desigualdad se debe simplemente a que X (w) >0y 14(w) es igual a 0 6 1.
En cuanto a la segunda, si w ¢ A entonces 14(w) =0 y ambos miembros son iguales y si w € A, por un
lado 14(w) = 1 y por otro, dada la definicién del evento A, X (w) > a. Se deduce que

E(X) > E(ala) =aE(14) = aP(A).
Dividiendo por a se obtiene (7.1). |

Lema 7.2 (Desigualdad de Tchebichev) Sea X una variable aleatoria con varianza finita y € > 0. En-
tonces

PX —E(X)|>¢) < 6iQVar(X). (7.2)

Demostracién El evento {|X —E(X)| > ¢} es el mismo que {(X —E(X))? > ¢2}. Apliquemos la desigualdad
de Markov poniendo €2 en lugar de a y (X — E(X))? en lugar de X. Resulta

P(IX ~B(X)| > ) = P((X ~ E(X))* 2 &%) < 5 E((X ~ E(X))?) = 5 Var(X)

que es (7.2). ]
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Teorema 7.1 ( Ley Débil de los Grandes Nimeros) Sea {X,},>1 una sucesion de variables aleato-

rias independientes,
E(X») = u, Var(X,) =02 n=12,...

Entonces, cualquiera que sea € > 0, se tiene

X, 4+ Xo+- -+ X,
limP(‘ S b u‘z&:)o. (7.3)

n— o0 n

Demostracion Pongamos S,, = X7 + X2 + - - - + X, y apliquemos la desigualdad de Tchebichev a la variable
aleatoria Sy, /n. Tenemos

S, 1 — 1
E(Z2) ==Y E(X;) = —nu = p,
(n) n;ﬂ (Xi) ST = p

S 1 s 1 o no?  o?
Var(~) = EVar(;xi) = ;Var(Xi) ===
Aplicando (7.2)
Sn 1 0'2
Pl —#u=2e)<5——=0
n e‘n
cuando n — oo. Esto prueba la ley débil de los grandes ntimeros. m

7.1.1. Ejemplos y Comentarios.

1. En el caso de la distribucién binomial, en el cual consideramos la variable aleatoria S, que representa el
ntimero de veces que ocurre un suceso A con probabilidad p = P(A) en n observaciones independientes
del mismo, hemos considerado oportunamente la estimacién del pardmetro p — en general desconocido
— mediante la frecuencia relativa

. S
Pn=—
n
del numero de veces que ocurre A en las n observaciones, con relacion al total de observaciones real-
izadas. Se verifica entonces que

P(|pn, —p| > €) — 0 para todo € > 0 cuando n — oo. (7.4)

La propiedad (7.4), de aproximacién entre p, (que es funcién de las observaciones empiricas que
podemos efectuar), y el ntimero p (que es un cierto pardmetro del problema), nos indica que si el
nimero n de observaciones es bastante grande, es entonces pequena la probabilidad de que la distancia
de p,, a p sea mayor que un numero dado.

La desigualdad de Tchebichev nos da, ademdas, una acotaciéon de la velocidad con la que el primer
miembro de (7.4) tiende a cero cuando n — oco. En el ejemplo que estamos considerando, como ya
hemos visto en la seccién 6.3,

R . p(l—p
E(n) =p  Var(pn) = %
y entonces
. 1 p(1—
P(po—pl 2 ) < 520 (1.5)

Esta desigualdad puede ser utilizada para resolver problemas como el siguiente:

Supongamos que p es la probabilidad — desconocida — de que resulte defectuoso un objeto producido
en una fabrica y S, es el nimero de objetos defectuosos en una muestra de n objetos observados en
un muestreo al azar con reposicién. Calculamos

. Sy

Pn = —
n
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Con frecuencia se plantea el problema de hallar el tamano n que debe tener la muestra para que se
satisfagan ciertos margenes de tolerancia. Por ejemplo, supongamos que desconocemos el verdadero
valor de p y queremos estimarlo por p, pero de modo que la probabilidad de que p difiera de p,, en a
lo sumo 0.01, no sea inferior a 0.95. Es decir, queremos elegir n de modo que

P(|pn — p| < 0.01) > 0.95

o equivalentemente

P(lpn — p| > 0.01) < 0.05. (7.6)
Usando (7.5) tenemos
X 1 p(l—p)
P(lp, —p|>001) < ———. .
(Pn = pl 2 0.01) < Gz =, (7.7)

Si no tenemos ninguna informacién adicional sobre p teniendo en cuenta que p(1 — p) < 1/4 para
0 < p <1, si elegimos n de modo que

11
<o .
(0.01) an = 205 (7.8)

resultard
P(|p, — p| > 0.01) < 0.05.

Es sencillo ver que (7.8) se verifica si n > 50.000.

Figura 7.1

En principio, la acotaciéon dada por la desigualdad de Tchebichev es grosera. En el ejemplo numérico
que estamos analizando, se podrian dar acotaciones mucho mads precisas del primer miembro que figura
en la desigualdad (7.7), lo cual permitirfa reducir considerablemente el valor de n a partir del cual
se verifica (7.6). En particular, si aproximamos por la distribucién normal — cosa que veremos més
adelante — se puede ver que si el verdadero valor de p es 1/2 (para dar algin valor) y n = 50.000,
entonces el primer miembro de (7.6) estd acotado por 0.00001, es decir, es mucho menor que el segundo
miembro.

2. En el caso de la distribucién de Poisson, que aparece en el estudio de fallas de aparatos que no envejecen,
hemos visto que los tiempos de vida de los aparatos siguen una distribucién exponencial del tipo

P(T>t)=e?  t>0,

donde A es un pardmetro positivo. El nimero (aleatorio) de fallas en el intervalo [0,¢] tiene la funcién
de probabilidad

At)F
P(N;=k) = (k') e, k=0,1,...
Entonces, si
. N,
=T

que representa el ntimero de fallas por unidad de tiempo que efectivamente han ocurrido durante
nuestro periodo de observacion, se tiene

1 1
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R 1 1 A
Var(\;) = t—QVar(Nt) = t—z)\t =5 0 (t— +o0)
En consecuencia 1)
P(]At = A >¢) < =

para cada ¢ > 0, R
P\ = A >e)—0 (t— +00)

y podemos aplicar consideraciones analogas a las del ejemplo anterior.

3. En la demostracién de la ley débil de los grandes niimeros, hemos supuesto que las variables aleatorias
X1, Xs,... son independientes y tienen igual varianza. Se puede verificar, sin gran esfuerzo, que vale
una demostracién analoga si las variables no estan correlacionadas y

1 n
EZJ?HO (n — +00)
i=1

donde o; = Var(X;). En realidad, hay un buen nimero de generalizaciones de la ley débil de los grandes
numeros, algunas de las cuales requieren complicaciones técnicas para su demostracion, que estan mas
alla del alcance de este curso. El lector interesado puede consultar, por ejemplo, los textos clasicos de
M. Loeve y de W. Feller, citados en la bibliografia.

4. Vale la pena tener en cuenta que la ley débil expresa, en algin sentido, la idea cominmente aceptada
de que se puede reemplazar promedios teéricos por promedios experimentales. El promedio tedrico del
fenémeno bajo consideracién es u, es decir, la esperanza matemaética, y el promedio experimental es

X1+ Xo+--+ X,

)

n
es decir, la media aritmética de las observaciones. La ley débil dice que si las observaciones se repiten
bajo ciertas condiciones (independencia, etc.) en el sentido de la expresién (7.3), la media experimental
estd cerca del promedio tedrico. Dicho de otro modo, si el nimero de observaciones es grande, resulta
poco probable que uno y otro estén alejados.

7.2. Convergencia en Probabilidad y Convergencia Casi Segura.

Definicién 7.1 Diremos que una sucesién de variables aleatorias Y7, Ys,... converge en probabilidad a la
variable aleatoria Y, si se verifica que para todo € > 0
P(lY,-Y|>¢e)—0 (7.9)

s P
cuando n — co. En este caso usamos la notacién ¥, — Y (n — o).

Ejemplo Basico.

La ley débil de los grandes niimeros nos da un ejemplo de convergencia en probabilidad. All{ Y;, = S,,/n
es el promedio de las n variables aleatorias X7, Xo,..., X, y la variable aleatoria Y es la constante pu, que
es el valor esperado comin de las X,,.

Definicién 7.2 Diremos que una sucesién de variables aleatorias Y7,Ys,... converge casi seguramente (o
con probabilidad 1) a la variable aleatoria Y, si se verifica que
P(Y, — Y cuandon — o0) =1 (7.10)

es decir, si salvo para un conjunto de eventos w cuya probabilidad es igual a cero, se verifica que exite el
limite

lim Y, (w) =Y (w).

n—oo

Usaremos la notacién Y,, — Y c.s. o también Y,, — Y c.p.1.
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Ejemplo. Si Y, (w) — Y (w) cuando n — oo para todo w € Q, es claro que se verifica (7.10), ya que en este
caso el conjunto
{w : Y, (w) no converge a Y (w)} (7.11)

de los eventos w tales que Y;,(w) o bien no tiene limite, o bien tiene un limite que no es Y (w), no es otro que
el vacio, y por lo tanto su probabilidad es igual a cero.

Obviamente, este ejemplo no es demasiado interesante. Importaran situaciones en las que hay convergencia
casi segura, pero el conjunto (7.11) no es vacio, aunque tenga probabilidad nula.

La siguiente proposicion y la observacin posterior aclaran la relacién entre ambos modos de convergencia.
La demostracién puede ser consultada en el apéndice a este capitulo.

Proposicién 7.1 Sea {Y,,} una sucesion de variables aleatorias que converge casi sequramente a la variable
aleatoria Y. Entonces Y, converge a 'Y en probabilidad.

Observacion 7.1 El reciproco de esta propiedad es falso. Ver ejercicio 5 de este capitulo.

7.3. La Ley Fuerte de los Grandes Niuimeros.

Teorema 7.2 (Ley Fuerte de los Grandes Nuimeros) Sea {X,,}n,>1 una sucesion de variables aleato-
rias independientes tal que

E(X,)=p  EX§<C n=12,...
donde C es una constante. Entonces,

X+ Xo+ -+ X
n

Y,

converge a | casi seguramente.

La demostracién de este resultado se puede encontrar en el apéndice.

7.3.1. Ejemplos y Comentarios.

1. En el caso de la distribucién binomial, se verifican las hipétesis de la ley fuerte de los grandes ntimeros.
En efecto, si tenemos n observaciones independientes del suceso A, p = P(A), definimos

X; =

1 si A ocurre en la i-ésima observacién
0 si A no ocurre en la i-ésima observacion,

con lo cual S, = X1+ Xo+- -+ X, es el niimero de éxitos en la observacién de A. Entonces E(X;) =p
para i = 1,2,... y E(X}) es acotado (por la constante 1, por ejemplo, ya que X < 1). Se concluye
que S, /n — p casi seguramente.

Esta relacion entre frecuencia relativa y probabilidad, precisa la respuesta originada en la ley débil de
los grandes ntimeros y responde a la problematica planteada anteriormente, en torno a la vinculaciéon
entre observaciones experimentales y probabilidad.

2. La conclusién de la ley fuerte de los grandes ntimeros sigue valiendo bajo hipétesis més débiles que las
del teorema que hemos demostrado. Por ejemplo, podemos reemplazar la hipdtesis de que los momentos
de orden 4 (E(X})) estén acotados, por la hipétesis (menos exigente) de que

=1
Z ﬁ Var(Xn) < 0
n=1

y obtener el mismo resultado. Diversas generalizaciones son posibles, con aplicaciones diversas también.
El lector interesado puede consultar el texto de W. Feller citado en la bibliograffa.
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7.4. La Férmula de Stirling.

En la préxima seccion estudiaremos la aproximacion de la distribucién binomial mediante la distribucién
normal. Para ello, utilizaremos la siguiente proposicién sobre sucesiones de niimeros reales.

Lema 7.3 (Férmula de Stirling) Cuando n — oo, se tiene
n! = V2mnn"e ".

Demostracion Se trata de probar que

|
m — " —\/on

n—oo \/nnte "

Dividimos la demostracién en dos pasos. En el primero veremos que existe y es finito el limite indicado en
el primer miembro; en el segundo veremos que dicho limite vale v/27.

Paso 1. Consideremos la funcién f(z) = logx y acotemos inferiormente el drea A,, limitada por su grafica,
el eje Oz y la vertical por x = n, sustituyendo cada trozo de la curva Py Py41 por el segmento Py Pjy1.
Teniendo en cuenta que el area del trapecio k Py P41 (k+ 1) es

1
§(log k+log(k +1))
obtenemos

n—1
" 1
An:/ log z dx > E §(logk+log(k+1))
1 k=1

1
:10g2+10g3+---+10g(n—1)+§logn. (7.12)

k k+1 n x

Figura 7.3

Sea a, = A, — (log2+1log3+ .- +log(n—1) + %log n), la diferencia entre el drea A,, y la suma de las
dreas de los trapecios. Es claro que la sucesién {a,} es monétona creciente.

Ademds, si llamamos by, al drea sombreada en la figura 7.4, donde el segmento P P, es tangente al
grafico de f(z) = logx en el punto de abcisa © = k + 1/2, es claro que

n—1
an <Y by, (n>1), (7.13)
k=1
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donde by, es la diferencia de las dreas de los trapecios k P, P, (k+ 1) y k Py Pyy1 (k + 1). Por lo tanto

B 1,1 1, (k+3)?
1 1/4 1

= —log(1 <
3l ) S s

ya que log(1 + z) < z. Sustituyendo en (7.13)
18 1 11
N - N _¢
a”<8kzzok(k+1)<8;k2 <

porque la serie Y, 1/k? es convergente.

Prya

Py

k k+3k+1
Figura 7.4

En consecuencia, la sucesién {a,} es mondtona creciente y acotada superiormente. Por lo tanto tiene un
limite finito que llamaremos a. Por otra parte, integrando por partes

A, = / logzdx = x logx
1

n n

—/ dr =nlogn —n+1
1 1
y en consecuencia

1
an:nlogn—n+1—(10g2+---+log(n—1)+§logn).

Tomando exponenciales en ambos miembros

de donde

= « cuando n — oo.

N
nte—nnl/2 ea—1
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Paso 2. Probemos ahora que o = v/2m. Para ello consideramos
/2 w/2
I, = / sen"x dr = / sen" 2z (1 — cos® x) dx
0 0

/2
= n,g—/ sen™ 2z cos x cos x dx
0

w/2 /2 1
+/ sen” 'z senz dx
0 0 n — 1

1 _
=1, 9— { lsen” Ly cosx

1
n—1

L,

= 1Ip—-2 —

de donde

—1
L="""1, (7.14)
n

Por lo tanto, considerando separadamente los casos en los cuales n es par e impar, y aplicando (7.14)
reiteradamente, obtenemos

C2p-12p-3 31 2 2p—2 42

I, = LSSy Doy = —
P o 2p—2 4277 P o+ 12p—1"53

Ademss P P
Ioz/ dxzz, 11:/ senxdr =1,
0 2 0
0 sea que
I :2p—12p—3 31w, In. — 2p 2p—2 42 (7.15)
T Ty 2p 2777422 T op4+12p—1""53 '

Observamos ahora que {I,} es una sucesién decreciente, ya que para 0 < z < 7/2 se tiene 0 < senzx <
1, sen™x decrece con n, y por lo tanto, también la integral I,,. De aqui resulta que:

Lopro  Ippta

< 1.
IZp I2p
Usando (7.14) tenemos
Lopi = 2p+1 — 1 cuando p — o0
Iy 2p 42
y por lo tanto la sucesién intermedia
I2p+1
Iop

también tiende a 1 cuando p — oo. Usando ahora (7.15) esto indica que

Lopa 2p(2p —2)---4 x 2? 2
Iy  (p+D[2p-1)(2p—3)- - bx32g ~ CeneoPToe

y en consecuencia
29(2p —2) -4 % 2 2
2p—1)(2p—3)---5x3 \ m(2p+1)

— 1 cuando p — oo.

Multiplicando numerador y denominador por

2p(2p—2) -4 x2=2"p(p—1)(p—2)---1=2"pl
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obtenemos
(2”p!)2 2
(2p)! m(2p +1)

Utilizamos ahora el resultado del paso 1. Sabemos que

nl~an™e "y/n.

— 1 cuando p — oo.

Sustituyendo
(2Pp!)? 2 _ (2PapPe? VD)? 2 o«
2p)! \7@2p+1) " a@p)*eyap \n(2p+1) " Vor
Como el limite es 1, debe ser a = v/27. Esto termina la demostracion de la formula de Stirling. |

7.5. El Teorema de De-Moivre - Laplace.

Podemos ahora probar el teorema de De-Moivre - Laplace, que permite aproximar la distribuciéon binomial
por la distribucién normal. Recordemos que la distribucién normal tipica — con pardmetros (0,1) — es aquella
cuya densidad es la funcion

b(z) = \/12?6712/2' (7.16)

Denotamos la funcién de distribucién respectiva por

@(x):/_z QS(t)dt:\/%/j P12 gy, (7.17)

Como anteriormente, llamaremos S,, a una variable aleatoria con distribuciéon binomial, que representa el
numero de veces que ocurre el evento A en n observaciones independientes. Sea p = P(A), 0 < p < 1ly
q = 1 — p. La distribucién de S,, estda dada por

Pk = P(Sn =k) = (Z)p'“q"_’C k=0,1,...,n,

y tiene E(S,,) = np, Var(S,) = npq.
En los préximos dos teoremas probaremos que cuando el niimero de observaciones crece indefinidamente,

la distribucion de la variable aleatoria
_ Sn —np

S/
" V/pq

tiende a la distribucién normal dada por (7.17).

Teorema 7.3 Sean a < b numeros reales, entonces
b
Pla< S, <b) — ®(b) — P(a) = / ¢(t)dt, cuando n — oco. (7.18)

Demostracion Tenemos que estudiar el limite cuando n — oo de

Sn, —np
Pla< S, <b)=P - <
( ) = P( N )
P(S,

= k)

a <
k—n
a< \/#Sb

= Z Pn.k

k—np
a< mgb
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donde la suma se extiende sobre los enteros k tales que

k—mnp <b
\/npq

Comencemos por dar una aproximacién para cada sumando p, x, donde k verifica (7.18). Para facilitar la
notacién ponemos § = k — np. Si k verifica (7.18), entonces

a <

(7.19)

— — 0 cuando n — oo (7.20)
n

a que entonces M = M es una sucesion acotada orque
) \/TL \/TL )

k—mnp
<
a \/pq < T <b+/pq

y como 1/4/n — 0 tenemos

) 6 1 0
R
Por otro lado |
_ (T Kk n—k _ n: k n—k
P = <k>p q EITEILAAE

Utilizamos ahora la férmula de Stirling con la siguiente notacién: pondremos
n! = V2mnn"e e’

donde v, — 0 (y por lo tanto e’ — 1) cuando n — co.
Teniendo en cuenta que bajo la condicién (7.24) —que se verifica puesto que sélo nos interesan los valores
de k que cumplen (7.18)— tanto k como n — k tienden a +o0o cuando n — oo, tenemos

_ 27mn”e_”pkq"_ke%_7’“_7"%
Pni V2rkkke=k\/2n(n — k)(n — k)(n—ke=(n=k)

- \/127 \/(np+5)n(nq— 5) (%)k (fky_k@””””’“- (7.21)

El primer factor lo podemos escribir como

n 1 L v
\/(np+5)(nq—5) - \/n (p+2)(a—2) N

con v, — 0 cuando n — oo.
Tomando logaritmos en el segundo factor tenemos

klog ("—]f) +(n—k)log (n"_qk> = —(np+6)log (1 + jp) — (ng — 8)log (1 - qu) .

Usamos el desarrollo de MacLaurin de la funcién log(1 + z) cuando |z| < 1:

211
log(1+a:)=x—£—|— 3

Silz|<1/2y A= %(1+1993)3 se tiene |A| < 3, es decir, que en esta situacién vale

2
log(l+2z) =2 — % + Az con |A] < 3.
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Apliquemos este desarrollo a log(1 + n%) y log(1 — 2, lo cual es posible si n es suficientemente grande, ya

ng
que & — 0, y en consecuencia, tanto 2 como -2 son menores que 1/2 a partir de un cierto valor de n en
n np nq
adelante. Resulta

klog (%) ¥ (n— k) log <n”_qk)

) 52 53 ) 52 53
o 49) (15~ g+ A ) = 000 (0 s )
2 /1 1 53
= —— — — B—
2n <p+q>+ n?’

donde |A| < 3, |Ai| < 3y |B| esta acotado por una cierta constante fija, digamos |B| < M. Tomando el
antilogaritmo del segundo factor y sustituyendo en (7.21)

1 52
n,k = €. -
Pk V2mnpgq *pi 2npq +

1 53

- m(ﬁ(m‘n,k) eXp{Bﬁ + 0,1}
1

= \/Tﬂqzﬁ(mn,k)eo‘""“ (723)

53
B + 6} (7.22)

con

53 ) k—mnp
en,k =Tn — Yk — TIn—k — 7;” Qn |k = Bﬁ + en,k Yy Tnpk = = s

3
donde % — 0 cuando n — oo ya que

#_ (o) L
n2  \n/) n
y el primer factor permanece acotado cuando k verifica (7.18).

Volvamos ahora a nuestra suma inicial. Sustituyendo en ella la expresién hallada en (7.23) para py k,
obtenemos

1
Pla< S <b)= O(xg p)es™ "
( n <) <;p<bm (Tkn)
4 Umpg =
1 1
= ¥ ESEIDY D(h.p) [eOmr —1]. (7.24)
a< ke <y nPd a< E=np < g

Vpd = Vg =
1

Dado que N

es justamente el incremento xyy1 p — Tk pn, ¥ que

el primer sumando tiende a
b
/ 6(1) dt (7.25)

cuando n — oo.
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a Tkn Tk4+1,n b

Figura 7.5

En cuanto al segundo sumando de (7.24), dado que

le? — 1] <el®l —1,

el mismo se acota por

1
sup [a k| Y ——==0(kn),
b a<izmn o VTP

VRPq =

y ahora el primer factor tiende a cero cuando n — oo mientras que el segundo tiende a la integral (7.25) Por

lo tanto el segundo sumando de (7.24) tiende a cero. Esto termina la demostracién del teorema 7.3.
|

Teorema 7.4 "
P(S, <z)— ®(z) = / d(t)dt cuando n — oo
— 00

Demostracién Nos apoyamos en el teorema 7.3. Sea € < 0, elegimos a; y as tales que a1 < & < ag (ver figura

7.6) y

1— ®(an) < (7.26)

N ™

<I>(a1) <

)

| ™

Entonces
1—Play > S, >x)>1—P(S], >x)=P(S, <x) > Pla; <5, <ux).

El primer miembro tiende a
1—(®(a2) — ®(x)) = (z) + (1 — B(az))

y el dltimo a
O(z) — ®(a1)

cuando n — oo.

Figura 7.6
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Por lo tanto, existe N tal que para n > NN se tiene

(@) + (1 - B(az) + 5 = P(S), < 7) = B(x) — B(ar) -

N ™

y dada la forma en que han sido elegidos a1, as, paran > N
D(x)+e>P(S, <z)>d(x)—¢

O sea
IP(S), < x) - B()| <.

Observacion 7.2 1. Para generalizar en diversos sentidos el teorema de De-Moivre - Laplace, se puede
utilizar una técnica de demostracién esencialmente andloga. Observando lo que hemos hecho, se ve que
el procedimiento depende solamente de que

)
— 2
o 0 (7.27)
y
53
3 — 0. (7.28)

Ahora bien, es claro que (7.31) implica (7.30) ya que

51 [&\?
n:mm(ﬁ) -

Por lo tanto, siempre que se verifique (7.31) para todos los enteros k tales

k—n
P<,
v npq
se podra obtener la misma conclusion. Esta observacion permite generalizar el resultado anterior al caso

en el cual los limites a y b varian con n. A titulo de ejemplo, se puede utilizar la misma demostracion
de los teoremas 7.3 y 7.4 para probar que si

a <

3

— — 0 cuandon — oo

Jn

es decir, que a,, puede tender a +o0o, pero sélo més lentamente que /n, entonces

k—mnp Foo

p > ap | & ¢(t)dt cuando n — oo (7.29)
v 1pq an

donde ¢ es, como antes, la densidad normal tipica y el simbolo “~” dice que ambos términos son

infinitésimos equivalentes.

Estos resultados permiten estudiar “desviaciones grandes” del nimero de aciertos S,, (con distribucién
binomial), del valor esperado np. Para un uso eficaz de esta relacién, conviene saber cémo tiende a
cero, cuando n — oo, la expresién

1—®(z) = L /24
(x) = me .
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Veamos en primer lugar que si x > 0 entonces

1 1
1—®(z) < —— —e /24t 7.30
()_\/gx (7.30)

En efecto,
1—-9(z) = 7/17 /_OO el < L - Let/2gy
21 J RV ’

27 Ja T

ya que en la ultima integral ¢/z > 1. Entonces

1 1 i 2
1—d(z) < — = te ¥/ 2q¢
(2) < %/x

+oo 1

_ (_116—152/2 _ 11 e
Var T = V2mx
En segundo lugar mostraremos que
1 1 _ =
1—-®(z)~ —=e*/2 cuando & — 7.31
@~ 7= (7.31)
Queremos probar ahora que
1—®(x)
lim ————2— =1
Tr— 00 Ll —x2/2 ?
: e /
Aplicamos la regla de L’Hopital. El cociente de las derivadas es
1 —1;2/2
— e 1 S
= 17
O a7 G

de modo que tiene limite el cociente de las derivadas y por lo tanto también el de las funciones, y vale
lo mismo. Esto prueba (7.31).

2. En las aplicaciones, generalmente interesa saber no sélo que cuando el nimero de observaciones crece
indefinidamente, la distribucién binomial tiende a la distribucién normal, sino ademas, cual es la
velocidad de convergencia. Dicho de otra manera, interesa conocer una acotaciéon del error cometido
cuando, para un n dado, sustituimos la distribucién binomial por la distribucién normal. Dicho error
depende, naturalmente, del valor de n, pero ademaés depende del valor de p; la convergencia es tanto
mas répida cuanto mas cercano es p a 1/2 1.

Siguiendo el procedimiento de la demostracién del teorema de De-Moivre - Laplace, para dar una
acotacion del error en consideracién, el paso fundamental es el de afinar la férmula (7.23), que aproxima
la funcién de probabilidad de la distribucién binomial, mediante la densidad de la distribucién normal.
Para ello debe darse, por un lado, una estimacién del error en la aplicacién de la formula de Stirling —
que puede obtenerse por el mismo método que hemos seguido para probarla — y por otro, tomar mas
términos en el desarrollo de log(1 + z). Para fijar las ideas, podemos tomar como mejora de la férmula

de Stirling
n! = v2mnn"e e
donde 0 < o, < ﬁ
En cuanto al desarrollo del logaritmo podemos tomar, por ejemplo,
22 23 ozt 1 x

logl+a)=c— o +2 L - T
gl ) == o+ 5 = T S gy

5
para 0 < 0 < 1,|z| < 1.

1Cuando p estd cerca de 0 6 de 1 y n no es muy grande, puede ser més precisa la aproximacién de la distribucién binomial
por la de Poisson. Sobre este y otros aspectos de aproximacién, asi como para la exposicién de diversos ejemplos, recomendamos
al lector consultar el Vol. 1 del libro de W. Feller, incluido en la bibliografia.
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Finalmente, en la férmula (7.25), también aproximamos

e (868

np ngq

mediante un desarrollo de Mac-Laurin.

Sustituyendo en (7.21), si agregamos, por ejemplo, la condicién

|k —np| = 16| < C y/npq (7.32)

donde C' es una constante, y tomamos n lo bastante grande como para que

1
" < 3 (7.33)
obtenemos, en lugar de (7.26), una férmula del tipo
1 €
Prk = \/?pq¢($k,n)e " (7.34)
donde
el < (1+CHg—p) 1+ (7.35)

Vv 1Pq v 1Pq

Observamos que la constante C' que aparece en la condicién (7.32), interviene en la acotacién del error
(7.34), en el sentido de que, cuanto mayor es C, para un mismo n, menos precisa es la aproximacion.
Lo que indica C, es cudn distantes del valor medio np pueden ser los valores k de la variable aleatoria
Sn que estamos considerando. Cuanto mas lejano del promedio np son dichos valores de k, mayor es
el n necesario para obtener la misma aproximacion.

La condicién (7.33) puede ser cambiada, dado que

C
Vv 1pq

Cuanto mas pequeiio es el segundo miembro — que en este caso es 1/3 — es decir, cuanto mayor es n
para un valor dado de C, més precisa es la cota del error que se obtiene en lugar de (7.35).

— 0 cuando n — oo.

Agreguemos finalmente que la acotacién (7.35) sugiere la dependencia del error cometido al sustituir la
distribucién binomial por la normal, en funcién de los valores de p. Si p = ¢ = 1/2, el primer término
del segundo miembro de (7.35) vale 0, y la convergencia a cero — cuando n — oo — es esencialmente
mas rapida. Por otra parte, para un n dado, la cota depende de npq, o sea que es tanto menos precisa
cuanto més distante es p de 1/2 (o sea, cuanto més préximo es p de 0 6 de 1).

7.6. Ejemplos.

1. Verificar que, para el cdlculo de limites en probabilidad, valen las mismas reglas que para el cdlculo de
limites ordinarios. Por ejemplo:

X, 25X, v, BYy=X,+Y, X1V, X.Y, 2 XY, et
X, 2 x

P
= g(X,) — g9(X).
g:RHRcontinua} (%) &0
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» Vamos a probar solamente el caso de la suma. Los restantes son analogos y no los expondremos en esta

solucién.

Sea entonces X, £, XeY, £, Y. Para € > 0 tenemos la siguiente inclusiéon de eventos
{1(Xn+Ya) = (X +Y)| > e} € {1 X0 = X| = SJU{Y, - Y] = 2}, (7.36)
Esta inclusién es cierta ya que si ocurre que
[(Xn +Yn) —(X+Y)|[>¢

alguno de los dos conjuntos que aparece en el segundo miembro tiene que ocurrir (y por lo tanto la
unién), porque de no ocurrir ninguno de los dos se tendria

3 9
X, —X|< = Y,-Y|< =
X, - X| <y Wa-Y|<g

simultaneamente, de donde se obtiene que | X,, — X +Y,, — Y| < ¢, contra lo supuesto.
De la relacién (7.36):

P((Xo +Ya) = (X +Y)| 2 8)  P(Xo = X| 2 5) 4+ P(¥o = Y| 2 5)

y como cada término del segundo miembro tiende a cero, lo mismo ocurre con el primero. <

. Se considera una sucesiéon X, Xo, ... de variables aleatorias independientes con la misma distribucién

de probabilidad y momentos de cuarto orden finitos. Probar que
n 2 P
a. (5 it Xi)” — (B(X1))%

b. L5 (X — X)? N Var(X;), donde X =137X

n

a. Como
1 n
-3 X - B(X))
n -
i=1
y g(r) = 22 es una funcién continua, se obtiene el resultado.

b. Poniendo E(X;) = p, escribimos

1 & - 1 &
i=1 =

3

n n

Z 2 —2(X =) (X —u)+n(X—u)2>

i=1 i=1

S|

I
Sie
><
E

=1

El primer término en el Ultimo miembro es una suma de variables aleatorias independientes con igual
distribucién y segundo momento finito (porque lo es el de cuarto orden de X;) y por lo tanto, le
podemos aplicar la ley débil de los grandes niimeros, es decir, que

n

CS (X ) B - )?) = Var(X)).
i=1

— — P
En cuanto al segundo término, como X £, i, se tiene que (X — ) E_, 0, obteniendose el resultado

indicado en b. <
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3. Se arroja un dado 6.000 veces. Aproximar mediante la distribucién normal la probabilidad de obtener
el nimero 6 entre 990 y 1.010 veces.

» Sea X el nimero de veces que obtenemos 6 en 6.000 lanzamientos. Sabemos que X ~ b(6.000,1/6).

990 —1.000 _ X —1.000 _ 1010 — 1.000

< <
V600022 (/600022 \/6.00042
0,346

=/
V21 J 0346

P(990 < X < 1010) = P

e~ dg ~ 0,27.

<

4. En 5.000 lanzamientos de una moneda se obtuvieron 2.800 caras. ;Es razonable suponer que la moneda
no estd cargada?

» La pregunta puede reformularse también de este modo: Si la moneda no estd cargada, jcudn excepcional
es el evento de que el nimero de caras ocurridas en 5.000 lanzamientos exceda de 2.500 al menos en
3007 Si la probabilidad de este evento es muy pequena, mas que atribuir el resultado a un rarisimo
acontecimiento, uno tenderd a atribuirlo a que, en realidad, la moneda esta cargada, y en consecuencia
la probabilidad ha sido calculada sobre una base errénea. Veamos

Primero acotamos dicha probabilidad usando la desigualdad de Tchebichev:

n = 5.000, p=0,5 np = 2.500

1
P(S, > 2.800) = P(S, — np > 300) = 2 P(|S, —np| > 300)

L1 1
= 2(300)2
1 5.000

== 2 0,0068.
24(300)2

Var(Sy,)

Es decir que la probabilidad del suceso excepcional, esta acotada superiormente por 0,0068.

Si recurrimos a la aproximacion mediante la distribucién normal

Sp — 300 1 [t
P(Sn—np2300):P< P ) ~

= >
Vp(L—=p) — /np(1—p)
con a = 300/4/5.000/4 ~ 8, 48.

La ultima integral se acota por
1 e—a2 /2
a

y reemplazando resulta para el iltimo término una acotacién por 0,12x 10717, que es astronémicamente

pequeno. <
5. Sea X1, Xo,... una sucesién de variables aleatorias independientes, cada una con distribucién uniforme
en (0,1) y

my, = min{ Xy, Xo,..., X, }.

a. Probar que m,, £.o0.
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» a. Seal<e<1.

P(lmp| >e)=P(m, >e)=P(X1>2¢&,X2>¢,...,2¢)

que tiende a cero cuando n — oo, porque 0 < 1 —¢ < 1.

Ejercicios

1.

6.

Calcular una aproximacién de la probabilidad de que el nimero de 6 obtenidos al lanzar un dado
perfecto 12.000 veces, este comprendido entre 1.900 y 2.150.

. Encontrar el niimero k tal que la probabilidad de obtener entre 490 y k veces cara en 1.000 lanzamientos

de una moneda, sea igual a 1/2.

Se toma una muestra al azar con reposicidn, a efectos de estimar la fraccién p de hembras en una
poblacién. Encontrar un tamano de muestra que asegure que la estimacion se hard con un error de
menos de 0,005, al menos con probabilidad 0,99.

Se desea estimar la probabilidad de falla p en un proceso de produccién mediante la observaciéon de n
objetos producidos, elegidos independientemente. Se sabe que p estd comprendida entre 0,1 y 0,3, en
virtud de la informacién previa de que se dispone sobre el proceso. Se desea hallar el tamano n de la
muestra para que la probabilidad de que la frecuencia relativa de objetos defectuosos en la muestra
difiera del verdadero valor p en més de 0,01 sea menor que 0,05.

Probar que el siguiente es un ejemplo de una sucesién de variables aleatorias {X,,} que converge en
probabilidad pero no casi seguramente.

Tomamos = [0, 1] con la probabilidad uniforme. Definimos la sucesién {X,,} de acuerdo a lo que
sugiere la figura 7.7.

Xl X2 X3
1 1 1
0 1 o i+ 1 o i 1
X 1 :ﬁXs: e
e M— I—i ------ §—| ——
0 3 1 0 5 3 1 0 3 1

Probar que P(|X,| > ¢) — 0 cuando n — oo para todo € > 0, pero que, en cambio, no sélo no es cierto
que X,, — 0 casi seguramente, sino que X,,(w) no converge para ningin w.

Aproximacién de la distribucién binomial por la distribucién de Poisson.
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Sea {X,,} una sucesién de variables aleatorias con distribucién binomial de pardmetros (n, p,). Supon-
gamos que n — o0 y p, — 0 simultdneamente, y de tal manera que np, = A > 0, donde A es una
constante.
Probar que la distribucién de probabilidad de X, tiende a la distribuciéon de Poisson con parametro
A, en el sentido de que
- AP
P(X,=k "=°— ﬁe_A para k=0,1,2,...

7. Se observan n repeticiones independientes de un juego de ruleta. Hallar n para que, con probabilidad
menor que 0,1, la frecuencia relativa del nimero de veces que ocurre la primera docena sea mayor que
1/3. Hacer el cdlculo de dos maneras:

a. Usando la desigualdad de Tchebichev.

b. Usando la aproximacién por la distribucién normal.
Nota. Los resultados posibles en un juego de ruleta son 0, 1, 2,..., 36 y la primera docena consta de
los ntmeros 1, 2,..., 12.

8. Counsideremos el espacio 2 = [0, 1) dotado de la probabilidad uniforme. Recordemos que cada nimero
x € [0,1) tiene una escritura decimal
x=0,z122%3 . .. (7.37)

donde los z; son digitos, es decir, enteros comprendidos entre 0 y 9 (parai=1,2,...).
Recordemos también, que el significado de (7.40) no es otro que

e’} z;
=) 10 (7.38)

=1

Cuando la sucesién {z;} es tal que z; = 0 para todo i > iy, para alguna representacién de z, se dice
que x es un numero decimal.

a. Probar que la representacién decimal (7.40) es unica, salvo para los niimeros decimales, que tienen
dos representaciones. (En este dltimo caso elegimos como representacién aquella que tiene ceros de un
indice en adelante).

b. Consideremos las variables aleatorias X;, Xo,... definidas en () de la siguiente manera: si = tiene la
representacién (7.40),
Xi(x)=2; parai=1,2,...

Probar que esta es una sucesion de variables aleatorias independientes, cada una con la distribucién

c. Sea S, (x) el nimero de veces que aparece un cierto digito (por ejemplo el 7) entre los primeros
n decimales de la representacion de z. Muestre que, salvo para los € [0,1) en un conjunto de
probabilidad nula, se cumple que

— — cuando n — oo.

Es decir que, salvo para estos x excepcionales (pruebe que son un conjunto no-numerable) la proporcién
del ntimero de veces que aparece el digito “7” tiende a 1/10. Lo mismo pasa, obviamente, con cualquier
otro digito.
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9.

10.

11.

12.

Sean X7, X5, ..., X, variables aleatorias independientes con igual distribucién F'. Llamamos “distribu-
cién empirica de la muestra X;, Xo,...,X,,” a la funcién F,, : R — [0, 1] definida por

Fale) = (&0 X < a})

(observe que, para cada x, F,,(z) es una variable aleatoria).

a. Representar graficamente la funcion F,, y mostrar que ella es, como funcién de x, una funcién de
distribucién con saltos puros.

b. Probar que, para cada = € R, se cumple

F,(z) E_, F(z) cuando n — oo.

c. Mostrar que también, para cada x € R

F,(x) — F(z) casi seguramente cuando n — oo.

En un célculo numérico mediante una computadora, 1.000 niimeros se reemplazan por el entero mas
proximo. Si los errores de redondeo cometidos son independientes y la distribuciéon de probabilidad
de cada uno es uniforme en el intervalo (—%, %), calcular aproximadamente la probabilidad de que la
suma de los 1.000 nimeros redondeados difiera de la suma de los 1.000 ntimeros originales en menos
de 10.

Al lanzar una moneda 10.000 veces se obtuvieron 5.500 caras. ;Sospecharia Ud. que la moneda no es
equilibrada?

Sea X1, Xo,... una sucesiéon de variables aleatorias independientes con igual distribucién, y suponga-
mos que
o? =Var(X,) <o n=12,...

a. Calcular el limite en probabilidad de

b. En particular, indicar cudl es el resultado en a. cuando la distribuciéon comin de las X; es la normal
(0,1).

Sugerencia: No podemos aplicar directamente la ley débil de los grandes nimeros. ya que las variables
{(X;4+1— X;)"} no forman una sucesién de variables aleatorias independientes. Sin embargo, si i+ 1 <
Jy (Xig1 — Xi)" y (Xj41 — X;)* si resultan independientes. Aproveche esta observacién para acotar
Var(Y,,) y probar que tiende a cero cuando n — oo.
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Apéndice
Proposicién 7.2 (Propiedad 1) Sea {Y,,} una sucesidn de variables aleatorias que converge casi sequra-

mente a la variable aleatoria Y. Entonces Y, converge a'Y en probabilidad.

Observacion 7.3 El reciproco de esta propiedad es falso. Ver ejercicio 5 de este capitulo.

Demostracion Sea € un numero positivo cualquiera. Queremos probar que
P(lY,—-Y|>¢) —0 cuando n — oo. (7.39)
Definimos los eventos

Ap ={w: [Yo(w) =Y (w)| = €}

A= lim A, ={w:w € A, para infinitos valores de n}

n—00
(este conjunto suele llamarse el Iimite superior de la sucesién de conjuntos {A,}).

Es sencillo verificar que las siguientes proposiciones son ciertas.

a. A= U, An.

b. Si llamamos B,, = |J,—, A,, entonces la sucesién de eventos {B,,} es decreciente y A = (-_, B,.

n=m

‘Observamos que A C {w : ¥;,(w) no tiende a Y (w)}, porque si w € A, entonces, de acuerdo a la definicién
de A
Ya(w) =Y(w)[ =€
para infinitos {ndices n, y esto implica que Y, (w) no tiende a Y (w), segtin la definicién del limite de las

sucesiones de niimeros reales.
Entonces, teniendo en cuenta que Y,, — Y casi seguramente,

P(A) < P(w : Y, (w) no tiende a Y (w)) =0

y en consecuencia P(A) = 0.
Por otra parte, de las propiedades generales de los espacios de probabilidad, como la sucesiéon de eventos
{Bn} es decreciente, se tiene

lim P(B,,) = P(NY¥_,B,) = P(A) =0.

m—00

Finalmente, es claro de la definicién de B, que
Ap C By = P(A) < P(By,) = lim P(A,,) = 0.
que es justamente (7.39). |

Teorema 7.5 (Propiedad 2. (Lema de Borel-Cantelli).) Sea {A,} una sucesion de eventos en un es-
pacio de probabilidad. Entonces

1.3 P(A,) < 0o = P(A) = 0.

P(A,) =+
2 ; ) = P(A)=1

Ay, Ao, ... es una sucesion de eventos independientes
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Demostracion Veamos la primera parte. Sabemos que

A= ﬁ B,, con B, = [OJ A,.
m=1 n=m

Entonces .
P(Bn) < Y P(Ay)

y como la serie ) P(A,) es convergente, la cola de la serie que figura en el segundo miembro de esta
desigualdad tiende a cero cuando m — oo. Por lo tanto,

P(B,,) =0 cuando m — co.

Pero, por otra parte, A C B,, para todo m = 1,2, ... implica que P(A) < P(B,,) para todo m = 1,2,...,
y en consecuencia

P(A) < lim P(B,,) = P(4) =0.

m—0Q0
Esto prueba la primera parte. o
Para la segunda parte basta ver que P(AC) = 0. En virtud de la reglas de De Morgan

A= G B¢, B¢ = ﬁ A,
m=1 n=m

Entonces P(A°) < S P(BE,), y para probar (2) basta con probar

P(B;,) =0 paratodom=1,2,... (7.40)
Llamemos
m—+p
Conp = [ As-

Es claro que

By, CCyp paratodop=1,2,...

m

P(B;,) < P(Cy,,) paratodop=1,2,...

Ahora bien, como los {4, } forman una sucesién de eventos independientes, también la sucesién {AS} es de
eventos independientes, y por lo tanto

m+p m+p n+p
P(Crmp) = P([) A7) = T] P(47) = [T (1 = P(AL). (7.41)

A estas alturas, aplicamos la desigualdad
l—z<e™®,

valida para todo x real, y que puede ser demostrada por métodos elementales de calculo.
Como ademds, todos los factores en el ltimo miembro de (7.41) son no-negativos, resulta

m+p m+p

P(Cpp) < H e Pl = exp{— Z P(An)}

Hagamos tender p — 400 en esta desigualdad. Como la serie > P(A,,) es divergente, el exponente de la
derecha tiende a —oco y la exponencial a cero. Esto prueba que

P(B,) < lim P(Cp) =0
p—00

y de aqui que P(B¢,) = 0. Esto es (7.40) y termina la demostracién de la segunda parte.
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Teorema 7.6 (Ley Fuerte de los Grandes Nimeros) Sea {X,,}n>1 una sucesion de variables aleato-

rias independientes tal que
E(X,)=p  EXp<C n=12,...

donde C' es una constante. FEntonces,

X+ Xo+ -+ X
n

Yo

converge a [u casi seguramente.

Demostracion Queremos probar que el evento
{w : Y, (w) no tiende a u}

tiene probabilidad nula. Observamos que decir que Y;, no tiende a p es lo mismo que decir que existe un
ntmero de la forma 1/k, k entero positivo, tal que

1
Y, — | > -
| ul_k

para infinitos valores de n. Es decir que se tiene la igualdad entre eventos

- 1
{Y,, no tiende a u} = U {IY, —p| > 7 para infinitos valores de n}
k=1

que implica
- 1
P(Y,, no tiende a u) < ZP(|Yn —pl > 7 para infinitos valores de n). (7.42)
k=1

Para probar que el primer miembro vale cero, alcanza con probar que cada sumando del segundo miembro
es igual a cero. Para esto, introducimos algo més de notaciéon. k estard fijo en lo que sigue.

1
An,k ={IYn —pul > E}

Observamos que el k-ésimo sumando del segundo miembro de la desigualdad (7.42) es la probabilidad de

lim A, = A = {w:w € A, para infinitos valores de n}.
n—oo

Para demostrar que P(Ay) = 0 usaremos el lema de Borel-Cantelli (propiedad 2 de la seccién 7.3). Segtin
éste, basta demostrar que la serie
D P(Ani)

es convergente. Para ello acotaremos cada término por el término respectivo de una serie convergente, de la
siguiente forma

L

P(A) = P(Yo =l > 1) = P((Ya — )" > 1

) < KYE((Y, — p)h).

La tultima desigualdad resulta directamente de aplicar la desigualdad de Markov.
Introducimos aun algo de notacién:

X+ Xeto 4+ Xe XatXot o+ X, -
N n N n
(X -+ X —p) 4+ (Xn—p)
n

Y;L_
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y ahora poniendo Z; = X; — u obtenemos

i+ Zat -+ T
- .

Y, —

Entonces es claro que E(Z,,) = E(Y,,) — p = 0 y, por otra parte, desarrollando la cuarta potencia de Z,,
E(Z,) = E(X;) — 4pE(X}) + 62 E(X7) — 44° B(X,,) + p*

y esta expresion estd acotada por una constante fija, ya que, si los cuartos momentos de X,, estan acotadas
(por hipétesis), también lo estdn los momentos de orden menor, por la propiedad 7 de los valores esperados
(ver seccién 6.2).

Entonces, la hipdtesis implica que, para todon =1,2,...,

E(Z}) < Oy

donde C; es una constante. Podemos ahora acotar

E(Y, —uw* =E ((Zl + Zo +"'+Zn)4>

(5

n n

E >Nziy
1=1

1
w 2 BAZ50)
j.k,l

Z;y 7y 7
=1

7j=1 k=1 =

Ahora tenemos que estudiar como son los términos E(Z;Z;Z;,Z;) y para ello hay que considerar todos las
cuadruplas (7, j, k,1) de enteros entre 1y n.

Primero, si en la cuadrupla hay un elemento que no esta repetido, entonces esta esperanza vale cero. En
efecto, si el que no estd repetido es el i (el mismo argumento vale si es algtin otro indice), entonces

E(Z;Z;Z12)) = B(Z;) E(Z;Z1Z;) = 0.

La primera igualdad se debe a que Z; y Z;ZiZ; son independientes, y la segunda a que E(Z;) = 0.
Segundo, nos quedan entonces solamente los términos en los que no hay indices solos, y estos son de dos

tipos: aquellos términos en los que los cuatro indices son iguales ¢ = 7 = k = [ y aquellos en los que hay dos

parejas de indices iguales, distintas entre si, por ejemplo, i = j = 1;k = [ = 2. Més precisamente, resulta

BV~ ) = o |[SoBEh + (5) X B2

4 foye
El factor (2) corresponde a todas las maneras de tener en la cuadrupla dos factores con indice ¢ y dos con
indice j. Todavia, para acotar estas sumas, usamos las desigualdades

E(Z!) < ¢

E(Z}Z}) < \JE(Z}) E(Z}) < /C1C1 = C

donde la primera desigualdad de la ultima linea resulta de aplicar Cauchy-Schwarz. En definitiva

Emz—mﬂs;4@a+ﬁ“ﬂ;”a)g.
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Aqui n(n —1)/2 es el nimero de términos en la suma doble y C5 es una nueva constante.
Y ahora, reemplazando en (7.16) obtenemos

Cok*
P(A’ﬂ/,k') S ;2 I’

y como la serie Y # es convergente, se deduce que ) P(A, ;) también lo es. Es lo que querfamos probar.
[ |

7.6.1. EIl Teorema Central del Limite: La Condicion de Lindeberg.

El problema del estudio del comportamiento asintético de una suma de variables aleatorias independientes
cuando el nimero de sumandos tiende a infinito, es uno de los problemas clasicos de gran importancia en
la teoria de probabilidades. Agreguemos, a titulo complementario, el enunciado de un teorema general que
asegura, bajo ciertas condiciones, la convergencia a la distribucién normal de la distribucién de una suma
de variables aleatorias independientes.

Teorema 7.7 (Lindeberg) Sea X1, Xo,... una sucesion de variables aleatorias independientes con

E(X,) =0, o¢2=E(X?) <oco paran=1,2,...

n

y pongamos Sy, = X1 + Xo + -+ X,,. Es claro que
E(S,) =0 s2 = Var(S,) = ZO’?.
i=1

Diremos que se cumple la condicion de Lindeberg si para todo € > 0

1 < -

1S B =
noi=1

donde 14, , es la funcion indicatriz del evento

Ai,n = {|X1‘ > ESn}.

P <Sn < x) noyp L / et/
Sn \/ﬂ —00

Observamos que la condicién E(X,,) = 0 no tiene ninguna importancia restrictiva, ya que si E(X,) # 0,
consideramos X, = X,, — E(X,,), y entonces E(X]) = 0.

Para la demostracién, el lector puede consultar los textos de M. Loeve, W. Feller (Vol. 2), P. Billingsley
o R. M. Dudley incluidos en la bibliografia.

Un caso de suma importancia en el que se cumple la condicién de Lindeberg es aquel en el cual X7, X5, ...
tienen todas la misma distribucién. Tenemos

Bajo esta condicion se tiene

Teorema 7.8 Sea X1, Xo,... una sucesion de variables aleatorias independientes con igual distribucion F'.
Supongamos que

E(X;) =p Var(X;) = 0? paran=1,2,...

Sn — nu n—oo 1 /;c —
P -/ T < T —_— — e /2.
( o \/ﬁ B ) V2T J—co

No es dificil probar que la sucesién de variables aleatorias independientes X = X,, — u cumple la condicién
de Lindeberg, y por lo tanto, la condicién del teorema 7.7. Es claro ademas, que el teorema de De-Moivre
- Laplace es un caso particular del teorema 7.8 (y como consecuencia, del 7.7). Basta considerar como
distribucién comin F' a la variables independientes X, X5, ... la definida por

P(X,=1)=p, P(X,=0)=1-p.

Entonces



