Capitulo 6

ESPERANZA MATEMATICA

6.1. Esperanza Matematica de Variables Aleatorias Discretas.

Recordemos que una variable aleatoria X es discreta, si existe una sucesién (z,)n>1 de nimeros reales
tales que

o0
E PX =z,)=1.
n=1
Comenzaremos por definir la nocién de valor esperado para variables aleatorias discretas.

Definicién 6.1 Sea X una variable aleatoria discreta con la notacién anterior, y llamemos p, = P(X =
xn), n=1,2,.... Diremos que existe el valor esperado, la media o la esperanza matemdtica de X si la serie

> lwnlpn (6.1)
n=1

es convergente. En ese caso, el valor esperado se denota E(X) y se define mediante la serie

n=1
Ejemplo 6.1

Sea X el resultado de lanzar un dado, entonces X toma valores {1,2,3,4,5,6} con probabilidad uniforme
en este conjunto. Por lo tanto

Observamos que en este caso el valor esperado no es un valor posible de la variable aleatoria.
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6.1.1. Propiedades

La esperanza matematica de una variable discreta tiene las siguientes propiedades.

Propiedad 1. Si X > 0 y existe E(X), entonces E(X) > 0.

Es obvio que si X > 0, los valores x,, que figuran en la suma (6.1) son no-negativos, y si dicha serie es
convergente, la suma también serd no-negativa.

Propiedad 2. Si X es una variable aleatoria acotada entonces existe E(X).

Decir que la variable aleatoria X es acotada es decir que existe una constante C' tal que
|xn| < C para todo n,

y, por lo tanto,
N N
Z |xn|pn S CZ;D” S C.
n=1 n=1

Es decir que las sumas parciales de la serie (6.1) resultan estar acotadas por la constante C. Ahora
bien, recordemos que para una serie de términos no-negativos — es el caso de la serie (6.1) — es necesario
y suficiente para que converja que sus sumas parciales estén acotadas. Como las de (6.1) lo estdn, esta
serie es convergente y el valor esperado de X existe.

Observacién 6.1 Una primera observacion es que si una variable aleatoria toma sélamente un niimero
finito de valores, entonces su esperanza matemaética estd bien definida, ya que (6.1) se reduce a una
suma finita.

Por otra parte, no siempre existe el valor esperado de una variable aleatoria. Por ejemplo, consideremos
la variable aleatoria X tal que

z, = 2" v pn=PX=2")=—, n>1

Es claro que
(o]
> p=1
n=1

Se tiene que x,p, = 1, para todo n y por lo tanto, la serie (6.1) es divergente, de modo que esta
variable aleatoria no tiene esperanza matematica.

En algunos textos el lector encontrard que, en casos como el de este ejemplo, en el cual la variable
aleatoria X es no-negativa y la serie (6.1) diverge, se conviene en definir E(X) = 400 en lugar de hacer
como hemos optado, esto es, decir que no existe la esperanza.

Se debe hacer especial atencidn, sin embargo, en que si la variable no es no-negativa (o, en general, de
signo constante), no hay esa opcién convencional. Por ejemplo, si modificamos el ejemplo considerado
y tomamos la variable aleatoria Y tal que

1 1

p— —_n— —
=g PV =-2"=o0g n21,

Py =2")
entonces, nuevamente (6.1) diverge y no existe E(Y).

Propiedad 3. Sea A un evento y 14 la variable aleatoria definida por:

1 siwe A
1 =
A) {0 siwég A
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Entonces
E(14) = P(A).

Es claro que 14 es discreta, ya que toma solamente dos valores y
E(14)=1xP1a=1)4+0x P14 =0)=P(A).
Propiedad 4. Sea g : R — R una funcién y consideremos la nueva variable aleatoria (discreta)
Y = g(X).

Entonces, si existe la esperanza matemaética de Y, ésta es
oo
E(Y) =Y g(@n)pn- (6.3)
n=1

Demostracién. Llamemos {y,,} a los valores de Y, entonces
E(Y) = ZymP(Y = Ym)- (64)
m

Por otra parte el evento {Y = y,,} es igual a
{X = x, para algin z,, tal que g(x,,) = ym},

puesto que decir que Y toma el valor y,, equivale a decir que X toma un valor cuya imagen por la
funcién g es y,,. Por lo tanto

PY=yn)= > pa
{n:g(zn)=ym}
donde el conjunto de los valores de n sobre los que se suma es el conjunto de los valores tales que
9(Zn) = Ym. Sustituyendo en (6.4)

E(Y) = Z Ym Z Pn = Z Z g(xn)pn
m {n:g(wn):ym} m {n:g(a:n):ym}

y ahora, un instante de reflexién mostrara al lector que la suma doble que aparece en la ultima igualdad
es, simplemente, la suma sobre todos los valores de n, ya que cada n aparece una y sélo una vez alli.

En resumen
E(Y) = 3 g(@a)pa

como afirmamos en el enunciado de la propiedad 4. |

Observacién 6.2 La ventaja que tiene la férmula (6.3), es que nos permite calcular E(Y") sin necesidad
de calcular previamente la funcién de probabilidad de la variable aleatoria Y, bastandonos con la
funcién de probabilidad de X.

Propiedad 5. Si existe E(X) entonces | E(X)| < E(]X]).

Demostracion. De acuerdo a la propiedad 4 (tomando g(x) = |z|), se tiene

BIX)) = 3 [oalpn > |3 2apal = | E(X)

n n

Observe que la desigualdad entre las sumas de las series, se deduce simplemente de que

N N
Z |T0|pn > | Z Tnpn|
n=1 n=1

en virtud de la desigualdad triangular entre nimeros reales. Pasando al limite cuando N — oo, se
obtiene la desigualdad andloga entre las sumas de las series.
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Propiedad 6. Si A es una constante y E(X) existe, entonces también existe E(AX) y

E(\X) = AE(X).

La demostracion es sencilla y queda a cargo del lector.

Propiedad 7. Si X e Y son variables aleatorias que tienen valor esperado, entonces también existe el
valor esperado de X +Y y se tiene

E(X+Y)=E(X)+E(Y).

Demostracién. Para demostrar esta propiedad utilizamos la notacién anteriormente introducida:
m=PX=z,,Y =yn), pn=PX==z,), ¢n=PY =yn),

paran,m =1,2,... ({rum} es la funcién de probabilidad conjunta de X e Y y {p,}, {¢m} las respec-
tivas funciones de probabilidad marginales).

Sea Z =X +Y y {2} el conjunto de valores posibles de Z. Para ver que la variable aleatoria Z tiene
valor esperado, tenemos que probar que

Z |2k|P(Z = z1) < 00
k
Procediendo de manera parecida a lo que hicimos para demostrar la propiedad 4

S lalP(Z=2) =) |alP(X +Y = z)
k k
= Z|Zk| Z T'nm
k

{(n,m):xn+ym=2r}

donde en la dltima suma hay que entender que la suma interior se efectia sobre todas las parejas de
indices (n,m) tales que x,, + ¥, = 2. La tltima expresién es:

Z Z |xn + ym|rnm Z |xn + ym|rnm < Z ‘-rn| + ‘ymDrnm

k {(n,m):xn+ym=2r}
S ) DS S
= Z [nlpn + D [ymldm < oo,
n m
ya que, por un lado,

Zrnm:pna n=12..; Zrnm:qma m=12,...
m n

y por otro, las dos series

S lwalpns D [Ymldm
m

son convergentes, dado que existen E(X) y E(Y).

Esto prueba que existe E(Z). Si ahora repetimos el calculo anterior sin los valores absolutos, resulta
= ZZkP(Z =z) = anpn + Zqum = E(X) +E(Y),
k n m

que es la propiedad que queriamos probar. |
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Propiedad 8. Si X <Y y existen E(X) y E(Y), entonces E(X) < E(Y).

Demostracion. Para probar esta propiedad, recurrimos a las propiedades 1, 6 y 7. Tenemos

EY)-EX)=EY -X)>0, yaqueY —X > 0.

Propiedad 9. Si X e Y son variables aleatorias independientes con valor esperado, entonces existe
E(XY)y
E(XY)=E(X)E(®Y). (6.5)

Demostracion. Procedemos de manera analoga, nuevamente, a lo que hicimos para la propiedad 7,
teniendo en cuenta ademés que la independencia de X e Y implica que

T'nm = P(X =zp, Y = ym) = P(X = xn)P(Y = ym) = Pndm;
y por lo tanto, si llamamos ahora {wy} a los valores de XY

Z|wk\P(XY:wk) :Z Z |w|7nm

k kE {(nm):znym=ws}

=> > |TnYm |[Prdm

k {(nm):xpym=wi}

= Z |0 [Ym [Pram = Z |Zn|pn Z [Ym|gm < 00
n,m n m

)

lo cual muestra que existe E(XY).

El mismo célculo, quitando los valores absolutos, permite obtener la relacién (6.5). ]

6.2. Momentos de Orden Superior. Momentos Centrados.

Definicién 6.2 Sea X una variable aleatoria discreta,
P(le‘n)zpn, anzl

y m un nimero positivo. Si

Z |xn|mpn < 00,
n

se define el momento de orden m de X mediante
E(X™) = Z T Do

(Ver la propiedad 4, con g(z) = 2™).
Se define también el momento centrado de orden m de X para m > 2 mediante

pm = E(X = E(X))™) =Y (20 — E(X))"pn.

n

(Ver la propiedad 4, con g(x) = (z — E(X))™. En la definicién se sobrentiende que existe la esperanza de la
variable aleatoria X).

Se acostumbra denominar varianza (Var(X)) al momento centrado de orden 2 — cuando existe — es decir

Var(X) = E((X — E(X))?) (6.6)
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y desviacién tipica o estdndar de X a (Var(X))/2.
También se define la covarianza de dos variables aleatorias mediante

Cov(X,Y) = E[(X — E(X))(Y — E(Y))], (6.7)

siempre que la esperanza que figura en el segundo miembro esté bien definida, y el coeficiente de correlacion
de X e Y por
Cov(X,Y)

pXY) = Var(X) Var(Y)’

(6.8)

siempre que el segundo miembro tenga sentido.
Finalmente, se dice que X e ¥ no estén correlacionadas, son no-correlacionadas o incorreladas si Cov(X,Y)

0.

6.2.1. Propiedades
Veamos a continuacién algunas propiedades de estos momentos.

Propiedad 1. Si a es una constante y X una variable aleatoria que tiene varianza, entonces

Var(X) = Var(X + a)

Var(aX) = a* Var(X).
La demostracion resulta de aplicar la definicién y queda como ejercicio para el lector.

Propiedad 2. Var(X) = E(X?) — (E(X))2.

Demostracién. Observar simplemente que

Var(X) = E[(X — E(X))’] = E[X* - 2E(X)X + (E(X))?]
(XQ) 2E(X) B(X) + (E(X))?
B(X?) - (E(X))*.

Propiedad 3. (Desigualdad de Cauchy-Schwarz)
| Cov(X,Y)| < +/Var(X) Var(Y).
Demostracion. Para demostrar esta desigualdad, consideremos la funcién f : R — R definida por
fl@) =EB[U - aV)?]
donde U = X —E(X)y V =Y —E(Y). Usando las propiedades de la esperanza matemadtica
f(z) = E[U? = 220UV 4 2*V?) = E(U?) — 2e E(UV) + 2* E(V?)
de modo que f es un polinomio de segundo grado, y como
f(z) >0 paratodoxz €R

porque (U — xV)? > 0 para todo = € R, se deduce que el discriminante de este polinomio es menor o
igual que cero (ya que, de no ser asi, habria valores de = € R donde f(z) seria negativa). Es decir que

(—2E(UV))? —4E(VHEU?) < 0= (E(UV))? <EU?) E(V?).

Tomando en cuenta quienes son U y V' y las definiciones de varianza y covarianza, resulta la desigualdad
que queriamos probar. |



6.2. MOMENTOS DE ORDEN SUPERIOR. MOMENTOS CENTRADOS. 151

Propiedad 4. Sean X e Y dos variables aleatorias tales que esta definido el coeficiente de correlacién.
Entonces
—-1<p(X,Y)<1 (6.9)

Demostracién. Es una consecuencia sencilla de la propiedad anterior.

Propiedad 5. Si Var(X) = 0 entonces existe una constante ¢ tal que

P(X=c¢)=1.

(Esta propiedad de que P(X = ¢) = 1 se enuncia a veces diciendo que X es una variable aleatoria
“casi seguramente” igual a la constante c).

Demostracion. Para probar esta propiedad, recordemos que X es una variable aleatoria discreta. (El
resultado también serd cierto en general, como ocurre con casi todas las propiedades que hemos estu-
diado, pero eso lo veremos més adelante).

Entonces la variable aleatoria Y = (X — E(X))? también es discreta y toma valores mayores o iguales
a cero, digamos {y,, }. Nuestra hipdtesis es que

E(Y)=0.
Sea ¢, = P(Y = yp,). Si hubiera algiin y,,,, > 0 tal que p,,, > 0, se tendria que

E(Y) = YmPm = YmoPm, >0

m

contradiciendo la hipédtesis. Por lo tanto no hay un tal y,,,, y si ym > 0 necesariamente p,, = 0. En
consecuencia

PY>0)= > pm=0,
{m:ym>0}

de donde se deduce que
PY=0)=PY>0-PY>0=1-0=1.
Pero {Y = 0} es el mismo evento que {X = E(X)}, de modo que
P(X =EX)) =1,
y la propiedad se cumple, tomando ¢ = E(X). [ ]
Observacién 6.3 Es obvio que el reciproco de esta propiedad es cierto, ya que si

P(X=c¢)=1 -entonces E(X)=c

y
Var(X) = E((X — ¢)?) = 0,
puesto que
PX—-c=0)=PX=¢)=1
Propiedad 6. Sean X1, X5, ..., X,, variables aleatorias independientes, cada una de las cuales tiene

varianza, entonces la suma también tiene varianza y

Var(X; + Xo + - 4+ X,,) = Var(X;) + Var(Xz) + - - - 4+ Var(X,,). (6.10)
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Demostracién. Basta probar la igualdad (6.10) para n = 2. Para n > 2 se sigue por induccién completa,
y queda como ejercicio.

Sea entonces n = 2 y pongamos Y; = X; — E(X;), Y3 = Xy — E(X3). Como X;, X5 son variables
aleatorias independientes, también lo son Y7, Y5 y, en consecuencia, por la propiedad 9 de la seccion
6.1.1

E(1Ys) =E(Y7)E(Yz) =0
Se deduce que

Var(X; 4+ X3) = E[(X1 + Xy — B(X) + X3))?] = E[(Y1 + Y2)?]
[VZ 4+ Y7+ 2Y1Ys] = E(YY) + E(YY) + 2E(Y1Y2)
(Y?) + E(Yy) = E[(X1 — E(X1))’] + E[(Y2 — E(Y2))?]

Var(X;) 4+ Var(X2)

E
E

que es lo que queriamos probar.

Propiedad 7. Sea X una variable aleatoria y supongamos que existe su momento de orden m. Entonces
también existe su momento de orden k, para cualquier k, que satisfaga 0 < k < m.

Demostracién. Para probar que existe el momento de orden k hay que ver que

Z |20 |"pn < 00, donde p, = P(X = x,), an =1

Pero tenemos la desigualdad, vélida para todo nimero z € R,
lz[F <1+ |z|™. (6.11)

En efecto, si |z| < 1 la desigualdad es cierta ya que, en este caso, el primer miembro es menor o igual
que 1 y el segundo es mayor o igual que 1. Por otra parte, si |z| > 1, es claro que

ja® < 2™ <1+ Ja|™

y también se verifica (6.11). En resumen,

Z |$n|kpn < Z(l + 2" )pn =1+ Z |Zn|™ P < 00.
n n n

Propiedad 8. Sean X e Y variables aleatorias con covarianza Cov(X,Y), entonces

Var(X +Y) = Var(X) 4+ Var(Y) + 2 Cov(X,Y).

Propiedad 9. Sean X e Y variables aleatorias con covarianza Cov(X,Y"), entonces

Cov(X +Y) =E(XY) — E(X)E(Y).

Las demostraciones quedan como ejercicio.
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6.3. Ejemplos y Aplicaciones.

1. Distribucion Binomial. Recordemos que la distribuciéon binomial es la distribucién de la variable S,
que representa el nimero de veces que ocurre un cierto evento A en n observaciones independientes del
mismo. Por ejemplo, el nimero de veces que extraemos un objeto defectuoso de una cierta poblacion
de objetos fabricados en una linea de produccién, cuando la extraccion se hace al azar y con reposicion.

Definimos las variables aleatorias

X 1 si en la i-ésima observacién ocurre A,
0 si en la i-ésima observacién no ocurre A.
que admitimos que son independientes en nuestro modelo. Entonces
Sp=X1+Xo+ -+ X,.

Si denotamos p = P(A), entonces

P(X;=1)=p i=12...

Se deduce que

E(S,) =E (Z XZ-> => B(X;) =np.
i=1 =1

Ademis, en virtud de que X7, X, ..., X,, son variables aleatorias independientes
Var(S,,) = Var (Z Xi> = ZVar(Xi)
i=1 i=1

Var(X;) = B(X?) — (B(X)* = p —p* = p(1 - p),
ya que X? = X; puesto que X; = 0 6 1. Reemplazando en la igualdad anterior, resulta
Var(Sy,) = np(1 - p)

También podemos calcular E(S,,) y Var(S,,) directamente, ya que conocemos la funcién de probabilidad
de S,,, que es binomial b(n, p), es decir que

P(Sn:k): (Z)I)k(l_p)n—k’ k‘=0,1,2,...,7’l

Por lo tanto, aplicando la definicién de esperanza matematica en forma directa,

n

E(S,) = Z kP(S, = k) = Z k<k)pk(1 —p)nk
k=0 k=0
= n—1)! _ e
SN e
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Observamos que la ultima suma es igual a 1 ya que no es otra cosa que la suma de todas las proba-
bilidades (j = 0,1,...,n — 1) correspondientes a una distribucién binomial con (n — 1) observaciones.
O, también, es el desarrollo de Newton del binomio (p + 1 —p)"~1 = 1.

Con un cédlculo parecido también reencontramos el resultado que hemos obtenido para Var(S,); ob-
servemos primero que
Var(S,) = E(S%) — (E(Sn))® = E(Sa(Sn — 1)) + E(S,) — (E(S,))?
y entonces
n
k=0
=Y k(k—1) (Z)pk(l p)" "
k=2
- —2)!
_ -1 2 (n— k—2 1— n—k
n(n—1)p kzﬁ RS
n—2 n—29 ) )
=n(n—1)p? Z < . )pJ(l —p)" 2 =n(n —1)p*.
=0/
La dltima suma nuevamente vale 1, por un argumento andlogo al ya empleado. Reemplazando en la
igualdad anterior
Var(S,,) = n(n — 1)p* + np — (np)* = np(1 - p).
2. Distribucién de Poisson. Recordemos que la variable aleatoria X tiene distribucién de Poisson con

pardametro A > 0 si

)\Ic
P(X =k) = Ee_)‘ k=0,1,2,...
Entonces
E(X) = i EP(X =k) = i k:A—ke’A
B - k!
k=0 k=0
(o) oo
Ak=1 A
— e A — e .
A Z (k—1)! Z !
k=1 7=0
=de e = )\,
donde hemos empleado el desarrollo de Taylor de la funcién exponencial e* = Z;’;O ’J\—f Por lo tanto
E(X)= A
Ademis
- Moz AP
k=0 k=2
A\
— \2,—A _ )2
=Nery =2
=07

y en consecuencia
Var(X) = E(X?) - (B(X))? = E(X(X — 1)) + B(X) — (B(X))*
=X+ A= N =
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Es decir
Var(X) = A

3. Distribucién Geométrica. Sea X una variable aleatoria con funcién de probabilidad
P(X =n)=p(1—p)" ! n=12...
con 0 < p < 1. Entonces

E(X) = Z nP(X =n)= Z np(1 —p)" L. (6.12)

Para calcular esta suma, recordemos que si

oo
E 2"
n=0

es una serie de potencias y R es su radio de convergencia (lo cual significa que si |z|] < R la serie
converge y que, cuando R < oo, si |z| > R la serie no converge), si denotamos por f(z) la suma de la
serie para |z| < R:

f(2) =Y ez (2l <R),
n=0
entonces f es derivable y

fl(z) = chnznfl (Iz] < R).
n=0

Lo cual significa que, para |z| < R, podemos calcular la derivada de la funcién f(z) como si fuera una
suma finita, es decir, sumando las derivadas de cada uno de los términos.

Apliquemos este resultado a la serie de potencias

Primero, se verifica que el radio de convergencia de esta serie es igual a 1. Esto es directo: si |z] > 1
entonces |z|™ — oo, es decir que el término general no tiende a cero y la serie no converge, y si |z| < 1,
la suma parcial de orden N es
N
1—2N*1 v 1
g =14z 4N =T

n=0

—

=
1—2 1—=2

1
1—2> O sea

> 1
Zz"zli |z| < 1.
n=0 -z

Derivando término a término como hemos indicado anteriormente, se tiene

es decir que la serie converge cuando |z| < 1 y su suma es

1 o0 o0
(1_72:)2 = ann71 = ann71 |Z| < 1.
n=0 n=1

Volviendo ahora al problema que estdbamos considerando, reemplazando z por 1 — p en la ecuacién
(6.12) resulta
1 1

E(X) :Pz_:ln(l -p)"! :pm =
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Para calcular la varianza de esta distribucion comenzamos por la relacién
Var(X) = E(X(X — 1)) + E(X) — (E(X))?, (6.13)
y calculamos
E(X n(n—1)P Z n(n —1)p(1 —p)"~!
n=1 n=1
=p(1-p)> n(n—1)(1—-p)" >
n=2
Ahora bien, para calcular f”(z) procedemos como antes, derivando término a término la serie que
define f’(z). Es decir, que para |z| < 1,
! :iz” an L:in(n—l)zn_g.
l—z = (1—2)2 z)3 o
En consecuencia, reemplazando z por 1 — p, resulta
2 2(1—-p)
EX(X-1)=p(1—0p =
K== =y~
y volviendo a (6.13)
2(1 — 1 /1\? 1-
Var(X):i( Qp)—l——() = 2p.
p p p p
4. Muestreo de poblaciones finitas. Se considera una poblacién dividida en r grupos dos a dos
disjuntos (llamados “estratos”) cuyas proporciones respectivas con relacién al total de los miembros
de la poblacién son q1,¢qo, ..., q.. Se extrae una muestra de tamano n de la poblacién, al azar y con
reposicion.
a. Calcular el valor esperado del niimero de estratos no representados en la muestra.
b. Hacer el calculo efectivo de dicho valor esperado, en los siguientes casos numéricos, suponiendo que
todos los estratos son del mismo tamano:
i) r=n=>5.
ii) » = n = 100.
» a. Consideremos las variables aleatorias X1, X», ..., X, definidas por

X {1 si el estrato ¢ no esta representado en la muestra,
,L‘ =

0  siel estrato ¢ estd representado en la muestra.

Entonces, el nimero de estratos no representados en la muestra es, evidentemente,
X1+ Xo+--+ X,
y su esperanza matematica

B(X1 4+ Xa 4+ X,) =Y B(X;) =) P(X; =1)

ya que
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Ahora bien, jcudnto vale P(X; = 1)? El evento {X; = 1} sucede cuando el i-ésimo estrato no estd re-
presentado en la muestra, es decir, que ninguno de los n individuos seleccionados pertenece al estrato
1. En otros términos

{X; = 1} ={1°" individuo no pertenece al estrato i}
N {2¢ individuo no pertenece al estrato ¢}

-+ N {n-ésimo individuo no pertenece al estrato i}.
Como el muestreo es con reposicion, los n eventos que figuran en esta interseccién son independientes
y, en consecuencia, la probabilidad de su interseccién es igual al producto de sus probabilidades:
n
PX;=1)= H P(j-ésimo individuo no pertenece al estrato ).
j=1
Ademas,

P(j-ésimo individuo no pertenece al estrato i) = 1 — P(j-ésimo individuo pertenece al estrato )

y esta tultima probabilidad es ¢;, es decir, la proporcién de individuos que contiene el estrato ¢ con
relacion al total. Reemplazando obtenemos

PXi=1)=(1~-q)"

B(Xi+Xo 44+ X)) =Y (1—q)"

=1

b. Que todos los estratos son de igual tamano implica que
Q1 =4q2 =" =4qr

y como
.

Zqz' =1,
i=1

se deduce que

La esperanza matematica del niimero de estratos no representados en la muestra resulta ser

by

. 5 . . 100
Sir=n=5,estoes5 (%)  ~ 1.64, mientras que si 7 = n = 100 el resultado es 100 (1 — &5) ~ = 36.6.
Es 1til ver como encontramos un valor aproximado para esta expresién. Usando la férmula de Taylor para
log(1 — x)

z?  2®
log(l—w):—m—?—g—..‘ (lz] < 1)
y entonces, si |z] < 1
(1—2)% = eblos(-0) _ 2o = =) _ ~1-§-% -

que es aproximadamente igual a e~ " cuando z es pequeiio. Con z = 1/100 se tiene que la esperanza mateméatica
es aproximadamente 100e™!, o sea que esperamos encontrar una proporcién 1 /e de estratos no representados
en una muestra de n = r individuos. Observe que esto es cierto si n = r es suficientemente grande. <
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5. Se lanzan dos dados simétricos independientes. Sean X7, X5 los resultados obtenidos en cada uno e
Y = méJX{Xl, XQ}
a. Hallar la probabilidad conjunta de X; e Y.
b. Calcular E(X7), E(Y), Var(X;), Var(Y) y Cov(X;,Y).

» a. Usemos la notacion r;; = P(X; =i, Y = j) parai,j = 1,2,3,4,5,6. Es claro que si i > j entonces
r;; = 0 porque Y > X;. Si ¢ < j, entonces

2
ry = P(X1 =i, Xo = j) = P(X; = )P(Xz = j) = (a) 7
mientras que para ¢ = j tenemos
14
TM:PQE:@XQSU:PMﬁ:ﬂnggﬂzgé
Resumiendo
2, 1< ],
rij = 37167 Z = j7
0, i>j.
b.
21
B(X1)= c(1+2+43+4+5+6) =
Var(X;) = B(XT) — (B(X1))*

Il
o= O ol

21\
(1422432 +4%+5%4+6%) — <6> :%.

Para calcular E(Y') y Var(Y'), observemos que

21 —1
P(Y =i)= = (i=1,2,3,4,5,6)
36
lo cual puede calcularse directamente o usando la parte (a) de este ejercicio. Por lo tanto

1 .3 .5 7 _9 11 161
E(Y) =1 42 +3— 44— +5— 46— = —
(V) = 1a5 + 235 + 336 T35 7536 36 = 36

Var(Y) = E(Y?2) — (E(Y))?

1 1 /1)
A LA L ( >

36 36 36 36 36 36 \ 36
7365
(36)2

Finalmente
Cov(X1,Y) = E[(X1 — E(X))(Y — E(Y))] = B(X,Y) — E(X,) E(Y).

E(X1Y) se calcula utilizando la probabilidad conjunta que encontramos en la parte a.

6 6 .

. 1 9 4

E(X1Y) = E ijri; = E gg + 12%
ij=1 i<j i=1
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lo que implica que Cov(X;,Y) = %5. <

6. Sean X1, Xs,..., X, variables aleatorias independientes y supongamos que

E(X;) = p, Var(X;) =02, (i=1,...,n).

Definimos la media muestral correspondiente a esta muestra por

y la varianza muestral por

1 & -
— 3 (X - X)%
i=1

Es importante no confundirlas con la media p y varianza o? de cada una de las observaciones. Estas
son constantes, mientras que las primeras son variables aleatorias.

82:

Mostrar que

» Comenzamos con

Por otro lado

1 — 1 _
E(s?) :E( > (X —X)2> = S E(X: - ptp—X)P). (6.14)
Calculemos el valor de cada sumando:

B((X: — 1)) — 2B((X; — 1)(X — ) + B((X — 1)?) (6.15)

y ahora cada uno de estos términos:

E((X; — p)?) es la varianza de X;, es decir, o2.

SRS

E((X; — p)(X — ) = E((X; — p)( (X5 —m))

1

(X, — )

3=
INGER:

I
—

=E((Xi —p)

= LB (X (X — )

J

n

=

n

1
LSRG - ) (X5~ ).

j=1
En esta suma, si 7 # j, como X;, X; son variables aleatorias independientes, tenemos

E((X; — pu)(X; — ) = E(Xi — p) E(X; — p) =0,
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y por lo tanto
— 1 9 o?
B(CX = (X = ) =~ (X — ) = Z.
Veamos a continuacion el tercer término de (6.15):
E((X — p)?) es la varianza de X, ya que
— 1 & 1 & nu
B(X) =B(- > X) =+ Y B(Xy) = " =
n n 4 n
=1 =1
Pero, por otra parte,
Var() = Var(- 30 X,) = 5 3 Var(x) = 2% =
ar = Var(— i) = — ar(X;) = — = —,
Lt n? i=1 n? "
ya que X1q,...,X, son variables aleatorias independientes.
En consecuencia, resulta que la suma en (6.15) es igual a
20> 2 -1
o2 200 % _ n—l
n n n
y reemplazando en la igualdad (6.14)
1< 1 n—1
E X, —-X)?|= 2 =0’
(i o7 = gt =
<
Observacion 6.4 Es facil verificar que todo el calculo realizado en este ejercicio, y por lo tanto la
conclusién, permanece valido si las variables aleatorias X1, ..., X,, no estan correlacionadas, en lugar
de exigirse que sean independientes.
7. Dar un ejemplo de dos variables aleatorias X e Y que no sean independientes, pero que, sin embargo,
E(XY)=EX)E(®Y),
lo cual implica que no estan correlacionadas.
» Sea X una variable aleatoria que toma los valores 1,0 y —1, cada uno con probabilidad 1/3, y definamos

Y = X2
Es obvio que X e Y no son variables aleatorias independientes, ya que si conocemos el valor de X,
también conocemos el valor de Y. Més precisamente, por ejemplo,

P(X=1Y=1)=P(X =1),

debido a que el evento {X = 1} estd contenido en el evento {Y = 1}. En consecuencia
1

P(X=1Y=1)=#P(X =1)P(Y =1) =

ya que

Sin embargo, X e Y cumplen que
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Calculemos ambos miembros y veamos que dan lo mismo. El segundo es evidentemente igual a cero,
ya que

1 1
E(X):1><§+0><§+(—1)><§:0.

En cuanto al primero, obervamos que XY = X3 = X, ya que como X vale 1,0 6 —1, X3 es siempre
igual a X. En conclusion
E(XY)=E(X?) =E(X) =0.

<«

Observacién 6.5 En el enunciado se senala que si E(XY) = E(X) E(Y), entonces X e Y son variables
aleatorias no-correlacionadas. Esto se deduce de la Propiedad 9 de la seccién 6.1.1.

6.4. Esperanza Matematica de Variables Aleatorias con Densidad.

Definicién 6.3 Sea X una variable aleatoria, F'x su funcién de distribucién y supongamos que ésta posee
una densidad fx. El valor esperado o esperanza matematica de X existe y es finito si y sélo si la integral

| lelrx(@do (6.16)
es finita, y en este caso E(X) se define mediante la férmula
oo
B(X) = / o fx (w)dz. (6.17)
—o0

Veamos a continuacién algunos ejemplos de aplicacién de la férmula (6.17).
Ejemplos.

1. Distribucién Uniforme. Supongamos que X tiene distribucién uniforme en el intervalo (a,b), a < b.
Sabemos que ello implica que X tiene densidad

(@) = ﬁ sia <z <b,
0 siz<adx>b.

=

7
e

Figura 6.1:

Tenemos

“+00 b
E(X):/ xfx(x)dx:/ x dx
oo « b—a
11, 5 bta
_b—a2(b @’) = 2



162 CAPITULO 6. ESPERANZA MATEMATICA

1. Distribucién Exponencial. Si X tiene distribucién exponencial con pardmetro A, (A > 0), su densidad
es
Ae six >0,
0 six <0.
Entonces

E(X)_/+Ooxfx(x)dm_/0+ooz>\eM dz.

Integrando por partes

es decir E(X) = 1/A.
2. Distribucién Normal. Si X tiene distribucién normal con pardmetros (u,0?), su densidad es

_ 1 1(z—p)?
fX(x)_\/ﬂanp{_§T

} x € R

Se verifica facilmente que
—+oo
|l <o,
y efectuando el cambio de variables u = (z — ) /0o, resulta
+oo 2
1 1(z—p)
= —— —————1}d
- z 5 exp{ 5 2 tdx
/+OO( + ) 1 _u2/2d
= ou+p e u
N

oo 2ro

E(X)

+o0 1

o /+oo —u2/2d N
= — ue U —e
V2T J—oo a —oo V2T

—u* /2y,

La integral en el primer término vale cero, dado que la funcién u e%/2 og impar y tiene integral finita.

En cuanto a la integral en el segundo término, vale 1, ya que no es sino la integral sobre toda la recta
de la densidad normal con pardmetros (0, 1). Resumiendo E(X) = p.

6.5. Cambio de Variables. Momentos de Orden Superior.

Sea f(z) la densidad de la variable aleatoria X y
g:R—R
una funcién con alguna regularidad. Consideremos la variable aleatoria
Y = g(X).

Entonces, el valor esperado de Y se puede calcular mediante la férmula

B(Y) = [ a(e)f(e)ds (6.18)
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siempre que la integral de la derecha sea absolutamente convergente, es decir que

/ l9()|f(@)de < oo
R

Un caso particular merece una mencion aparte. Si g : R — R es la funcién
g(x) =z,

entonces

E(9(X)) = E(X")
se denomina el momento de orden k de la variable aleatoria X, que es finito si y sélo si
E(|X*) < occ.

Si X tiene densidad fx y si

—+00
/ |x\kfx(m)dsc < 00,

entonces la férmula (6.18) se traduce en

+oo
E(X%) :/ zF fx (z) d.

—o00
Al igual que en el caso discreto definimos el momento centrado de orden m de X para m > 2 mediante

+oo
i = E((X — E(X))™) = / (& — BX)™ fx (x) do,

— 00

suponiendo que la integral exista.
Las definiciones de varianza, desviacion tipica, covarianza 'y correlacion son iguales a las del caso discreto.

Observacion 6.6 Las propiedades que demostramos para los momentos de orden superior en la seccién
6.2.1 para el caso discreto también son ciertas para el caso continuo y ain con mayor generalidad. Para
algunas propiedades las demostraciones no requieren modificaciéon, como en el caso de las propiedades 1, 2
y 6, pero en otros es necesario dar demostraciones distintas, que no incluiremos.

Ejemplos.
1. Distribucién Uniforme. Ya vimos que si X tiene distribucién uniforme en (a,b), entonces

a+b
E(X) = 5

Calculemos

Var(X) = E[(X — B(X))?] = /_:o <x - b)2 fx(2)dz

- bia/ab (xa;bfd“ biaé (ma;rbf
_ 3(b1_a> [(an)i <a26ﬂ _ (b12a)2

xr=b

r=a
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2. Distribucién Exponencial. Calculemos los momentos de orden k (k > 1 entero) de una variable aleatoria

X con distribucién exponencial con pardmetro A (A > 0).

Recurriendo a la forma de la densidad respectiva, e integrando por partes
—+o0 %) o)
E(X*) = / zF e dx = —e”‘“"xkl + k/ eF e A dy
0 0 0

de donde obtenemos .

E(X") = 3 E(X* 1.
Procediendo de manera inductiva se deduce de aqui que
kk—1 1 k!
EXM)=-"—...2EX") = —

Distribucion Normal. Sea X una variable aleatoria con distribucién normal de pardmetros (0, 1), es
decir que su densidad es
1 —22/2
plr)=—c¢e
(@) = 7
Calculemos el momento de orden k (k > 1 entero) de X. Es claro que estos momentos son finitos, ya
que una acotacién sencilla (que dejamos como ejercicio) muestra que

JN
x|’ —=—=e"" 2dr < 0.
V2

— 00

para z € R.

Sabemos que

400 1
E(X’“):/ xkE e " 2dg. (6.19)
— 00

Si k es impar, como el integrando resulta ser una funcién impar, la integral vale cero y E(X*) = 0.

Si k es un numero par, digamos k = 2p, p entero positivo, integrando por partes en el segundo miembro
de (6.19) se obtiene

1 +oo +oo
E(X?P) = To {—x%_le—”jzm‘_w + (2p— 1)/ 2?2672y

=(@2-1

— 00

+oo 1
— T
oo V2T

o .2
2p 26 ac/Qd:L,7

y por lo tanto
E(X?) = (2p — 1) E(X?72).

Aplicando ahora un procedimiento inductivo, se tiene

E(X*?)=(2p—-1)(2p—3)---3E(X) = (2p)!

= 2o (6.20)

Una variante sencilla es el cdlculo del momento de orden k de la variable aleatoria X — p, donde X
tiene distribucién normal con pardametros (u,o?). En este caso

+oo 1

O

Haciendo el cambio de variables ¢ = (z — p) /o, resulta do = odt y

(x — p)?
- exp{ 572 tdax.

“+o0

e

+oo
e_tz/Qadt = O‘k/ tkie_ﬂmadt

oo T
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y la integral de la derecha es la que venimos de calcular. Por lo tanto

k impar = BE((X —p)*) =0

2p(2p)!
2p pl

kE=2ppar =E(X —p?)=0c

En especial, si k = 2 tenemos Var(X) = E((X — u)?) = o2.

6.6. Dos Féormulas para el Calculo de Valores Esperados.

En primer lugar, sea X una variable aleatoria discreta, cuyos valores son enteros positivos:

o0
P(X=n)=p, n=0,1,..., anzl-
n=0
Denotamos
oo
Gn=PX>n)= > pr, n=0]1,...
k=n+1
entonces

E(X) = an, (6.21)

n=0

donde se debe entender que si E(X) = +oo la serie diverge. Para probar (6.21) observamos que

N
> mpn =1+ +py)+ P2t +DN) o+ (Dvo1 +PN) + PN
n=1

N-1
= 3" 0~ Naw (6:22)

n=0

Esto ya muestra que si E(X) = 400, caso en el cual el primer miembro tiende a +0o0 cuando N — oo,

entonces
oo
EE:Qn::'+Cov
n=0
ya que
N N-1
> wpn <D
n=1 n=0

Si, por el contrario, E(X) < oo, es decir, si la serie
>
n
es convergente, debe cumplirse que

Ngny — 0 cuando N — oo,

porque

oo oo
0< Ngy =N Z Pn < Z np, — 0 cuando N — oo,
n=N+1 n=N+1
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dado que el ultimo miembro de esta cadena de desigualdades es la “cola”’de una serie convergente. Pero
entonces, pasando al limite en (6.22) cuando N — oo, se obtiene (6.21).

La segunda férmula que veremos, de la cual en realidad (6.21) es un caso particular, es la siguiente: Sea
X una variable aleatoria no-negativa y Fx su funcién de distribucion. Entonces

+o0
E(X) = /0 (1 - Fx(z)) da. (6.23)

Hay que entender que en la férmula (6.23),

+oo
/ (1 Fx(2))dz
0

se define como integral impropia, es decir,

+o0 A
/0 (1 Fy(@)dz = tim | (1— Fx(z))dz,

A—oo 0

y también que si E(X) = 400, la integral en el segundo miembro de (6.36) es divergente, y en este sentido,
también vale la igualdad. El lector interesado puede encontrar la demostracién de (6.23) en el apéndice de
este capitulo.

6.7. Ejemplos.

1. Distribucién Geométrica. Sea X una variable aleatoria con distribucién geométrica de pardametro p,
0 < p < 1, es decir que
P(X =n)=p(1—-p)"! n=12,...

Calcular F(X) mediante aplicacién de la férmula (6.34).

» Sabemos que X es el tiempo que tarda en ocurrir el primer éxito en una sucesién de pruebas de
Bernoulli con pardmetro p. Por lo tanto, el suceso {X > n} corresponde a que en las primeras n
experiencias, el evento que estamos observando no ocurre. Esto implica que

gn=P(X >n)=(1-p)"

y entonces
- 1 1
E(X) =3 (1-p)'= =
T;) =1 (I-=p) »
donde hemos usado la suma de una serie geométrica de razon 1 — p. <

2. Distribucién Normal. Sea X una variable aleatoria con distribucién normal de pardmetros (0,02).
Calcular E(|X|) y Var(|X]).

» Hagamos la transformacién Y = X/o, entonces Y es normal tipica y
E(X|)=oE(Y])  Var(|X|) = o® Var(]Y])
y nos basta considerar el caso de Y. Tenemos

+oo “+o0 1 2/2
B(Y]) = / 2] fy (z) do = / o] e 2

2 [T
_ —z2/2
= — Te dzx
V2T /0
2 (_6_12/2‘%0 2

s

0 ™
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Por otro lado
Var(|Y]) = E([Y]?) = (E([Y]))?,  E(|Y[*) = Var(Y) = 1.

(ya hemos visto que si una variable aleatoria tiene distribuciéon normal de pardmetros (u, o?), entonces
su varianza es o2. Por lo tanto la varianza de Y es igual a 1). Reemplazando

2
Var([Y)) =1— =
ar(V]) =1- 2,

y volviendo al principio

2 2
E(X))=0y/=,  Var([Y])=0’(1->).
™ s
<
3. Calcular el valor esperado y la varianza de la variable aleatoria
Z=X}+X3+ - +X2
donde X1,...,X, son variables aleatorias independientes cada una de las cuales tiene distribucién
normal de pardmetros (0, 1).
Nota. La distribucién de Z se denomina distribucién ji-cuadrado con n grados de libertad y se denota 2.
» El cédlculo del valor esperado es sencillo:
E(Z)=E(X]+ X5+ +X2) =E(X])+E(X3) + -+ E(X})
y como E(X?) es la varianza de X;, es claro que E(X;) = 1 para todo i = 1,...,n. Por lo tanto
E(Z) =n.
En cuanto a la varianza, como Xi,...,X, son variables aleatorias independientes, se deduce que
también X?,..., X2 son variables independientes, y por lo tanto

Var(Z) = En: Var(X?).
i=1

Como todas las X; tienen igual distribucién de probabilidad, todos los términos de esta suma son

iguales. Ademds
4!

T 2%

donde hemos aplicado la férmula (6.20) para calcular E(X7). Resumiendo

Var(X7) = B(X{) — (B(X})) 1=2

Var(Z) = 2n.
<
4. Sean X1, Xo,..., X, n observaciones independientes con distribucién uniforme en el intervalo (0,1).
Ordenando estas variables en forma creciente, obtenemos los llamados estadisticos de orden de las

observaciones X1, Xs, ..., X,:
X =X == Xm)

a. Calcular E(X(,)) y Var(X(,)).
b. Calcular, en general, E(X)) y Var(X()).
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» a. La distribuciéon de X, estd dada por
P(Xp <z)=2" si0<z<1,

ya que
{X € [0,2]} = M {X; < o}

y los eventos que aparecen en esta interseccién son independientes. Por lo tanto,

0 six <0
Fx,,(z)=qz" si0<z<1
1 siz>1
y X(n) tiene densidad
0 sia ¢ (0,1)
Fxn (@) = {mc”_l si0<z<1
y calculamos
+o0 1 . n
E(X)) = [m rfx,, (v)dr = /o xnz™dx = ——l

n
n+2

Var(X()) = B(X},) — (B(X(n)))?

1
E(X(Qn)) = /0 22z tdr =

:nj-2_ (nil)Qz (n+2)1zn+1)2

b. En general, la densidad de X3 esta dada por

Fxo (@) = n(Z)e -k, sio<ar <,
(®) 0, siz ¢ (0,1).

Entonces

! —1
E(Xu)) = /o xn(Z B 1>ack_1(1 —z)" % dx,

1
2\ _ o (n—1Y\ x4 n—k
E(X(k))—/o x n(kl)x (1—x)" "dux.
Si introducimos la notacién

1
B(k,l):/ 2*(1 — 2)ldz  donde k,1 =0,1,2...
0

E(X@®) y E(X(Qn)) se escriben como

n—1

B(X() = n(k B 1>B(k,n — k),

—1
E(X7,) = n(’; - 1>B(k +1,n—k),

y nuestro problema se reduce a calcular B(k, 1), lo cual hacemos a continuacién. Primero observemos
que
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haciendo el cambio de variables y = 1 — x en la integral (6.39). Calculamos B(k,!) integrando por
partes. Sea [ > 1:

B(k,1) = /01 2*(1 — z)ldx

L wn 1 ! ! /1 k+1 1-1
= — 1- + — 1- d
Pt (1—-x) e, "l —x) T
k 1 ( ) )

Esta féormula de recurrencia, aplicada reiteradamente nos da

11— 1)

Bk, 1) = kLHB(kH,z_U: T P22
-1
— e B L0
k! 1

(k+D'k+1+41
ya que B(k+1,0) =1/(k + 1+ 1). Resumiendo,

Bkl k!
(k1) = (k+1+1)!
y reemplazando en las férmulas para E(X () v E(X (2n)) obtenemos
n! El(n — k)! k
X = =
B(Xw) k-—Dn—k! mn+1)I  n+1
B(X2 ) = n! (k+D!n—k)!  k(k+1)
MW" k=Dln—k)! (m+2)!  (n+1)(n+2)’
k(k+1 k2 k(n—k+1
Var((X(k)) = ( ) — = ( )

(n+1Dn+2) W+12 (n+2)(n+1)2

5. Sea X una variable aleatoria con distribucién de Cauchy de densidad:

fla) = ——

= cR.
(1 + 2?) “

Demostrar que no existe E(X) pero que, sin embargo

a

lim x f(xz)dx = 0.

a—oo | _

» Para ver que la esperanza matematica de X no existe, mostraremos que la integral

I

es divergente. Efectivamente

1 [ | 2/“ x
— dr = — d
w/_a1+a:2 - o 1+2? v

2 /1
=— <210g(1 + 2?)

a

1
= —log(1 + a?)

™ 0 ™

— 400 cuando a — oo.
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Sin embargo, es obvio que
1/ =z
— ——dr=0
T [ o 1+ 22 v
ya que el integrando es una funcién impar, y por lo tanto,
1 [ =
lim — ——dx =0.
ai»nolo T [a 14 22 o
<
6. Sean X e Y dos variables aleatorias, Var(X) # 0, Var(Y') # 0 y sea p su coeficiente de correlacion
~ Cov(X,Y)
v/ Var(X) Var(Y)
Probar que si p =1 6 p = —1, entonces existen dos constantes m y n tales que
PY=mX+n)=1.
» Recordemos cémo probamos que —1 < p < 1 (Propiedad 4, seccién 6.1.1). Consideramos la funcién

f(x) =E(V —2U)?),donde U = X —E(X)y V =Y — E(Y). Desarrollando el cuadrado

f(x) =E(V?) —22EUV) + 22 E(U?)
= Var(Y) — 22 Cov(X,Y) + 2% Var(X).

El discriminante de este polinomio de segundo grado es positivo (observar que el grado del polinomio
es 2 ya que hemos supuesto que Var(X) # 0). Por otra parte, este polinomio tiene discriminante

4(Cov(X,Y))? — 4 Var(X) Var(Y) = 0

va que p =106 p = —1. Esto quiere decir que ese polinomio tiene una raiz real doble, que llamaremos
m. O sea que f(m) =0, es decir
E(V —mU)?) =0.

Pero (V — mU)? es una variable aleatoria no-negativa, cuya esperanza es nula y por lo tanto (ver
propiedad 5, seccién 6.2.1 y la observacion 6.6 de la seccién 6.5)

P(V-mU)?!=0)=1= PV -mU=0)=1

va que {V —mU = 0} y {(V — mU)? = 0} son el mismo evento. Reemplazando V por Y — E(Y) y U
por X — E(X), resulta
PY—-EY)-m(X-EX))=0)=1

y eligiendo n = E(Y') — mE(X), se obtiene el resultado. <

Observacion 6.7 El numero p, que sabemos que estd comprendido entre —1 y 1, es una medida de
la dependencia lineal entre las variables aleatorias X e Y. Lo que dice este ejercicio es que si p = 1
6 p = —1, entonces la probabilidad de que el par aleatorio (X,Y) caiga en la recta de ecuacién
y = mx +n es igual a 1, o, lo que es lo mismo, que la probabilidad de que caiga fuera de dicha recta
es igual a cero.

Cuando p =16 p = —1, la pendiente m de la recta en cuestion es la raiz doble de la ecuacién f(x) =0,
es decir que

~ Cov(X,Y)

- Var(X)

De modo que, si p = 1, Cov(X,Y) > 0 y la pendiente es positiva y si p = —1, Cov(X,Y) <0y m
resulta negativo.
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7. Un pasajero llega al terminal de autobuses en el instante 7', que es una variable aleatoria con distribu-
ciéon uniforme entre las 11 y las 12 horas. De acuerdo con el horario, esta previsto que del terminal
partan un autobus a las 11 y otro a las 12, pero éstos salen con retardos aleatorios X e Y respec-
tivamente, teniendo cada una de estas dos variables aleatorias distribucién uniforme en el intervalo
(0,1/2 hora).

Si ambos autobuses le sirven al pasajero y las variables aleatorias T, X, Y son independientes, jcual

es el valor esperado del tiempo que el pasajero permanecera en el terminal?

» Llamemos Z al tiempo que debe esperar el pasajero. Sea A el evento {11 < T < 11 : 30}, es decir “el
pasajero llega entre las 11 y las 11 y 30” y B el evento {T — 11 < X}, es decir, “llega antes de que el
primer autobus salga”. Entonces

— Si ocurren A y B, el tiempo de espera es Z = X — (T — 11) (ver figura 6.2).

11 T 11:30 12

Figura 6.2:

— Si ocurre A y no ocurre B, Z =12 —T +Y (ver figura 6.3).

— X — — 12-T7T ———«—Y —
I I I I I I
11 T 11:30 12
7
Figura 6.3:

— Si no ocurre A entonces Z = 12 — T 4 Y (ver figura 6.4).

— X — — 12—-T —+—Y —
I I I I I I
11 11:30 T 12
Z
Figura 6.4:

En resumen,

en AN B, Z=X—(T-11),
en (ANB), Z=12-T+Y,

lo que es lo mismo que
Z=(X—-(T-11))1anp+ (12 =T +Y)l(anp)-

y si observamos que
lanBye =1—1ans
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obtenemos que
Z=(X—-(T-11))1anp+ (12 =T +Y)(1 = 1(anp))
=(12-T+Y)+(X-T+11-124+T -Y)1lasnB
=(12-T+Y)+ (X —-Y —1)1gnp.
Por lo tanto
E(Z)=12-E(M)+EY)+E(X -Y —1)1anp).
Es claro que
E(T) =115 E(Y) = 0.25.
Para calcular el dltimo término, observamos que la densidad conjunta de las variables aleatorias T, X
eY es
4 sill<t<12; 0<z<05 0<y<05
fT,X,Y(taxay) = .
0 en cualquier otro caso.
Esto resulta inmediatamente de que T, X e Y son independientes y de que tienen densidad uniforme,
la primera en (11, 12) y en (0, 0.5) las otras dos.
Por lo tanto, teniendo en cuenta la definicién de las eventos A y B,
11,5 0,5 0,5 11
E((X—Y—l)lAmB):/ dt/ da:/ (x—y—1)ddy=——
11 t—11 0 48
Reemplazando se obtiene
25
E(Z)= o horas.
<
Ejercicios

1. Un jugador lanza dos monedas. Si ambas caen dguila, gana $10, si $olo hay un dguila, gana $2, mientras
que si no hay ningun 4guila pierde $12. Determine el valor esperado de la ganancia para un lanzamiento
de las dos monedas.

2. En una loterfa se venden 1,000,000 de boletos de $10 cada uno. Hay un primer premio de $3,000,000,
10 premios de $200,000, 100 premios de $2,000, 1,000 premios de $100 y 10,000 boletos reciben un
reembolso del costo del boleto. Halle el valor esperado de la ganancia neta por boleto.

3. Extraemos al azar cartas de un juego de barajas con reposicién hasta obtener un as y sea X el ntimero
de cartas extraidas. Halle E(X) y Var(X).

4. Lanzamos una moneda repetidamente hasta obtener dos dguilas o dos soles, lo que ocurra primero. Sea
X el niimero de lanzamientos de la moneda. Halle el valor esperado y la varianza de X.

5. Sea X una variable aleatoria con distribucién de Poisson de parametro A. Halle el valor esperado de la
variable Y = eX.

6. Sean X,Y variables aleatorias cada una de las cuales toma tinicamente dos valores distintos. Demuestre
que X e Y son independientes si y sélo si E(XY) = E(X)E(Y).

7. Lanzamos dos dados, si el lanzamiento es un doble (dos caras iguales) los dados se vuelven a lanzar y

asi hasta que las dos caras que se obtienen sean distintas. Sea X el nimero de lanzamientos necesarios
para que esto ocurra. Halle el valor esperado y la varianza de X. Halle también el valor esperado y la
varianza de 2%
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

. En una bolsa hay cinco boletos que corresponden a un premio de $1,000 y cuatro premios de $20. Cinco

personas sacan, sucesivamente, un boleto al azar y sea X; el premio que le corresponde a la i-ésima
persona en sacar un boleto. Calcule E(X1) y Var(X;), (b) E(X3) y Var(X5s), (¢) E(X1+---+ X5) ¥
Var(Xq + - + X5).

. Una caja contiene 5 bolas numeradas del 1 al 5. Se extraen 200 bolas con reposicién y sea X; el niimero

en la i-ésima bola extraida, Y la suma de los 200 ntimeros obtenidos y Z el promedio de los 200
ntimeros. Halle (a) E(X) y Var(X), (b) E(Y) y Var(Y), (c) E(Z) y Var(2).

Lanzamos un par de dados, sea X7 el nimero que aparece en el primero y X5 el del segundo. Definimos
Y = X1+ Xo, Z = XY. Halle (a) E(X1), (b) E(X3), (c) E(Y), (d) E(Z), (e) E(YZ), (f) E(Y?), (g)
E(Z?).

En un concurso hay cinco cajas idénticas cerradas. En una de ellas hay $100,000, otra contiene $10,000,
una tercera $1,000, la cuarta $100 y la tiltima tiene un signo de ALTO. El concursante escoge una caja
y gana el contenido. Este proceso se repite hasta que salga el signo de ALTO, momento en el cual el
concurso termina. Halle el valor esperado de la cantidad que gana el concursante.

Una maquina produce objetos que son defectuosos con probabilidad 0.01 y cuando esto ocurre, la
maquina se detiene y es ajustada. Halle el valor promedio del ntimero de objetos buenos producidos
entre dos objetos defectuosos.

Calcule media y varianza para las distribuciones de los ejercicios 1, 2, 4, 5, 7, 8, 9, 10, 11, 18 y 19 del
Capitulo 4.

Sea X una variable aleatoria con E(X) = 2, Var(X) = 1, E(X*) = 34. Calcular media y varianza para
las siguientes variables aleatorias: U =2X +1, V = X2, Z=-X242.

Las variables X, Y son independientes y E(X) = —3, E(X*) = 100, E(Y) = 4, E(Y*) = 500, Var(X) =
0.5, Var(Y) = 2. Calcular la media y varianza para las variables U = 3X —2Y y V = X2 — Y2,

Suponga que X,Y tienen igual media e igual varianza y ademaés son independientes. Demuestre que

E((X —Y)?) =2 Var(X).

Suponga que X,Y tienen igual varianza. Demuestre que

E(X+Y)(X -Y))=EX +Y)E(X - ).

Suponga que X, Y son independientes y ambas tienen media 3 y varianza 1. Halle la media y varianza
de X +Y y XY.

Demuestre que
Var(X +Y) + Var(X - Y) = 2 Var(X) 4+ 2 Var(Y).

Sea X una variable con valor esperado finito E(X). Demuestre que

(EX)? <E(X?)

Sean X7, ..., X, variables aleatorias independientes idénticamente distribuidas con media p y varianza
o?. Definimos la media muestral por X =n~'>"}'_, X},. Demuestre que

Cov(X, X, — X)=0, 1<k<n.
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22.

23.

24.

25.

26.

27.

Se considera el siguiente juego de azar entre dos jugadores. El primero elige un punto X al azar en el
intervalo (0,2) mientras que el segundo elige un punto Y en el intervalo (1, 3), también con distribucién
uniforme. Suponemos que X e Y son variables aleatorias independientes. Entonces

- Si X <Y, el primer jugador paga a(Y — X) unidades al segundo.
- Si X >Y, el segundo jugador paga b(X — Y') unidades al primero,
donde a y b son constantes positivas.

a. Hallar la relacién b/a para que el juego sea equitativo (esto significa que la esperanza matemadtica
de la ganancia de cada jugador es igual a cero).

b. Con la relacién b/a calculada en la parte anterior, calcular la varianza de la ganancia del primer
jugador.

Sean X,Y variables aleatorias independientes, ambas con distribucién de Bernoulli con probabilidad
de éxito 1/2. Demuestre que X +Y y |X + Y| son dependientes pero no estdn correlacionadas.

Sea X una variable aleatoria con distribucién geométrica de pardmetro p y M un ntmero entero
positivo. Calcular la esperanza matemadtica de la variable aleatoria Y = min{X, M }.

(a) Se lanza una moneda balanceada repetidamente. Sea v la variable aleatoria que indica el nimero
de veces seguidas que ocurre lo mismo que en el primer lanzamiento. (Por ejemplo, si A es dguila y
S es sol, con la sucesion de resultados AAASSAS ... se tiene v = 3 mientras que con la sucesién
SSSSSASAS ... setiene v = 5). Calcular E(v) y Var(v).

(b) Rehacer el célculo de la parte (a) suponiendo que, en lugar de una moneda perfecta, se dispone
de una moneda tal que la probabilidad de dguila en un lanzamiento es igual a p. ; Qué ocurre si p =0
o6p=17

(a) Una ciudad estd dividida en cuatro zonas, con nimero respectivo de habitantes Hy, Ho, H3 y Hy.
Supongamos que el promedio m = (Hy + Hy + Hs + H4)/4 de habitantes de las zonas, es de 1000

personas y sea
4
1
o? = 1 Z(xl —m)%
i=1

Se eligen al azar en un muestreo sin reposicion dos de las cuatro zonas y se cuenta el nimero de
habitantes obtenidos en cada una de ellas, que denominamos X; y X5. Mostrar que

E(X; + X;) = 2000

4
Var(X; + X3) = 502

(b) Generalizar al caso en el cual, en lugar de cuatro, la ciudad estd dividida en n zonas, y en lugar de
seleccionar al azar dos de ellas, se seleccionan r. Se obtiene

E(X) + Xo + -+ X,) = mr,
donde m es el promedio del niimero de habitantes de las zonas, y

Var(X, 4 X 4 - 4 x,) = [0 e

Se escriben n cartas y sus respectivos sobres, y se ensobran las cartas al azar, de modo que la proba-
bilidad de cualquiera de las posibles permutaciones de las cartas, es la misma. Calcular la esperanza y
la varianza del niimero de cartas que se ensobran correctamente.
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28.

29.

30.

31.

Sugerencia. Escribir Y comoY = 3""_| X;, donde

x {1 si la i-ésima carta va en el i-ésimo sobre,
P =

0 en caso contrario.

En una bolsa hay n tarjetas numeradas de 1 a n. Se extraen las tarjetas sucesivamente con reposicién.
(a) {Cudl es el valor esperado del nimero de extracciones hasta repetir el primer nimero? (b) ;Cuél
es el valor esperado del nimero de extracciones hasta que ocurra la primera repeticiéon?

Se considera un conjunto de n personas. Calcular el valor esperado del nimero de dias del afio en que
cumplen anos exactamente k de ellos. Suponga que el ano tiene 365 dias, que todas las distribuciones
posibles son igualmente probables y que n > k.

Una persona con n llaves trata de abrir una puerta probando las llaves sucesiva e independientemente.
Calcule la esperanza y la varianza del niimero v de intentos requeridos hasta encontrar la llave correcta,
suponiendo que ésta es una sola, en las dos situaciones siguientes.

(a) Si la seleccién de las llaves es con reposicién, es decir, que una llave inservible no es quitada del
lote, una vez probada. (b) Si la seleccién es sin reposicién.

Un sistema permite establecer comunicaciones de acuerdo al diagrama 6.1. Cada bloque rectangular
demora una unidad de tiempo y T es la variable aleatoria que indica el tiempo que se demora en
establecer una comunicacién buena.

Comienzo

intento de establecer

comunicacion
. no
jtlene
éxito?
si
jes buena la no corrige la
comunicacion? comunicacion
si

fin }

Diagrama 6.1

Se supone que los intentos para establecer comunicacién son independientes y que la probabilidad de
éxito en cada uno es p. Una vez establecida, la comunicacion puede ser buena o mala, y la probabilidad
de que sea buena es b. Si es mala, en una operacién maés se corrige y deviene buena. Calcular la funcién
de probabilidad de T' y su esperanza matematica.
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32

33.

34.

35.
36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.
44.

. Se lanza un dado n veces. Sea X; el numero de veces que se obtiene el resultado ¢. Calcular la covarianza
de X1 y X6.

En un estanque en el que originalmente hay n peces, se pesca sucesivamente por medio de redes, que
retiran ny, na, ..., donde ny denota el niimero (aleatorio) de peces extraidos la k-ésima vez. Suponiendo
que la probabilidad de que cada pez sea capturado es p, calcular la esperanza matematica del niimero
de peces extraidos en la n-ésima ocasién.

Una bolsa contiene bolas numeradas de 1 a N. Sea X el mayor nimero obtenido en n extracciones al
azar y con reposicién, donde n es un niumero fijo.

(a) Hallar la distribucién de probabilidad de X.

(b) Calcular E(X) y probar que si N es grande, E(X) es aproximadamente igual a N/(n + 1).

(c) Hallar E(X?) y deducir una expresién asintética para Var(X) cuando N — oc.
Calcular E(X3) donde X tiene distribucién binomial con pardmetros (n, p).

Sea X,Y variables aleatorias discretas con funcién de probabilidad

1

_ R
oy Pl sl

Dij
Demuestre que X e Y son independientes y que Cov(X,Y) = 0.

Sea X,Y variables independientes e idénticamente distribuidas con distribucién normal N '(p,o?).
Halle media y varianza de la variable Z = méx(X,Y). (Ayuda: si ,y son ndimeros reales demuestre
que 2méx(z,y) = |r —y| + = + y).

Sea X una variable con distribucién N (i, 0?). Halle media y varianza de |X — c| cuando (a) ¢ es una
constante dada, (b) c=pu=c=1,(c)o=p=1,¢=2.

Calcule media y varianza para las distribuciones de los ejercicios 21, 22, 24, 25, 26, 29 y 30 del Capitulo
4.

En el ejercicio 31 del capitulo 4 vimos que de acuerdo a la ley de Maxwell, la velocidad v de una
molécula de gas de masa m a temperatura absoluta T" es una variable aleatoria con densidad

4 1 2 k2
fv(x):ﬁglge /k

para > 0 con a = (2kT/m)'/? y k es la constante de Boltzman. Halle media y varianza de (a) la
velocidad v de la molécula, (b) la energfa cinética E = mv?/2 de la molécula.

Sea X una variable aleatoria con distribucién uniforme en (=%, %). Calcular E(Y') cuando (a) Y =

senX. (b)Y =cosX (¢)Y =3X2+2 (d)Y =1/|X|* En el dltimo caso, ;para cudles valores
de « se tiene que E(Y) < 00?

Calcular la esperanza y la varianza de las distribuciones cuyas densidades se indican a continuacién:

0 en otro caso. 0 en otro caso.

(a)f(x):{m; si0<az<1, b)f(x):{:q siz <1,

Sea X una variable con distribucién exponencial. (a) Halle P(sen X > 1/2), (b) E(X™) paran > 1.
La duracién T de cierto tipo de llamadas telefénicas satisface la relacion
P(T>t)=ae M+ (1-a)e ™, t>0,

donde 0 < a < 1,A >0, > 0 son constantes. halle media y varianza para 7'
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45. El tiempo de vida de cierto componente electrénico tiene distribuciéon exponencial con parametro

A = 0.01. Calcule el tiempo de vida promedio. Si el aparato ha durado 50 horas, jcudl es el valor
esperado del tiempo de vida que le queda?

46. Escogemos n puntos al azar en [0, 1] con distribucién uniforme. Sea m,, = min{Xy,...,X,}, M, =
méx{Xy,..., X}, R, = M,, — m,,. Halle el valor esperado de estas tres variables aleatorias.

47. La proporciéon de tiempo que una maquina trabaja durante una semana de 40 horas es una variable
aleatoria con densidad f(z) = 2z para 0 < 2 < 1. Halle E(X) y Var(X). La ganancia semanal Y para
esta méquina estd dada por Y = 200X — 60; determine E(Y') y Var(Y).

48. Sea X una variable aleatoria con densidad f(z) = Cx% te=®", x > 0. Halle el valor de C' y calcule
E(X) y Var(X).

49. Sea X una variable aleatoria con densidad f(z) = 6x(1 — z) para 0 < < 1. Compruebe que f es una
densidad y obtenga media y varianza para esta distribucién.

50. Para ciertas muestras de minerales la proporcién de impurezas por muestra X es una variable aleatoria
con densidad dada por f(z) = 1.522 + 2 para 0 < 2 < 1. El valor en pesos de cada muestra es
Y =5 —0.5X. Encuentre el valor esperado y la varianza de Y

51. Sea X una variable aleatoria con densidad f(z) = |sen(z)|/4 para 0 < x < 27. Calcule E(X).

52. La proporcion de tiempo por dia en que todas las cajas registradoras estan ocupadas a la salida de
cierto supermercado es una variable aleatoria X con una densidad f(r) = Cz%(1 —x)* para 0 <z < 1.
Determine el valor de C' y E(X).

53. Distribucién de Pareto La distribucién de Pareto con pardmetros r y A, r > 0, A > 0, es aquella
que tiene la densidad

flay= {3 S
0 siz < A.
(a) Calcular la esperanza y la varianza de esta distribucién de probabilidad.
(b) Calcular y graficar la funcién
Qy) = F(p+yo) — F(u—yo)
para y > 0 donde u es la esperanza y o2 la varianza halladas en a, y F es la funcién de distribucién
de probabilidad de Pareto, en el caso A =1, r = 3.
54. Distribucién Beta Sea X una variable aleatoria con densidad
flx)y=Czx "1 —2)"!, 0<z<1.
Halle el valor de C' y calcule E(X) y Var(X).

55. En un proceso de manufactura se ensamblan cuantro componente sucesivamente de longitudes X7, X5, X3
y X4, respectivamente con E(X;) = 20, E(X3) = 30, E(X3) = 40, E(X4) = 60 y Var(X;) = 4 para
j = 1,2,3,4. Halle la media y varianza para la longitud total L = X; + X5 + X3 + X4 (a) si las
longitudes de los componentes no estdn correlacionadas, (b) si p(X;, X) =02 paral <j <k <4.

56. Distribucion de Rayleigh Una variable tiene distribucién de Rayleigh si su densidad es

2
_ ?xefﬁ/e

para x > 0. Calcule E(X), Var(X) y obtenga la densidad de ¥ = X2.

f(z)
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o7.

58.

99.

60.

Distribucién de Laplace Una variable X tiene distribucién de Laplace si su densidad esta dada por

f(:c):iexp(f |xga|)’ z eR,

para ciertas constantes a y § > 0. Halle media y varianza para una variable con esta distribucién.

El tiempo de vida de ciertos focos tiene distribucién de Rayleigh con funcién de distribucién

2

F(x)=1—exp (%), para x > 0.

Hallar la densidad de la variable aleatoria Y = X? y su valor esperado.

Sea X una variable aleatoria con tercer momento finito E(|X|?) < o). Definimos el coeficiente de
asimetria de X, a(X) por
E(X —p)?

a(X) = 3

o
donde p = E(X) y 02 = Var(X).
(a) Demuestre que para cualquier variable X se tiene que

E(X3) - 3uE(X?) + 213
3

al(X) =

g

Halle o(X) si X tiene distribucién
(b) Bernoulli con pardmetro p.

(c) Poisson con pardmetro A.

(d) Geomsétrica con pardmetro p.

(e) Demuestre que si Xi,..., X, son variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas
entonces

Q(X1+...+Xn):

(f) Halle a(X) si X tiene distribucién binomial.

Sea {pn} la distribucién de probabilidad de la variable aleatoria X, concentrada en los enteros no-
negativos, es decir que

P(X =n) =py,, n=20,1,2... anzl
n=0
Se define la funcién generatriz de la distribucién definida por {p,} mediante

g(z) = anz" = E(z%). (6.24)

(a) Probar que la serie (6.40) converge, por lo menos, cuando |z| < 1, es decir que su radio de conver-
gencia es mayor o igual que 1.

(b) Observar que la funcién g(z) determina univocamente las probabilidades {p;}.

(c) Calcular la funcién generatriz de la distribucién binomial con pardmetros n y p.
(d) Calcular la funcién generatriz de la distribucién geométrica.
(

e) Calcular la funcién generatriz de la distribucién de Poisson de pardmetro A.
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(f) Probar que

E(X(X — 1)) = ¢"(1), ...

E(X) =4'(1),
D). (X —k+1) =g®(1).

E(X(X -
bajo la hipétesis de que las esperanzas que alli figuran son finitas. ;Qué ocurre si las esperanzas son
infinitas?

(g) Sea g la funcién generatriz de la variable aleatoria X y h la funcién generatriz de la variable
aleatoria Y. Probar que si X e Y son independientes, entonces g(z)h(z) es la funcién generatriz de

X+Y.
(h) Utilizando funciones generatrices, mostrar que Xi, Xo,..., X, son variables aleatorias indepen-
dientes, cada una con distribucién de Poisson, con parametros respectivos Ai, As, ..., A,, entonces

X; 4+ Xo + -+ + X, también tiene distribucién de Poisson y su pardmetro es Ay + Ao + -+ + Ay,

(i) Hallar la distribucién de probabilidad de X; + X3 + -+ + X,, donde las X;, i = 1,...,m son
variables aleatorias independientes, cada una con distribuciéon binomial, y los parametros respectivos
son (n;,p), i=1,...,m.
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Apéndice

6.7.1. Definicién del Valor Esperado en el Caso General.

Hasta el momento hemos definido y calculado el valor esperado o esperanza matematica de una variable
aleatoria, solamente en el caso en el que la distribucién de probabilidad de la misma es discreta. A con-
tinuacién nos proponemos hacer lo mismo en el caso general, es decir, para variables no necesariamente
discretas. El estudio del tema requiere una extensién bastante mayor de la que estamos en condiciones de
asignarle aqui. Aun asi, el lector que no esté especialmente interesado, en una primera instancia, en contar
con una fundamentacién sobre el tema, puede pasar directamente a la seccién 6.5 en la cual se estudia el caso
de las variables aleatorias que tienen densidad, y adoptar la férmula (6.21) como una definicién. Asi mis-
mo, en una primera instancia, puede saltar las demostraciones de las propiedades bésicas de la esperanza
matematica en el caso general, que estdn marcadas con una estrella *.

Como criterio general, la manera de definir la esperanza matemaética y sus propiedades, consiste en
aproximar una variable aleatoria cualquiera por variables discretas, y utilizar la definicién y propiedades de
la esperanza para estas ultimas, que ya conocemos de nuestro estudio anterior. Este proceso de aproximacion
tiene algunas dificultades, que aparecen en las secciones mencionadas, marcadas también con una estrella *.

Sea X una variable aleatoria no negativa. Para cada nimero natural n, n = 1,2, ... definimos la variable
aleatoria aproximante X, mediante

k k k+1
= on si <X((,u)<i

Xn(w) on =

(k=0,1,2,...) (6.25)

Para entender esta definicién procedemos de la siguiente forma: dividimos la semirecta [0, c0) de los niimeros
reales no negativos, en intervalos de logitud 1/2", a partir de 0.

+ (k+1)/27
+ k/2n

4 2/2m
1 1/2n
10

R

Para cada intervalo

k k+1
on on )7
consideramos la preimagen del intervalo por la variable aleatoria X, recordando que X es una funcién de 2

en R. Dicha preimagen es
k kE+1
Ak7n:{w2n§X(W)< 2_; },

es decir, el conjunto de puntos de §2 cuya imagen por X esta en

kok+1
2n’ 2n )7
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Entonces, definimos X,, en Ay, igual a k/2". Por lo tanto, una manera de escribir X,, es

>k =k
Xu(w) =) 271Ak,n(w) => ﬁl{w;%gx(wk%}(‘ﬂ)
k=0 k=0

donde, como es habitual, la funcién indicatriz 14, , (w) estd definida por

1 siwe A,
1 = ’
Axn (@) { 0 siwé¢ Agy.

Las siguientes observaciones son consecuencia de la definicién de X,,:

1. Para cada n, X, es una variable aleatoria discreta y no negativa. Esto es claro ya que X, sélo puede

tomar los valores
1 2 3 k

727727a27a"'7277"'
que es un conjunto numerable de niimeros mayores o iguales que cero.

2. Para cada w € Q, X,,(w) es una sucesién creciente (en sentido amplio), de nimeros reales.

En efecto, observamos que si aumentamos n en una unidad, es decir, en lugar de n ponemos n + 1, lo

que hacemos es subdividir cada uno de los intervalos

k k+1
on’ gn
en dos partes de igual longitud:

C[2%k+1 k+1 [k 241
Il_ 2n+1 ’ on 12_ 27’ 2n+1 .

Si tenemos que X, (w) = k/2", lo que quiere decir que w € Ay ,,, 0 aun, de manera equivalente, que

k k+1
27n§X(LU)< on ,

tenemos dos alternativas posibles (ver figura 6.2):
En primer lugar, que X (w) € I, lo que implica que

2k+1 k

En segundo lugar, que X (w) € Is, lo que implica que

k
Xny1(w) = on = X (w)
W (k+1)/27
L L= [3H,57)
W2k + 1) /27!
L I = [, 5)
L k/2n
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Figura 6.2

En cualquiera de los dos casos se verifica que X,,11(w) > X, (w).

3. Se tiene

0< X(w) — Xp(w) < 2% para todo w € ). (6.26)

De aqui se deduce que
lim X, (w) = X(w) para todow € Q.

n—oo

4. Puesto que X, es una variable aleatoria discreta y no-negativa, esta definida su esperanza matematica

=k k =k
E(X,) = Z QTlP(Xn = 27) = 27P(Ak’n)
k=0 k=0
kK E+1
=) —P(—< . )
Y g Pl <X <) (6.27)

Observamos que, cuando definimos la esperanza matematica de una variable aleatoria discreta, dijimos
que ésta existe cuando la serie que aparece en la férmula (6.18) es convergente. En caso contrario, y
para simplificar la exposicién que sigue, vamos a convenir en que E(X,,) es +o0o. Esta convencién es
tutil a los fines de la presentacion del tema.

Estamos ahora en condiciones de definir, de manera general, la esperanza matemaética de una variable
aleatoria. En una primera instancia consideremos una variable no-negativa X, y la sucesién aproximante X,
definida en (6.25). Tenemos dos alternativas posibles:

= O bien, para algin valor de n, E(X,,) = 400, en cuyo caso definimos E(X) = +o0.

= O bien, para todo n =1,2,..., E(X,,) < co. En este caso, la sucesién de nimeros reales no-negativos
E(X,) es monétona creciente, ya que, de acuerdo a la propiedad 8 de la seccién 6.1, del hecho de que
X, < Xpy1 se deduce que E(X,,) < E(X,,11). Pero, una sucesién creciente de niimeros reales tiene
limite, finito o infinito. Definimos entonces

E(X) = lim E(X,) (6.28)

n—oo

y esto asigna un valor a la esperanza matemdtica E(X), para variables aleatorias no-negativas.

Consideremos ahora una variable aleatoria cualquiera X. Definimos otras dos variables X y X, de-
nominadas respectivamente, la parte positiva y la parte negativa de X, de la siguiente forma:

XHw) = {X(w) i X(w) 20,
0 si X(w) <0.

_ _Jo si X(w) >0,
o) = {—X(w) si X (w) < 0.

Se verifica facilmente que
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En efecto, si X(w) > 0, de acuerdo a las definiciones
Xw=X"w) vy Xwl=X"w),

mientras que si X (w) < 0,
Xw)==X"(w) v X=X (w),

y en ambos casos se satisfacen ambas igualdades.
Ahora bien, XT y X~ son ambas no-negativas y podemos definir E(XT) y E(X ™) utilizando (6.19).
Basdndonos en esto, definimos E(X) de la siguiente manera:

1. Si E(X*) < 00 y B(X~) < oo definimos E(X) = E(X*) — E(X ™).
2. STE(XT) =+o0 y E(X7) < 0o definimos E(X) = +c0.
3. SiE(XT) < ooy E(X™) = +0co definimos E(X) = —oo0.

4. Si E(XT) = 400 y E(X™) = 400 diremos que el valor esperado de la variable aleatoria X no
estd definido.

Lo primero que verificaremos es que nuestra nueva definicién coincide con la anterior (seccién 6.1) en
el caso de variables aleatorias discretas. Para ello, basta con hacerlo para variables aleatorias que son no-
negativas ya que, en caso contrario, podemos considerar por separado X y X, que si lo son, y luego
sumar.

Sea entonces X una variable aleatoria discreta no-negativa, es decir que

P(X:.Tk)zpk, kaO, k‘Zl,Q,... ZkaL
k=1

Vamos a aplicarle a esta variable aleatoria X nuestra nueva definicién. Supongamos primero que

oo
Z TP < OQ.
k=1

Para cada n, n =1,2,... definimos la variable aleatoria aproximante X, correspondiente a X de acuerdo a
(6.16). Sabemos, por la desigualdad (6.17), que

1
0<X-X,< on
y puesto que X y X, son variables aleatorias discretas, aplicando la propiedad 8 de la seccién 6.1 para
valores esperados de variables aleatorias discretas, se tiene

> 1
0< ;Ikpk -E(X,) < on

Haciendo tender n a oo, el tercer miembro tiende a cero y E(X,,) converge a E(X) (de acuerdo a nuestra
nueva definicién). Por lo tanto

E(X) = apr,
k=1

o sea que las definiciones vieja y nueva de la esperanza matematica de X coinciden.

Si
oo
S e
k=1

es una serie divergente, dejamos como ejercicio para el lector probar que E(X) = +00, de acuerdo a la nueva
definicién. (Sugerencia: muestre que, en este caso, E(X,) = +oo para cualquier valor de n).
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6.7.2. Esperanza Matematica de Variables Aleatorias con Densidad.

Teorema 6.1 Sea X una variable aleatoria, Fx su funcion de distribucion y supongamos que ésta posee
una densidad fx. El valor esperado de X existe y es finito si y sélo si la integral

/ |z| fx (z)dz (6.29)
es finita, y en este caso E(X) se calcula mediante la férmula
B(X) = / fx (2)dz. (6.30)

La validez de la férmula anterior es completamente general cuando la integral en (6.16) es convergente.
A continuacién procedemos a probar la férmula (6.17) cuando la funcién fx es bastante regular como para
que las integrales que aqui aparecen tengan sentido para nosotros, es decir, que puedan ser manejadas con
las herramientas usuales del Célculo. Por ejemplo, ese es el caso si fx es una funcién continua, salvo a lo
sumo en un numero finito de puntos. El lector no especialmente interesado puede saltarse la demostracion
de (6.21) en una primera lectura. De todos modos, la aplicacién de (6.21) es directa, como veremos en los
ejemplos, cuando fx es una funcién conocida.

Demostracion del teorema 6.1
Consideremos X y X, la parte positiva y la parte negativa de la variable aleatoria X y sus variables
aleatorias aproximantes X;" y X, . Tenemos

E(Xﬂ:iﬁp(k xr kL sk pk o kL

2n tQn T 2n 2n 2n 2n
k=0 k=0
0o kt1 k+1
Pig 7k
2n x)dr = l/ :cfx(x)dm+/ (ﬁ—x)fx(x)dm
k=0 37 57

Observe el lector que hemos tenido en cuenta que, dado que fx es la densidad de X,

1 Ea
P(k _X<k+ ):/ fx(z)dz.
2m 2n k

Por lo tanto,

E(X+)—/O+ooxfx dx—Z/ ——:cfx( ) dz

y se deduce que

+o0 e %
pac) - [ xnuwﬂsg%;ézfﬂmm

que converge a cero cuando n tiende a +oo.
En el razonamiento anterior hemos utilizado la desigualdad triangular, la acotacién

k+1 k+1

‘/”xhum_;/fhmm,

o7
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y el hecho de que

Se concluye entonces que

E(XT)= lim E(X;) = /OJroofo(x) dx (6.31)

n—oo

Dejamos como ejercicio la verificacién de este resultado si E(X 1) = +o0.
De manera enteramente similar a lo que hicimos para probar (6.31) se demuestra que

+oo
E(X7)= lim E(X,]) = /0 (—z) fx () dx (6.32)

n—oo

De (6.31) y (6.32) resulta inmediatamente (6.17). Observamos ademéds, que E(XT) y E(X ™) son ambas
finitas, y por lo tanto también lo es E(|X]), si y s6lo si las dos integrales en (6.31) y (6.32) son finitas, es
decir, si y solo si

+oo
/ |z| fx (z)dx < oo

—0o0

6.8. Cambio de Variables. Momentos de Orden Superior.
Sea f(x1,...,2,) la densidad conjunta de las variables aleatorias Xi,...,X,, y
g:R"—R
una funcién de n variables que tiene alguna regularidad. Consideremos la variable aleatoria
Y =9(X1,Xo,..., Xp).

Entonces, el valor esperado de Y se puede calcular mediante la férmula

IﬂY%:/'n/zg@h”wxﬁf@h”wmmdm-~Mm (6.33)

siempre que la integral de la derecha sea absolutamente convergente, es decir que

// (@1 m) | f @1 s mn)das -+ dan < o0

La integral en la férmula (6.24) la indicaremos, a los efectos de abreviar la notacién, por

| s@ s

donde debe entenderse que x representa el vector (z1,xs,...,Zy).

A continuacién demostraremos la férmula (6.33). Al igual que en algunas situaciones anteriores, el lector
puede saltar esta demostracién en una primera lectura y pasar directamente a los ejemplos de aplicacién de
la férmula (6.33).

Demostracion de la férmula (6.24)

Basta considerar el caso en que g > 0, ya que si esto no ocurre, separamos el estudio para g+ y para g~

y luego sumamos, donde definimos

() = 49 sig(z) 20 L si g(x) >0
9" (@) { . 9 (@) {—g(x) si g(x) < 0.
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Sea entonces g(z) > 0 para todo x € R™. Definimos (analogamente a lo hecho para variables aleatorias),

param =1,2,...

k .k kE+1
gm(I):27m Slﬁgg(z)<27m k=0,1,...

Es claro que

1

g(x) — om < gm(z) < g(xr) paratodozeR"
y por lo tanto
1
9X (W) = 5 < gm(X (W) < g(X (@),

donde
X(w) = (X1(w), X2(w), ..., Xn(w))

es nuestro vector aleatorio, cuyas coordenadas son las variables aleatorias dadas.
Tomando valores esperados (ver las propiedades en la seccién siguiente), resulta

E(9(X)) = o5 < E(gm (X)) < E(9(X)).

Ahora bien,
gm(X) = gm(XhXQa ceey Xn)

es una variable aleatoria discreta, que puede tomar sélo valores de la forma k/2™ para k =0,1,2,...

lo tanto su valor esperado se calcula directamente

E(gn(X) = 3 2o P(gn(X) = )

2 2m
k=0
— k . k k+1
= R —— — < _
k=0
Lt (xe (25)))
2m 2m’ 2m
k=0

donde hemos indicado, como es usual
g () ={r:2€R" g(z) € I}.

En consecuencia, (6.27) no es sino

(6.34)

(6.35)

» Y por

(6.36)

(6.37)

En virtud de (6.35), cuando m — oo, el primer miembro de (6.37) tiende a E(g(X)). En cuanto al dltimo

miembro, tenemos, haciendo intervenir (6.34),

/n g(x) f(z)dx — 1 < /n gm () f(z)dx < /n g(2) f(z)da

277L
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y por lo tanto, cuando m — oo, resulta que el Gltimo miembro de (6.37) tiende a

| s@ s

Resumiendo:

que es justamente (6.33). |

Observacion 6.8 Si el lector interesado observa con cuidado la demostraciéon que hemos hecho de la férmula
(6.33), verd que algunas afirmaciones debieran merecer una mayor atencién. Por lo pronto, en (6.35)

e ([ 52}

tiene que ser un evento en el espacio de probabilidad subyacente. Para ello, se requiere que la funcién

g : R™ — R sea lo que se denomina una funcién “boreliana”, lo cual significa que la preimagen por g de un

intervalo en R, es un conjunto de Borel en R™. Por cierto, todas las funciones corrientes que aparecen en el

célculo, son funciones borelianas, de modo que, en este contexto, esto no implica ninguna limitacién efectiva.
En segundo término, tiene que estar bien definida la integral

que figura en la férmula (6.37).
En tercer término, la tltima igualdad que aparece en (6.37), dice que, si denotamos por

k k+1 k k+1
Bim=g'(|—, =)} ={z:zeR" A

o0

Z/Bk‘m h(z)dz = / h(z) dz,

k=0

entonces

donde h(z) = gm(z)f(z), es una cierta funcién no-negativa.

Todas estas afirmaciones son correctas, pero requieren un mayor desarrollo, y la tercera de ellas debe ser
probada. El lector puede consultar, si desea comprender con la profundidad adecuada estos temas que estéan
mas allad del nivel de esta exposiciéon, los libros de M. Loéve, D. Billingsley y R. M. Dudley incluidos en la
bibliografia.

6.9. Propiedades del Valor Esperado en el Caso General.

Tal como hemos mencionado anteriormente, con la definicién general el valor esperado sigue teniendo
todas las propiedades enunciadas y probadas en la seccién 6.1 para el caso discreto. La mayor parte de ellas
son de demostracién muy sencilla, y el lector puede probarlas por si mismo, sin mayor dificultad. Las tnicas
dos que requieren una mayor atencién son las propiedades 7 y 9, a saber:

Propiedad 7. Si X e Y son variables aleatorias que tienen valor esperado, entonces también existe el
valor esperado de X +Y y se tiene

E(X +Y) = E(X) + E(Y). (6.38)
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Propiedad 9. Si X e Y son variables aleatorias independientes con valor esperado, entonces existe
E(XY)y
E(XY)=E(X)E(®Y). (6.39)

El lector que no esté especialmente interesado puede saltar las demostraciones de estas dos propiedades,
en una primera lectura.
Demostracion de la propiedad 7

Son obvias las desigualdades

(X+Y)" <X +Y[<[X[+]Y]
(X+Y)" <|X+Y|<|X|+]Y]

y como por hipdtesis se cumplen
E(IX]|) <oo,  E(JY]) < oo,
se deducen
E(X +Y)") < o, E(X+Y) )<oo=FEX+Y) < cc.

Probaremos la igualdad (6.38) cuando X e Y son no-negativas; cuando esto no ocurre, descomponemos 2 en
los conjuntos donde X, Y y X +Y tienen signo constante, y aplicamos el resultado que vamos a demostrar.
Los detalles quedan a cargo del lector.

Supongamos entonces, X > 0, Y > 0. Por lo tanto, también X +Y > 0 y usamos la notacién de la

seccién 6.4, llamando
Xn, Yo, (X+Y),

las variables aleatorias aproximantes de X, Y, X + Y respectivamente. Sabemos que

1
Xn§X<Xn+27

1
}/nSY<Yn+27n
1

(X+Y)n§X+Y<(X+Y)n+2—n

Se deduce que

1
1 1

<XAY - (X+Y) - o=

es decir,
-2 1
— <X, +Y, - (X+Y), < — 4
5w < + (X+Y), < on (6.40)

Como X,,, Y, (X +7Y), son variables aleatorias discretas, sabemos que (6.33) implica que

-2 1

on <E(X,) +EY, —-E(X+Y),) < on
Si ahora hacemos tender n a infinito, en virtud de la definicion de la esperanza matematica en el caso general,
se tiene que

B(X)) = E(X),  E(Ya) = E(Y),  E((X+Y),) = E(X+Y)
y por lo tanto,
0<EX)+EY)-EX+Y)<0,
lo cual prueba (6.38). |
Para demostrar la propiedad 9 podemos seguir un método similar de aproximacion por variables discretas,

haciendo valer nuevamente el hecho de que ya sabemos que la propiedad es vélida para el caso de las variables
aleatorias discretas.
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6.9.1. Demostracién de (6.23)

Para demostrar (6.23), apliquemos la definicién del valor esperado. Sea X, la variable aleatoria aproxi-
mante de X definida en la seccién 6.4. Tenemos

k+1
E(X) = lim E(X,)= lim Z o PG X<L)

n—oo 2

hmzw{ zk) P(sz;l)].

Introducimos la notacién
Gz)=1-Fx(z7)=PX >x)

y reemplazando, resulta

k+1
JE&OZM ) ~ G >]

Mas atin, si ponemos

k k+1 k:+1
pr=G(5) = Gl—-), Z piG(—5)-
j=k+1

entonces podemos aplicar la férmula (6.21), de la forma siguiente:

E(X,) = szpk = ?kak = 272%
k=0 k=0 k=0
=1 1 oo
B e (sl g Gl) dx. (6.41)

Para comprender la tltima desigualdad, hay que tener en cuenta que la funcién G es decreciente (en sentido
amplio), ya que Fx es creciente (en sentido amplio), y que estamos comparando una suma de Riemann
calculada evaluando en el extremo derecho de cada intervalo, con la integral (ver figura 6.4).

Figura 6.4

De (6.41) ya resulta que si E(X) = +00, como el primer miembro tiende a +oco cuando n — oo, entonces

+oo
/ G(z)dx diverge.
0
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Consideremos entonces el caso en el cual E(X) < co. Pasando al limite cuando n — oo en (6.41), se obtiene

E(X) < o G(z) dz. (6.42)
0

Por otro lado, si N es un nimero natural positivo cualquiera, la integral en el intervalo [0, N]| es el limite de
las sumas de Riemann, cuando la particién se afina, y entonces

N N2"—1 oo
1 E+1 1 E+1
de = 1i — < 1 —
| c@dr=tim Y et < lm S et
k=0 k=0
= lim B(X,) = B(X).

Haciendo N — 400, resulta

+oo

G(z)dx < E(X),

0

que conjuntamente con (6.42), implica (6.23). |

Observacién 6.9 En la férmula (6.23), si en lugar de 1 — Fx(z~) ponemos en el integrando la funcién
1 — Fx(x), el resultado es el mismo, es decir

+oo
E(X) = /0 (1 - Fx(z)) da. (6.43)

El lector puede verificar esto por su cuenta. También es posible ver que si F'x no tiene saltos entonces (6.23)
y (6.43) son la misma cosa, pero si hay saltos, ambos integrandos no coinciden en todo punto.



