Capitulo 2

Topologia de la Recta

2.1. Introduccion.

En este capitulo introducimos algunas nociones sobre topologia de los espa-
cios métricos. Nuestro interés se limitara en el futuro al caso real o a los espacios
euclideos, pero las definiciones que vamos a considerar y sus consecuencias, se
pueden formular sin mayor esfuerzo en el contexto mas general de los espacios
métricos.

Comenzaremos por definir la nociéon de distancia o métrica en un espacio
general, para luego considerar el caso particular de los espacios euclideos, que
son los espacios de vectores de coordenadas reales con la distancia usual que
se obtiene a partir del Teorema de Pitdgoras. Luego consideramos en algin
detalle, aunque siempre haciendo énfasis en el caso de los espacios euclideos,
y principalmente en el caso de la recta real, los conjuntos abiertos, cerrados y
compactos.

2.2. Espacios Métricos.

Definicién 2.1 Sea X un conjunto no vacio. Una funciéon d: X x X — R es
una distancia o una métrica si satisface las siguientes condiciones:

(i) d(z,y) >0 siz#vy, d(z,z)=0, para todo x € X.
(ii) d(z,y) = d(y,z) para todo z,y € X.
(iii) d(z,y) < d(x,z)+d(z,y) paratodo z,y,z € X.

El par (X, d) se conoce como un espacio métrico. La propiedad (iii) se conoce
como la propiedad triangular.

Es importante resaltar que el espacio métrico es el par formado por el con-
junto X y la distancia d. Dado un conjunto X existen muchas distancias que
pueden asocidrsele.
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Ejemplos 2.1
1. La métrica discreta: Si X # @ definimos

_J0 si z =y,
d(w,y) = {1 si oz #y.
Esta métrica se puede definir en cualquier conjunto no vacio.

2. La métrica usual para R. Si z,y € R definimos d(z,y) = |z — y|. Esta
métrica aparecié en uno de los ejercicios del capitulo anterior, donde se
pedia demostrar la desigualdad triangular. (R, d) es un espacio métrico, y
serd el espacio de mayor interés para nosotros.

3. EnR? definimos la métrica usual de la siguiente manera: Si x = (z1,22),y =
(yh yZ)a

dx,y) = /(z1 = y1)% + (22 — 12)2.

T2 — Y2

Figura 2.1: La distancia usual en R?

4. Todo subconjunto Y de un espacio métrico X es, a su vez, un espacio
métrico con la misma distancia.

5. Si(X,d) es un espacio métrico y a € R, o > 0 entonces (X, ad) también
es un espacio métrico.

6. En C definimos p(z,w) = |z — w|, para z, w € C. Si tenemos z = (a,b) y
w = (¢, d) entonces

plzw) = |(a—cb—d) = /(a—c)?+ (- d>
7. Consideremos el conjunto de las funciones f: [0,1] — R para las cuales

sup{|f(s)| : s € [0,1]} < 0. (2.1)
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El ntimero || f]l. = sup{|f(s)] : s € [0,1]} se conoce como la norma uni-
forme de f (sobre [0,1]). Las funciones para las cuales (2.1) es cierto, son
acotadas en [0, 1] y las denotaremos por BJ0, 1] o simplemente por B. Para
1,9 € B definimos (f+g)(s) = f(s)+g(s) y para. € R, (af)(s) = a(f(s).
De manera similar definimos fg, |f|, etc. especificando su valor para cada
s €]0,1].

Para f y g € X definimos d(f,g9) = ||f — ¢ll.. Es un ejercicio sencillo
verificar que d es una distancia en B, que se conoce como la distancia (o
métrica) uniforme.

Ejercicios 2.1
1. Parax = (z1,22), y = (y1,y2) en R? definimos

di(x,y) = |z1 — 1] + 22 — ya2|.
Demuestre que di es una métrica. ;Cémo se puede extender esta definicion para
obtener una métrica similar en R", n > 2?7
2. Repita el ejercicio anterior para dz(x,y) = méx{|z; —y;| : ¢ = 1,2}.
3. Calcule la distancia entre los siguientes pares de puntos usando (1) la métrica

usual en R?, (2) la métrica dy definida en el ejercicio 1, (3) la métrica ds definida
en el ejercicio 2. Haga los graficos correspondientes.
(j)x: (7277)7}’: (3v 1): (ﬁ) X= (570),}’: (2771)’
(iii) x = (-4, -4),y = (1,1).

4. Si(X,d1) y (X,d2) son espacios métricos, demuestre que d1 +ds también es una
métrica en X.

5. Demuestre que d(f,g) = ||f — gl|l. definida en el ejemplo 2.1.7 es un métrica en

X.
6. Suponga que (X,d) es un espacio métrico. Muestre que (X,d') también lo es
donde d(z.y)
d z,y) = z,Y
(@,9) 1+d(z,y)

2.3. Los Espacios Euclideos.

Definicién 2.2 Sea n € N y R” el producto Cartesiano de R consigo mismo
n veces. Los elementos de R™ son vectores de dimensién n, es decir, n-uplas
ordenadas de numeros reales: x = (21,...,&,). Sy = (Y1,.--,Yn) ¥y A € R
definimos las operaciones

X+y:(l'1+y17 x2+y2a"'7 xn+yn)a
Ax = (Az1, ..., Axy),

de modo que x +y € R" y Ax € R”. Escribimos 0 = (0,...,0). Definimos la
norma de X por

-

n 2
Ixl| = (22 + - +22)% = (Zﬁ)
=1
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Propiedades.
(a) x| = 0.
(b

(c
(d

|x|| =0 siy sélosix=0.

)
)
) A= ATl

) I+ yll < Il + [yl

Las tres primeras son obvias, veamos la cuarta. Elevamos al cuadrado ambos
miembros de la desigualdad. Por un lado tenemos

n

I+ ylP =S+’ =Y a2 423w+ 302 (22)
=1 i=1 i=1

i=1
() + ()
i=1 =
1
n n n 2 n
Zx?+2<2x?> (&3) S ey
i=1 i=1 i=1 i=1

Comparando (2.2) y (2.3) observamos que basta mostrar que

y por otro

(Il =+ Ty 1)

i=1 i=1 i=1

para obtener que
2
I+ y1I* < (Il + lly I
y tomando raiz cuadrada en esta tltima expresién obtenemos (d). Veamos la

demostracién de (2.4).

Teorema 2.1 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz.)

n
> ziys < Il vl
i=1

Demostracion. Si todos los z; valen 0 entonces es cierta la igualdad. Supongamos
que por lo menos alguna coordenada z; no es cero. Definimos la funcién

n

FO) = (yi — Azi)?, (2.5)

i=1
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y observamos que f(A) > 0 porque es una suma de cuadrados. Definimos tam-

bién
n n n
A:Zl%, B:inym C:Zy?a
1=1 1=1 =1

entonces, desarrollando el cuadrado en (2.5) obtenemos

n

FO) =) (7 — 20y + Naf)

=1

= D0 Yk Dt
i=1 i=1 i=1

= AN —2BA+C >0, A>0

y esto se satisface para todo valor de A. Poniendo A\ = % obtenemos

B? B?
—_ 9 >
AA2 2A+C*0
de donde
AC — B?
— > 0.
) >

Como A > 0 concluimos que AC > B2, es decir

(B = (5) (57)

y tomando raiz cuadrada obtenemos la desigualdad deseada.

Definiciéon 2.3 Definimos ahora la distancia entre x e y por

d(x,y) = x -yl = <Z(Ii - yi)2>

que se conoce como la distancia usual o distancia euclidea en R™.

Veamos que efectivamente d es una métrica, para lo cual tenemos que verificar
las propiedades de la definicién 2.1. (i) es cierto por las propiedades (a) y (b)
de la norma. Usando (c¢) con A = —1 tenemos,

d(x,y) =[x =yl = (=) =) = [ =1 [ly = x|l = d(y,x)
y finalmente usando (d):

dx,y) = lx -yl =lx-z+z-y]
<lx—zll+z -yl = d(x,2) + d(z,y)
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Ejercicios 2.2

1.

Demuestre que la distancia d en un espacio euclideo satisface las siguientes
propiedades:

(i) Para cualesquiera x,y,z en R" se tiene que d(x,y) = d(x + z,y + z).

(ii) Para cualquier X € R se tiene que d(Ax, \y) = |A|d(x,y).

En R"™ definimos el producto interior o producto escalar de dos vectores x,y € R™
por

X y=21Yr + -+ ZTnyn Zinyi
1=1
Demuestre que el producto interior satisface las siguientes propiedades:
(x-y=y-x
(i) Xy = A(x-y) =x-Ay.
(iii) (x+y) - z=%x-z+y -z
(iv) x-x>0,x-x=0siysélosi x=0.

) x| = vx-x.
(vi)x-y = 3 (|Ix +y|I* = lIx = y|[*).
Six = (x1,...,%,) demuestre que
méx{Jai] = 1,...,n} < |Ixl| < o]+« + |zl

<n-mix{|z;| :i=1,...,n}.

¢, Qué interpretacion geométrica tienen estas desigualdades en el caso n = 27

Demuestre que para todo x,y € R"™ se verifica que

(i) [lx +yl1* +[1x = ylI* = 2[|x[|* + 2[y[]*.

) [[x[] = lyll < Ix =yl < x|l + [ly]]-

Decimos que dos vectores x,y € R™ son ortogonales si x -y = 0. Demuestre que
(i) x e y son ortogonales si y sélo si ||x + y||* = 2||x||* + 2||y||*.

(ii) x e y son ortogonales si y sélo si ||x +y|| = ||x — y||.

¢, Qué significado geométrico tienen estas propiedades?

2.4.

Conjuntos Abiertos.

Definicién 2.4 Si (X, d) es un espacio métrico, ¢ € X y r es un ntimero real
positivo, definimos la bola de radio r y centro a como

B.(a) = B(a;r) ={z € X : d(z,a) <r}.

Si es necesario indicar explicitamente la distancia que estamos usando, la no-
tacién es Bg(a;r).

Ejemplos 2.2

1.

En R con la distancia usual, B(a;r) = (a —r,a+r). Es decir, las bolas en
R corresponden a los intervalos abiertos
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Figura 2.2: B(a;r) en R

2. En el espacio euclideo R?, si a = (ay,az), la bola de centro a y radio 7 > 0
es

B(a;r) = {z € R? : d(x,a) < r}
={zeR”:/(x1—a1)?+ (22— ax)? <1}
= {m c R2 : (1’1 — a1)2 + (xg — CL2)2 < 7’2}

es decir, es el circulo de centro a y radio r, sin incluir la circunferencia.

Figura 2.3: B(a;r) en R?

3. En C con la distancia usual,

B(a;r)={2€C:|z—a|l <r}
={(@y) €C: (v —a)’ +(y —a2)* <7}

donde a = (a1, az2); de modo que una bola en C consiste, al igual que en
R2, del circulo de centro a y radio r, sin incluir la circunferencia.

4. Si X =10,1] C R, con la distancia usual,

5(33) = (5:6)
5(5:3) = [5)

~
D
S
—_
~
w
ot
~
D
—_
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B(l;l):<1,1}, L ( ]
92 9 | T 1
0 1/2 1
B(a;2) =X, Va e X, [ | !
0 a 1
5. En R? con la distancia d; que definimos en el ejercicio 2.1.1, la bola de

centro 0 y radio 1 es

Bq,(0;1) = {x = (z1,22) : d1(x,0) < 1}
= {x = (v1,72) : [z1] + |z2| < 1}

que es la regién representada en la figura 2.4(a). En general,

distancia las bolas tienen forma de rombos.

Figura 2.4: (a) By, (0;1) en R?

(b)

(b) Bg,(0;1) en R?

con esta

En cambio, si usamos la distancia do que definimos en el ejercicio 2.1.2, la
bola de centro 0 y radio 1 es

de(O; 1) = {X = (1?1,.’1?2) : dl(X, 0) < 1}

= {x = (z1,22) : max{|z1|, |z2|} < 1}

que es la regién representada en la figura 2.4(b). En general, con esta
distancia las bolas tienen forma de cuadrados.

Definicién 2.5 Si (X,d) es un espacio métrico, un subconjunto U C X es
abierto (respecto a d) si para cada a € U existe un ntimero real » > 0 tal que
B(a;r) C U (r puede depender de a).
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Figura 2.5: Conjunto abierto.

La definicién pide que si a es cualquier punto del conjunto U, exista una bola
abierta B(a,r), con centro en a que esté contenida totalmente en el conjunto U.
El radio r de esta bola normalmente depende de a. En el caso de los ntimeros
reales, como B(a,r) = (a — r,a + ), lo que estamos pidiendo es que exista un
intervalo abierto y simétrico respecto a a que esté totalmente contenido en el
conjunto U.

Los ejemplos més simples de conjuntos abiertos son X y @. Veamos otros.

Ejemplos 2.3
1. Los Racionales Q no son un conjunto abierto en R con la métrica usual
porque para cualquier racional ¢, la bola abierta de centro ¢ y radio € es
el intervalo (¢ — €,q + €), y vimos en el capitulo 1 que un intervalo de
este tipo siempre contiene ntimeros irracionales, es decir, nimeros que no
estan en Q.

2. El intervalo (0,1] no es abierto porque no existe ningin intervalo de la
forma (1 — 7,1+ r) para r > 0, que esté totalmente contenido en (0, 1].

Ji [ 1 \
€ T 1 7
0 1—r 1 147

Figura 2.6: (0, 1] no es abierto.

En cambio, (0,1) si es un conjunto abierto porque si tomamos cualquier
punto z € (0,1) y ponemos r = 2 min{z,1 — 2}, la bola B(z;r) = (z —
r,x + ) estd contenida en (0,1).

Otro ejemplo interesante lo da el siguiente teorema.

Teorema 2.2 Toda bola en un espacio métrico es un conjunto abierto.

Demostracion. Sea B(a; s) una bola en un espacio métrico X y sea b € B(a; s)
(ver fig. 2.7). Queremos hallar » > 0 tal que B(b;r) C B(a;s). Escogemos
r = s —d(a,b) > 0. Entonces « € B(b;r) implica d(a,z) < d(a,b) + d(b,z) <
d(a,b) +r = s, de modo que x € B(a;s).

|
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Figura 2.7: Toda bola es un conjunto abierto.

Definicién 2.6 Llamamos 74 a la coleccién de los conjuntos abiertos en (X, d),
que se conoce como la topologia de (X, d). Como ya hemos visto que X y & son
conjuntos abiertos, estan en 74.

El siguiente teorema presenta dos propiedades fundamentales de los conjuntos
abiertos.

Teorema 2.3 Sea (X, d) un espacio métrico
(i) La union de cualquier familia de conjuntos abiertos, es un abierto.

(i) La interseccion de cualquier familia finita de subconjuntos abiertos de X,
es un abierto.

Demostracion.

(i) Sea A una familia de subconjuntos abiertos de X y V. =U{A : A € A}.
Si V = @ entonces es abierto. Si V' # @ sea x € V, entonces x € A para
algin A € Ay como A es abierto existe r > 0 tal que B(z,r) C A C V.
Por lo tanto, V es abierto.

(ii) Sea {Ai,...,A,} una familia finita de subconjuntos abiertos de X y V =
AiNAsN---NA,. Sixz eV entonces x € A; para todo i. Para cada 1
existe r; > 0 tal que B(z;r;) C A;. Sea r = min(ry,...,7,) > 0, entonces
como

B(x;r) € B(x;r;)) C Ay para 1<i<n

tenemos B(x;r) C V. Esto concluye la demostracion.

Observacion: La restriccion a familias finitas en la segunda parte del teorema
es fundamental. En R con la distancia usual, cada uno de los conjuntos {z :
lz] < 2} = B(0;£) = (—%,1), n € N es abierto, pero su interseccién es {0},
que no es un conjunto abierto.



2.5. CONJUNTOS CERRADOS. 33

Ejercicios 2.3
A menos que se especifique lo contrario, en R™ usamos la métrica usual

1.
2.

B~ W

o

10.

11.

Sea (R, d) con d la métrica discreta. Identifique B(0;1/2); B(0;1); B(0;2).

Considere R. Dibuje B(0,1/2); B(1,1). SeaR" = {x € R : > 0} con la métrica
usual. Dibuje B(0,1/2); B(1,1) y compare con el resultado anterior.

Sea [0, 1]x[0, 1] con la métrica usual. Dibuje B(o,0y(1); B(1/2,0y(1/2); B(o,1/2)(1/2).
Demuestre que cualquier subconjunto de un espacio métrico discreto es abierto.
Si A= (-1,1) y x = 0,7, hallar un valor de € > 0 de modo que B(z,e) C A.

Si A C R? es el interior del cuadrado de centro en el origen y lado 2, hallar
un valor de ¢ > 0 de modo que B(x;e) C A donde (i) x = (3/4,0), (i) x =
(1/2,1/2), (iii) x = (~3/4,-1/2).

Si (X, d) es un espacio métrico y © € X, entonces X \ {z} es abierto.

El conjunto [0,1) no es un conjunto abierto de R pero es un subconjunto abierto
de [0,1] con la métrica usual de R.

Mostrar que los siguientes conjuntos son abiertos en R? :

{(my):1/2<a®+y> <1} {(z,y): 2" +9y* <Lz >0,y >0}
{(z,y) :x+y >0} {(z,y):2y>1}.

El conjunto {z : 0 < z < 1} es abierto en R pero {(x,0) : 0 < < 1} no es un
subconjunto abierto de R2.

Si A y B son abiertos en R, entonces A x B es un abierto en R®. Si Y es un
subconjunto abierto de R? entonces {z : (x,y) € Y para algiin y € R} es un
abierto en R.

2.5.

Conjuntos Cerrados.

Definicién 2.7 Sea (X, d) un espacio métrico. Una vecindad o entorno de un
punto z € X es cualquier subconjunto abierto U C X tal que x € U.

Si AC X ypée X decimos que p es un punto de acumulacion de A, si toda

vecindad de p contiene un punto de A diferente a p. Denotaremos por A’ el
conjunto de los puntos de acumulacién de A.

Sip € Ay pnoesun punto de acumulacién de A, decimos que p es un punto

aislado de A.

Ejemplos 2.4

1.

En R con la métrica usual consideramos el conjunto C' = {z : 0 < z <
1 6 = 5}. El punto 5 es un punto aislado de C' mientras que los puntos
del intervalo [0, 1] son todos puntos de acumulacién.
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2. Consideremos el conjunto A = {% : n € N} entonces 0 es un punto de

acumulaciéon de A en R con la distancia usual, ya que si r > 0 existe
n € N tal que nr > 1 (por la propiedad Arquimedeana) y entonces % €
B(O,T),% # 0. Por lo tanto hay un punto de A distinto de 0 en cada
vecindad de 0. Observamos que 0 ¢ A. En cambio el punto 1 € A es

2
aislado. De hecho, todos los puntos de A son aislados.

W
0 1/2 1

Figura 2.8: 0 es punto de acumulacion de A.

Observacion: Para verificar que p es punto de acumulacién de A basta ver que
toda bola de centro p contiene un punto de A distinto de p, ya que si U C X es
una vecindad de p entonces existe r > 0 tal que B(p;r) C U.

El siguiente teorema nos da una caracterizacién de los puntos de acumu-
lacion.

Teorema 2.4 Sea (X,d) un espacio métrico, A C X yp € X. Las siguientes
proposiciones son equivalentes:

(i) p es punto de acumulacion de A.
(ii) Toda vecindad de p contiene infinitos puntos de A.

Demostracion (ii) = (i) es evidente. Veamos el reciproco. Supongamos que p es
punto de acumulacién de A y que hay un entorno U de p que sélo contiene un
nimero finito de puntos de A. Sean ¢1,...,q, estos puntos de U N A, que son
distintos de p y sea

— min d .
r= min (Ps Gm)

El minimo de un conjunto finito de ntimeros positivos es positivo, de modo
que r > 0. El entorno B(p;r/2) no contiene ningin punto de A diferente a p.

Esta contradiccién demuestra el teorema.
[ |

Corolario 2.1 Un conjunto finito no tiene puntos de acumulacion.

Definicién 2.8 Sea (X,d) un espacio métrico. Un subconjunto A C X que
contiene a todos sus puntos de acumulacién (A" C A) es un conjunto cerrado.
La clausura de un conjunto A C X es el conjunto

A=AUA = AU{z € X : x es punto de acumulacién de A}.

A es cerrado si y sélo si A = A. Un conjunto A C X es perfecto si es cerrado y
no tiene puntos aislados.
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Es importante observar que tal como han sido definidos, los términos abierto
y cerrado no son complementarios ni excluyentes. Si un conjunto no es abierto,
no podemos concluir que sea cerrado. Mas ain, un conjunto puede ser a la vez
abierto y cerrado, como es el caso de los conjuntos X y @.

Ejemplo 2.5

Sea (X, d) un espacio métrico, x € X,r > 0y B(x;r) = {y : d(x,y) <r}. B se
conoce como la, bola cerrada de centro x y radio r. Veamos que B es un conjunto
cerrado: supongamos que p es punto de acumulacién de B, entonces si € > 0
existe y € B, y # p tal que d(y,p) < €. Pero como y € B

d(p,r) < d(p,y) +d(y,x) < e+r.

Es decir, para todo € > 0 se tiene d(p,z) < r + e. En consecuencia d(p,z) < r,
por lo tanto p € B y B contiene sus puntos de acumulacién.

Teorema 2.5 Sea (X,d) un espacio métrico y F C X. F es cerrado si y sdlo
st X N F es abierto.

Demostracion. Sea F' un conjunto cerrado y supongamos que X ~ F' no es
abierto, entonces existe p € X \ F tal que ninguna vecindad de p esta contenida
en X \ F, es decir, para cada € > 0, B(p; €) contiene un punto, digamos z., en
F. Como p ¢ F,p # x. y entonces cada vecindad de p contiene un punto de F'
distinto de p. Por lo tanto p es punto de acumulacién de F'y como F' es cerrado,
p € F, lo cual es imposible.

Si por el contrario suponemos que X ~\ F' es abierto, sea p un punto de
acumulacion de F. Cada vecindad de p contiene puntos de F''y como X \ F
es abierto no puede ser que p € X \ F porque entonces tendria que haber una
vecindad de p dentro de X ~ F'y esta vecindad no podria contener puntos de
F'. Por lo tanto tenemos que p € F' de donde se deduce que F' es cerrado.

|

Teorema 2.6 Sea (X,d) un espacio métrico. La interseccion de cualquier fa-
milia de conjuntos cerrados es cerrada, y la union de cualquier familia finita de
conjuntos cerrados es cerrada.

Demostracion. Sea F una familia de subconjuntos cerrados de X, entonces por
el Teorema 2.5, {X \ F : F' € F} es una familia de conjuntos abiertos y por el
Teorema 2.2, U{X \ F': F' € F} es un abierto. Como

X~N{F:FeF}=U{X~\F:FeF}

usando de nuevo el Teorema 2.5 obtenemos que N{F : F' € F} es cerrado. La
segunda parte de la demostracién es similar.
|
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Definicién 2.9 Si z € A C X decimos que x es un punto interior de A si x
tiene una vecindad U C A. El conjunto de los puntos interiores de A se denota
por A° y se conoce como el interior de A. Un conjunto A es abierto si y sélo
si todos sus puntos son interiores (A = A°).

La frontera de un conjunto A C X es el conjunto 9A = AN (X \ A) (Es
posible probar que A = A~ A°).

A es acotado si existe un nimero real M y un punto ¢ € A tales que d(p, q) <
M para todo p € A.

El conjunto A es denso en X, si todo punto de X es punto de acumulacién
de A o punto de A (o ambas cosas a la vez).

Ejemplos 2.6
Veamos las propiedades de los siguientes conjuntos:

1. A= {z€C:|z| <1} es abierto, no es cerrado, no es perfecto, es acotado.

Su clausura es A = {z € C : |z| < 1} que es un conjunto cerrado y
perfecto. 0A = {z € C: |z| = 1}.

2. A ={1,2,3}. No es abierto, es cerrado y acotado. No es perfecto. A° =
a,0A = A.

3. Z. Es cerrado, no es abierto, ni perfecto, ni acotado. A° = &,0A = Z.

4. A:{% :n € N}. No es abierto, ni cerrado, ni perfecto. Es acotado. A° =
g, A=AU{0}, 0A=A.

5. Q como subconjunto de R. No es abierto ni cerrado, Q° = @, Q =
R, 9Q =R, Q es denso en R. No es acotado.

6. R como subconjunto de si mismo es cerrado, abierto y perfecto. No es
acotado. Es denso.

7. R como subconjunto de C no es abierto, es cerrado, es perfecto, R°® =
7, OR =R.

8. Seaa < benR. El conjunto (a, b) es abierto en R pero no en C. Su clausura
es [a,b] en ambos casos. [a, b] es perfecto en Ry C.

Teorema 2.7 Sea E C R cerrado y acotado superiormente y sea s el supremo
de E. Entonces s € E.

Demostracion. Supongamos s ¢ E. Para todo h > 0 existe x € E tal que
s —h <z < s ya que de otro modo s — h serfa una cota superior de ¥ menor
que s. Por lo tanto, todo entorno de s contiene un punto x € FE, = # s ya que
s ¢ E. De esta manera concluimos que s es punto de acumulacién de E y no
pertenece a F, de modo que E no es cerrado. |
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Ejercicios 2.4
A menos que se especifique lo contrario, en R" usamos la métrica usual

1.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

En R mostrar que A" = [0,1] si A = [0,1; A’ =1[0,1] si A = (0,1); A’ = & si

A=N.

En R? hallar el conjunto de puntos de acumulacién de los siguientes conjuntos:
{(z,y):2® +y* <1}, {(x,y):x+y=0}, {(5,1-;):neN}.

En cada caso haga una grafica del conjunto S y, de manera similar a lo que

hicimos en los ejemplos 2.6, determine sus propiedades:

(i) S={(z,y): x> +y>* <1yx <0siy=0}

(i) S ={(z,y): 2> +y* =16y =0y 0 <z <1}.

(i) S = {(5,y): y > 2* e y < 1}.

(iv) S={(z,y): 0<zy <1yz >0}

Si (X,d) es un espacio métrico discreto, entonces A’ = @ para todo A C X.

Ademads, todo subconjunto de X es cerrado (ver ejercicio 2.3.4).

En cualquier espacio métrico (X, d) si A C X es finito, entonces A’ = & y A es

cerrado.

Construya un conjunto acotado en R que tenga exactamente tres puntos de
acumulacion.

Construya un conjunto acotado en R que tenga una cantidad numerablemente
infinita de puntos de acumulacion.

Si A C R no es vacio, estd acotado superiormente y sup A ¢ A entonces sup A es
un punto de acumulacién de A y el conjunto de cotas superiores de A es cerrado.

Muestre que (i) los racionales son densos en los reales. (ii) los irracionales son
densos en los reales. (iii) los racionales de la forma p/2? para p y q en Z son
densos en los reales.

Muestre que A es la interseccién de todos los conjuntos cerrados que contienen
a A y que A° es la unién de todos los abiertos contenidos en A.

En R con la métrica usual, N es un conjunto cerrado, {1/n : n € N} no lo es.
Los conjuntos {z : 0 <z < 1}, {x : 0 < < 1} no son abiertos ni cerrados.

Mostrar que los siguientes conjuntos son cerrados en R?:

{(z,y):2* +y* <1}, {(z,9):x+y=0}, {(z,y):2>0,y>0}
{z : 0 < x < 1} es un conjunto cerrado de R y {(z,0) : 0 < =z < 1} es un
subconjunto cerrado de R? (compare con el ejercicio 2.3.10).

Si A y B son conjuntos cerrados en R, entonces A x B es un subconjunto cerrado
de R%. Compare con el ejercicio 2.3.11. Observe que no es cierto que si Y C R?
es cerrado, {z : (z,y) € Y para algin y € R} es cerrado en R.

En cualquier espacio métrico (X,d), X y @ son a la vez abiertos y cerrados.
En un espacio métrico discreto todos los conjuntos son abiertos y cerrados. Sin
embargo, en R con la métrica usual, R y @ son los iinicos conjuntos que son a
la vez abiertos y cerrados. (Suponga que A C R es abierto y cerrado, A # R,
A # @. Sea a € A; ninguno de los conjuntos B = {b : b > a,(a,b) C A},
C ={c:c<a,(ca) C A} es vacio (porque A es abierto) y uno de ellos
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es acotado (pues en caso contrario A = R). Digamos que B es acotado y sea
B = sup B. Muestre que (a,3) C A, 3 € R~ A y muestre que como R \ A es
abierto esto da una contradiccién).

2.6. Conjuntos Compactos.

Definicién 2.10 Sea (X, d) un espacio métrico y K C X. Una familia F de
subconjuntos abiertos de X es un cubrimiento abierto de K si

K C U F.
FeF

Una familia G es un subcubrimiento de K si G C F y G es un cubrimiento de K.
El conjunto K es compacto si todo cubrimiento abierto tiene un subcubrimiento
finito. Si X es compacto decimos que es un espacio compacto.

Ejemplos 2.7
1. Sea S = (0,1] C R, S no es compacto ya que hay cubrimientos abiertos
infinitos de S que no tienen subcubrimientos finitos. Por ejemplo

F={(z,2):0<z<1}.

En efecto, supongamos que {(z1,2), (z2,2),...(xx,2)} es un subcubri-
miento finito de S que obtuvimos a partir de F y sea a = min{x1, 22, ..., Tk}
Como z; > 0 para j = 1,...,k se tiene que a > 0. Por otro lado,

(a,2) = Ui (25,2)

Pero ahora vemos que los puntos del intervalo (0,a) C (0,1] no estén en el
subcubrimiento, lo cual es una contradicciéon. En conclusién no se pueden
extraer de F subcubrimientos finitos de (0, 1].

2. Cualquier subconjunto finito de cualquier espacio es compacto. En efecto,
supongamos que A = {ay,as,...,ay,} es el conjunto en cuestién. Entonces,
dado cualquier cubrimiento de A, para cada punto a; basta tomar un
conjunto del cubrimiento que lo contenga, y asi formamos una colecciéon
de n conjuntos del cubrimiento que contienen todos los puntos de A, es
decir, un subcubrimiento finito.

Teorema 2.8 Si K es un subconjunto compacto de (X,d) entonces K es ce-
rrado y acotado.

Demostracion. Veamos que X ~ K es abierto. Fijemos ¢ € X ~\ K y para
cada p € K sea r, = d(p,q)/4. Entonces B(p;rp) N B(g;rp) = @ (ver figu-
ra 2.9). La coleccién {B(p;rp) : p € K} es un cubrimiento abierto de K y



2.6. CONJUNTOS COMPACTOS. 39

por lo tanto hay una coleccién finita de puntos pi,..., p, de K tales que
B(p1;7p,),-- -, B(pn;Tp, ) forman un cubrimiento de K, es decir

K C B(p1;rp,)U---UB(pn;rp,) = B.

Si definimos
C = B(q,rp,) NN Blg;rp,)

entonces C' es una vecindad de ¢ que no intersecta a B. Por lo tanto C € X N\ K
y ¢ es un punto interior de X \ K. Hemos demostrado que todos los puntos de
X ~\ K son interiores y por lo tanto X \ K es un abierto.

Para ver que K es acotado sea p € K, la coleccién {B(p;n) : n € N} forma
un cubrimiento abierto de F y por lo tanto existe un subcubrimiento finito F.
Como todas las bolas tienen el mismo centro, la bola de mayor radio en F cubre

a K y por lo tanto este conjunto es acotado.
|

Figura 2.9: B(p;rp) N B(g;rp) = @

Teorema 2.9 Los subconjuntos cerrados de conjuntos compactos son compactos.

Demostracion. Supongamos que ' C K C X, F cerrado y K compacto. Sea
F un cubrimiento abierto de F, entonces G = F U {F°} es un cubrimiento
abierto de K y por compacidad existe un subcubrimiento finito H C G de K,
que también cubre a F. Si F° € ‘H podemos sacarlo y lo que nos queda es un

cubrimiento finito de F' formado a partir de conjuntos de F.
|

Corolario 2.2 Si F es cerrado y K es compacto, F N K es compacto.

Demostracion. Por el Teorema 2.8, K es cerrado y por lo tanto F'N K es cerrado

y ademas esta contenido en K. El teorema anterior implica el resultado.
|

Definicién 2.11 Sin € Ny a = (a1, ag,..., an), b = (b1, ba,..., by) son
puntos de R™ con a; < b; para 1 < j < n entonces el intervalo cerrado en R™
determinado por ay b es

[a, b ={x€eR":a; <z; <bjparal <j<n}
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Definicién 2.12 Si A es un subconjunto del espacio (X, d) definimos el didmetro
de A como
diam(A) = sup{d(z,y) : x,y € A}

FEl siguiente lema es una extension del Principio de los Intervalos Encajados,
que estudiamos en el Capitulo 1.

Lema 2.1 Sea (I;)72, una sucesion de intervalos cerrados en R™ tales que
(i) Ix+1 C I para todo k € N,
(ii) limg— o diam(I) = 0.

Entonces (yey Ix = {2} para algin z € R™.

Demostracion. Supongamos que I, = [ag, bg] donde a, = (ak1,..., Gkn) ¥
by = (bk,1,..., bgn). Para 1l < j < n, la sucesién de intervalos ([ay,;, b;w»]);o:l
satisface las hipGtesis del Teorema 1.15, de modo que ;o [ak,j, br;] = {z;}
para algin z; € R. Tomando z = (z1,..., 2,) concluimos que (y—, I = {z}.

Teorema 2.10 Todo intervalo cerrado en R™ es compacto.

Demostracidn. Supongamos que esto es falso y sean I; = [a, b] un intervalo
cerrado en R™ que no es compacto y F un cubrimiento abierto de I; que no
contiene ninglin subcubrimiento finito de I1. Sea ¢; = (a; + b;)/2, dividimos I
en 2" intervalos cerrados congruentes de la forma [a, 8] donde para cada j se
da alguna de las siguientes alternativas: a; = a; y 85 =¢; 6 aj =¢; y 3; = b;.

Para alguno de estos intervalos no existe un subcubrimiento finito por una
subfamilia finita de F porque si no, todo I; tendria un subcubrimiento finito.
Escogemos I entre estos subintervalos que no poseen subcubrimiento finito.
Entonces Iy C I y diam([3) = diam(ly)/2.

Continuando este proceso inductivamente obtenemos una sucesién (I;)2°
de intervalos cerrados de R™ tales que Iyy; C Ii, diam([i41) = diam([y)/2
para todo k y ninguna subfamilia finita de F cubre a I. Aplicando el lema
anterior, NI} = {z} para algin z € R".

Como z € I; podemos hallar A € F tal que z € A. A es abierto y entonces
existe r > 0 tal que B(z;r) C A. Escogemos k de modo que

1. .
T diam([;) = diam(I) < r.
Entonces I, C Ay {A} C F cubre a I}, lo cual es una contradiccién.
[ |
El siguiente resultado nos da una caracterizacién fundamental de los con-
juntos compactos en R™.

Teorema 2.11 (Heine-Borel) Un subconjunto de R™ es compacto si y sdlo si
es cerrado y acotado.
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Demostracion. Si K C R™ es compacto, el Teorema 2.8 muestra que K es cerrado
y acotado. Por el contrario, si suponemos que K C R" es cerrado y acotado,
entonces para algin intervalo cerrado I = [a, b], K C I. Por el Teorema 2.9,
K es compacto.

El préximo teorema nos da otra caracterizacién de los conjuntos compactos.

Teorema 2.12 Sea K C R™, las siguientes proposiciones son equivalentes:

1. K es compacto.
2. Todo subconjunto infinito E de K tiene un punto de acumulacion en K.
Demostracion.
(1) = (2) Si ningin punto de K fuese punto de acumulacién de E entonces todo
punto g € K tendria una vecindad V; que tiene a lo sumo un punto de
(este punto serfa ¢ si ¢ € E). Claramente ninguna subcoleccién finita de
{V4,} puede cubrir a E y tampoco puede cubrir a K, ya que E C K. Esto
contradice la compacidad de K.
(2)= (1) Por el Teorema de Heine-Borel basta ver que K es cerrado y acotado.

Supongamos ahora que K no es acotado, entonces contiene puntos x,, con
||| > m para n € N. El conjunto £ = {z, : n € N} C K y no tiene
ningin punto de acumulacién en R* y, por tanto, en K, lo cual es una
contradiccién. Esto muestra que K es acotado.

Si K no es cerrado hay un punto zy € R™ que es punto de acumulacién de
K pero zg ¢ K.Paran € N existen puntos z,, € K con ||z,—z| < 1/n. Sea
S = {z, : n € N}, S es infinito, tiene a xy como punto de acumulacién y es
facil ver que no puede tener ningin otro. Vemos entonces que .S no tiene
puntos de acumulacién en K, lo cual, una vez maés, es una contradiccién.
Esto muestra que K es cerrado.

Teorema 2.13 (Bolzano - Weierstrass) Todo subconjunto infinito y acota-
do de R™ tiene un punto de acumulacion.

Demostracion. Como el conjunto F C R™ es acotado, para algin intervalo ce-
rrado [a, b] se tiene E C [a, b]. El intervalo [a, b] es compacto y por el teorema
anterior E tiene un punto de acumulacién en [a, b].

Ejercicios 2.5
A menos que se especifique lo contrario, en R"™ usamos la métrica usual

1.

Sea X un espacio y d la métrica discreta en X. Demuestre que los tnicos sub-
conjuntos compactos de (X, d) son los subconjuntos finitos.
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Demuestre que N no es un subconjunto compacto de R con la métrica usual.

Si {K.} es una coleccién de subconjuntos compactos de un espacio métrico
(X,d) tal que la interseccién de toda subcoleccién finita de {K.} no es vacia,
entonces NK, no es vacia.

Si X es el espacio de los racionales con d(p,q) = |p — q| y E es el conjunto
de todos los racionales q tales que 2 < p* < 3, demostrar que E es cerrado y
acotado pero no es compacto.

Se dice que un espacio métrico es separable si contiene un subconjunto denso
numerable. Demostrar que R es separable.

Sea (X, d) un espacio métrico en el que cada subconjunto infinito tiene un punto
de acumulacién. Demostrar que X es compacto.

Ejercicios Complementarios

1.

Sea X un conjunto y di, d2 dos métricas definidas en él. Decimos que estas
métricas son equivalentes si existen constantes positivas ¢ y C tales que

cdi(z,y) < do(z,y) < Cdi(z,y).

Muestre que la métrica usual en R?® (ejemplo 2.1.8) y las métricas di y da
definidas en los ejercicios 2.1.1 y 2.1.2 son equivalentes, pero que, en cambio,
ninguna de ellas es equivalente a la métrica discreta (ejemplo 2.1.1).

Demuestre que las métricas d y d’ del ejercicio 2.1.6 son equivalentes.

Sea C el circulo unitario en R?, es decir, el conjunto que consiste de pares
(cosB,sen @) para 0 < 0 < 2mw. Para p = (cos0,senf) y g = (cos ¢,sen ¢) defini-
mos d(p, q) = |0—¢|. Demuestre que (C,d) es un espacio métrico. ;Es equivalente
d a la métrica dv definida en el ejercicio 2.1.17

Sea C el conjunto de las funciones continuas f: [0,1] — R. Definimos

d(f,g) = / £(2) — g(x)|dz, f.geC.

Demuestre que (C,d) es un espacio métrico. Si en lugar de C consideramos el
conjunto de las funciones acotadas C que definimos en el ejemplo 1.7, ;Es d una
métrica en este espacio?

Demuestre que cualquier familia de intervalos abiertos disjuntos en R es nume-
rable.

En cualquier espacio métrico, un conjunto abierto A puede expresarse como
union de bolas abiertas. (Para a € A, existe €4 > 0 tal que B(a,eq) estd con-
tenido en A).

Demostrar que todo conjunto abierto en R es la union de una coleccion a lo
sumo numerable de intervalos abiertos.

Se dice que una coleccion {Va, a € A} de subconjuntos abiertos de (X,d) es
una base si se cumple que para todo x € X y todo conjunto abierto G C X
tal que © € G se tiene que x € Vo, C G, para algin «. En otras palabras, todo
conjunto abierto en X es la unidn de una subcoleccion de {V,}. Demostrar que
todo espacio métrico separable tiene una base numerable. (Indicacién: tomar los

entornos con radio racional y centro en algin subconjunto denso numerable de
X).
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Comentarios.

Bernard Bolzano (1781-1848) de Praga fue uno de los pioneros en el estudio riguroso
de los conjuntos y otros temas fundamentales del anélisis.

Karl Weierstrass (1815-1897) fue uno de los grandes matemadticos del siglo dieci-
nueve.



