Capitulo 1

Los Numeros Reales

1.1. Introduccion.

En este primer capitulo del libro introducimos el sistema de los Niumeros
Reales, que es la base sobre la cual se desarrolla el Andlisis Matemaético. Los
matematicos griegos, cuyo interés fundamental fue la Geometria, sabian que los
numeros racionales, es decir, cocientes de enteros, no bastan para asignar una
longitud numérica a cada segmento de recta. En efecto, un tridngulo rectangulo
de catetos de longitud 1 debe tener, por el Teorema de Pitadgoras, una hipotenusa
de longitud d con d? = 2, y es facil ver que ningtin ntimero racional tiene esta
propiedad: supongamos d = a/b donde a y b son enteros y no son ambos pares.
Si d?> = 2, tenemos 2> = a? y por lo tanto a es par, digamos a = 2¢, pero
entonces b? = 2¢? y b también es par, lo cual es una contradiccién. Al ntimero
que corresponde a la longitud de la hipotenusa de este tridngulo (que no es un
niimero racional) lo llamamos raiz de dos y lo denotamos /2. Para poder incluir
estos niimeros es necesario extender el conjunto de los ntimeros racionales.

Comenzamos este capitulo postulando la existencia de un conjunto R, cuyos
elementos llamaremos niimeros reales, junto con las operaciones de suma y mul-
tiplicacién y una relacién de orden, que tomados en conjunto satisfacen trece
axiomas. Estos axiomas definen lo que conocemos como un Cuerpo Ordenado
Completo, y constituyen la respuesta a la pregunta ; Qué son los nimeros reales?
La prueba de que esta estructura de Cuerpo Ordenado Completo existe (y es
unica) depende de las hipétesis iniciales. En nuestro caso simplemente listare-
mos los axiomas que definen a un Cuerpo Ordenado Completo y supondremos
la existencia de este objeto.

Es posible seguir un camino constructivo para responder la pregunta del
parrafo anterior, es decir, es posible, partiendo de los Numeros Racionales o
incluso de estructuras mas elementales como los Nuimeros Naturales o axiomas
bésicos de la Teorfa de Conjuntos, construir un conjunto con operaciones de
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suma y multiplicaciéon y una relacién de orden, que satisfacen los axiomas que
vamos a listar en este capitulo y que constituyen lo que conocemos como los
Numeros Reales. Hay varias maneras de hacer esta construccion. En los ejercicios
complementarios al final del capitulo presentamos, como problema a resolver,
una sucesién de ejercicios que lleva a esta construccion a través del método de
Dedekind.

1.2. Axiomas para los Numeros Reales.

Suponemos la existencia de una cuddrupla (R, +, -, <) en la cual:
1. R es un conjunto,

2. 4+ y - son funciones de R x R — R,

3. < es una relacién en R,

que satisfacen los trece axiomas que listaremos a continuacién:

Axiomas para la Suma.
i) Conmutatividad.
Paratodoayben R, a+b=>b+a.

ii) Asociatividad.
Para todo a,by cen R, (a+b)+c=a+ (b+c).

iii) Existencia del Elemento Identidad.
Existe un elemento 0 € R tal que a +0 = 0+ a = a para todo a € R.

iv) Existencia de Elemento Inverso.
Para todo a € R, a # 0, existe un elemento —a € R tal que —a + a = 0.

En lenguaje algebraico estos cuatro axiomas dicen que (R, +) es un grupo
abeliano. A partir de estos axiomas podemos obtener otras propiedades de los
numeros reales. Veamos un ejemplo.

Ejemplo 1.1 (Ley de cancelacién para la suma)
Sia,bycestdinen Ry a+b=a+ c entonces b = c.
Demostracion. Por (iv) existe el elemento inverso —a € R y entonces

—a+ (a+b)=-a+(a+c)

por lo tanto (—a+a)+b=(—a+a)+c por (ii)
de donde 0+b=0+c por (iv)
y en consecuencia b=c por (i) y (iii)
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Ejercicios 1.1
1. Usando los axiomas (i)-(iv) demuestre lo siguiente

a) Sia+b=0 entonces b= —a.

b) —(—a) =a.

¢) —(a—b) =b—a. Por lo tanto —0 = 0.

d) Si para algin a € R,a + b = a, entonces b = 0.

Axiomas para la Multiplicacion.

v) Conmutatividad.
ParatodoaybenR,a-b=1b-a.

vi) Asociatividad.
Para todo a,bycenR, (a-b)-c=a-(b-c).

vii) Existencia del Elemento Identidad.
Existe un elemento 1 € R, 1 # 0 tal que a - 1 = a para todo a € R.

viii) Existencia de Elemento Inverso.
Para todo a € R, a # 0, existe un elemento a~! € R tal que a-a~! = 1.

Observamos que estos axiomas son similares a los cuatro iniciales. En efecto,
si reemplazamos R por R® = R\ {0} y + por - en (i) - (iv) obtenemos (v) -
(viii) para (R°,-), lo cual muestra que este par es un grupo abeliano. Como
consecuencia, cualquier resultado que demostremos para (R, +) se traduce en
un resultado relativo a (R°, ). Asi, el ejemplo 1.1 nos dice que:

Sia,bycestinen R°y a-b=a-centonces b=c.

El préximo axioma expresa una relaciéon entre la suma y la multiplicacién:
ix) Distributividad.
Paraa,bycenR,a-(b+c¢)=(a-b)+ (a-c).

En lenguaje algebraico, los axiomas (i) - (ix) dicen que (R, +, -) es un Cuerpo.

Ejercicios 1.2
1. Usando los axiomas (i)-(ix) demuestre lo siguiente

a) Sia# 0y ab=ac, entonces b = c.

b) 0-a =0 para todo a € R.

c) Siab=0 entoncesa=036b=0.

d) Sia#0entoncesa™* #0y (a™!) ' =a.

e) Siab# 0 entonces a #0,b#0y (ab)™ " =a b7
f) (-1)-a= —a.

g) (—a)-b= —ab.
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h) (—a)-(=b) = ab.
2. Considere un sistema con dos elementos o y (3 y las siguientes reglas de suma y
multiplicacion
a+a=a, a+pB=4, B+a=0, B+06=q,
a-o=aq, OJ'B:OQ B'a:a7 ﬁﬁzﬁ
Demuestre que este sistema forma un cuerpo.

3. Considere los niimeros de la forma a+bv/6 donde a y b son racionales. ;Satisface
este conjunto los axiomas de un cuerpo?

Axiomas para la Relacién de Orden.

x) Para cualquier a € R es cierta una sola de las siguientes posibilidades:
a<0, a=0, 0<a.

xi)Siaybestdnen R, 0 <a, 0 <bentonces 0 <a+by0<a-b.

xii) Paraayben R, a < bsiysélosia—b<0.

Si a < b también escribimos b > a. La relaciéon < se define por a < bsiy
sélo si a < b 6 a =b. Los axiomas (x) y (xii) dicen que < es un orden lineal y
(xi) relaciona el orden < con las funciones + y -.

Definicién 1.1 Para cualquier a € R, el médulo o valor absoluto |a| se define

como sigue:

xr, siz>0,

|z = .
—z, sino.

Ejercicios 1.3
1. Usando los axiomas (i)-(xii) demuestre lo siguiente:

a) Para cualesquiera a,b,c en R, a <byb < cimplicana<c;a<byb<c
implican a < ¢; es decir, las relaciones < y < son transitivas. La relacién
< es reflexiva (a < a) mientras que < no lo es.

b) Siaybestdnen R, a < b yb< a, entonces a = b.

c) Sia,bycestdn en R y a > b, entonces a+ c > b+ c; si ¢ > 0 entonces
ac > be; si ¢ < 0 entonces ac < be.

d) Sia € R ya#0 entonces a-a > 0. En consecuencia 1 > 0.
e) Para cualquier a en R,a > 0 si y sélo si —a < 0.
f) Sia € R y a> 0 entonces a™' > 0; si a < 0, entonces a~ ' < 0.

g) Para cualesquiera a,b,c en R, a —b < a—csiy sélosib>c.
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h) Siaybestdn en R, a > b > 0 implica 0 < a™* < b *

a<b<0implicab ! <a ! <0.

, mientras que

i) Para cualesquiecraa ybenR, cona>0yb>0, a>b<a-a>b-b.

j) Sia € R, entonces | — a| = |a|]. Ademds, |a| =0 si y sélo si a = 0.

k) Para cualesquiera a y b en R, |ab| = |al||bl,|a + b| < |a] + |b] y |a — b] >
llal — [bl]-

1) Siaybestdn en R y b > 0, entonces |a| < b si y sélo si —b < a < b.

2. Demuestre que para el sistema definido en el ejercicio 1.2.2 no es posible definir
una relacién de orden que satisfaga los axiomas (x) - (xii).

3. Considere el conjunto descrito en el ejercicio 1.2.3. jSatisface este conjunto los
axiomas para la relacién de orden?

En lenguaje algebraico los axiomas anteriores expresan el hecho de que
(R,+,+,<) es un Cuerpo Ordenado. Por lo tanto las consecuencias de estos
axiomas, y en particular los ejercicios 1.1, 1.2 y 1.3, son véalidas para cualquier
Cuerpo Ordenado, como por ejemplo los Nimeros Racionales. Lo que distingue
al cuerpo de los reales R de otros cuerpos ordenados como el de los racionales,
es el axioma (xiil) de completitud que enunciaremos en la seccién 1.6. En las
préximas tres secciones consideraremos algunas consecuencias de los primeros
doce axiomas.

1.3. Los Numeros Naturales

En esta seccién definiremos y estudiaremos algunas propiedades de los Nume-
ros Naturales como subconjunto de R. Intuitivamente pensamos en los niimeros
naturales como el conjunto que contiene al nimero 1 y sus sucesores:

{1, 141, 1+1+1,..}

de modo que 1 es un natural y si n es un nimero natural, n+1 también. La defini-
cién que daremos surge de la idea intuitiva de que el conjunto de los nimeros
naturales debe ser el menor conjunto de nimero reales con esta propiedad.

Definicién 1.2 Decimos que un subconjunto A de R es inductivo si:
i)leA,
i)peA=p+1ecA

Como ejemplos tenemos que R es un conjunto inductivo y también lo es
{z € R,z > 1}. Es fdcil verificar que la interseccién de cualquier coleccién de
conjuntos inductivos es un conjunto inductivo. Sea S la familia de todos los
subconjuntos inductivos de R, definamos

N=[)4

AeS



6 CAPITULO 1. LOS NUMEROS REALES

es decir,
N = {2z € R;z € I para todo conjunto inductivo I C R}.

Los elementos de N son los nimeros naturales (o enteros positivos). Si A es
cualquier subconjunto inductivo de R, entonces A € Sy N C A. Ademés 1 € N,
yva que 1 pertenece a todo conjunto inductivo, y por lo tanto N no es vacio.

Teorema 1.1 (Principio de Induccién Finita) Si A C N y A es inductivo
entonces A = N.

Demostracion. Si A es inductivo entonces N C A. Por hipdtesis A C N y entonces
A=N.
[ |
Veamos la forma como se utiliza normalmente el principio de induccién fini-
ta. Supongamos que, para cada n € N, P, es una proposicién y queremos
demostrar que todas las proposiciones P,, son ciertas. Definimos A = {n : n €
N, P, es cierto}, y en consecuencia A C N. Queremos ver que A = N y para
esto es suficiente, por el teorema anterior, mostrar que A es inductivo, es decir,
quele Ayp+1€ Asipe A Por lo tanto, si queremos ver que P, es cierta
para todo n, es suficiente mostrar que
e P; es cierto,
e para cualquier n € N; si P, es cierto entonces P, es cierto.
Como ejemplo de utilizacién del Principio de Inducciéon veamos el siguiente
teorema.

Teorema 1.2 Sin € N yn #1 entonces (n—1) € N.
Demostracion. Usamos induccién: sea A = {1} U{n € N:n—1 € N}, basta ver
que A = N. Evidentemente 1 € A. Supongamos n € A, entonces (n+1) — 1 =

n € A CN, de modo que (n+ 1) € A. Por induccién A = N.
|

Teorema 1.3 Sip y q estan en N entonces
(1) p+qgeN.
(2) pg e N.
(3) p>1.
(4) Siq > p entonces ¢ —p € N.
(5) Six eRyp<z<p+1 entonces z ¢ N

Demostracion.
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(1) Supongamos quep € Nysea A ={n:n € Ny p+n € N}. Evidentemente
basta ver que A = N y para esto mostraremos que A es inductivo. Como
p € Ny N es inductivo, p+ 1 € N de modo que 1 € A. Si n € A entonces
p+n € Ndemodoque p+(n+1)=(p+n)+1€N,y por lo tanto
n+1eA.

Las pruebas de las proposiciones (2), (3) y (4) son similares y quedan como
ejercicio. En cada caso hay que mostrar que el conjunto A es inductivo
donde

A={n:neNnpeN} en el caso (2),
A={n:neNn>1} en el caso (3),

A={n:neN,ysimeNm>n,entonces m —n € N} en el caso (4).

(5) Siz e N, p<a<p+1lyaz €N entonces por (4) x —p € Ny por
(3) tenemos x —p > 1, es decir, z > p + 1 lo que contradice la hipdtesis
x < p+ 1. Por lo tanto, la hipétesis x € N es falsa.

Definiciéon 1.3 Si A C Ry b € R es tal que a < b para todo a € A, decimos
que b es una cota superior para A. Si A C R tiene una cota superior decimos
que A estd acotado superiormente.

SiACRycéeRestal que c < a paratodo a € A, decimos que ¢ es una cota
inferior para A. Si A C R tiene una cota inferior decimos que A estd acotado
inferiormente. Si A C R estd acotado superior e inferiormente, decimos que A
esta acotado.

Si A C R, un ntimero real b es un supremo o una cota superior minima para

A si:
1. b es una cota superior para A.
2. No hay cota superior para A que sea menor que b.

Si b es un supremo para A, escribimos b = sup A.

Si A C R, un nimero real ¢ es un infimo o una cota inferior maxima para A
si:

1. ¢ es una cota inferior para A.
2. No hay cota inferior para A que sea mayor que c.

Si ¢ es un infimo para A escribimos ¢ = inf A.

Teorema 1.4 (Principio del Buen Orden) Si A es un subconjunto no vacio
de N entonces A tiene un infimo, es decir, hay un elemento a € A tal que p > a
para todo p € A.
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Demostracion. Supongamos que existe un subconjunto no vacio A de N que
carece de infimo. Definimos S = {n € N : n < a para todo a € A}. Sabemos
que 1 € S porque en caso contrario el Teorema 1.3 (3) muestra que 1 es el infimo
de A. Supongamos que n € S'y que n+ 1 ¢ S, entonces existe a € A tal que
a < n+ 1. Como no existe ningiin nimero natural entre n y n + 1 vemos que
a=n+1y aes el menor elemento de A; por lo tanto es el infimo de A. Esta
contradiccién muestra el resultado.

|

Ejercicios 1.4
1. Demuestre por induccién que 1+2+---+n = in(n+ 1) para todo n € N.

2. Demuestre por induccién que 1 +3 4+ 5+ --- + (2n — 1) = n? para todo n € N.
3. Demuestre por induccién que 14+ 4 + % + .-+ ;& =2 — -1 para todon € N,
4

. Demuestre por induccién la desigualdad de Bernoulli: Si x > —1 y k € N en-
tonces (1 + x)* > 1+ kx. Hay igualdad sélosik =16 x = 0.

5. Sea (Z) el coeficiente binomial definido por

n n!
(k:) ~ Kl(n— k)

donde n, k son enteros positivos (> 0), 0 < k < n, y definimos 0! = 1. Demuestre
las siguientes afirmaciones.

o)) o) o)) e

1.4. Los Numeros Enteros.

Definicién 1.4 Un ntimero real x es un enterosi z =0, x € N6 —x € N. El
conjunto de los enteros lo denotamos Z.

Teorema 1.5 Sim,n € Z entonces —n € Z, m+n € Z y mn € Z.

Demostracion Ejercicio.

Definicién 1.5 Sea z € R, definimos 2° = 1, 2! = 2 y 2"*! = 2"z paran € N.
Siz#0yn €N definimos 27" = 1/z™.

Teorema 1.6 (Leyes de los Exponentes) Sean z,y € R\ {0} y m,n € Z.
(1) z™zg™ = gm*tn,

(2) x"y" = (zy)".
(3) (a™m)" =amm.
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(4) Sin>0, >0, y>0 entonces x <y < 2" < y™.

Demostracion. Todas las proposiciones pueden demostrarse fijando x, y y m 'y
haciendo induccién en n, considerando los casos n > 0 y n < 0 por separado.
Los detalles quedan como ejercicio.

|

1.5. Numeros Racionales e Irracionales.

Definicién 1.6 Un nudmero racional es un niimero real & que puede expresarse
en la forma z = m/n, donde m y n son enteros y n # 0. El conjunto de los
racionales se denota por Q. Los nimeros en R\Q se llaman nimeros irracionales.

El siguiente teorema puede deducirse facilmente de las propiedades de los en-
teros.

Teorema 1.7 Si z,y € Q, entonces —x,x + y,zy y v~ (para x # 0) también
son racionales. Por lo tanto, Q también es un cuerpo.

Mas aun, en Q también hay una relacion de orden que satisface los axiomas
(x), (xi) y (xii), de modo que (Q,+, -, <) es un Cuerpo Ordenado.

1.6. El Axioma de Completitud.

Hasta ahora hemos visto los primeros doce axiomas para los nimeros reales y
algunas de sus consecuencias. El dltimo axioma, conocido como Axioma de Com-
pletitud, es el objeto de esta seccién. Para completar el argumento que vamos
a desarrollar como introduccién, necesitamos herramientas, como la propiedad
arquimediana, que aun no hemos demostrado. Sin embargo, el argumento es
intuitivamente claro y nos sirve para motivar el tultimo axioma de los nimeros
reales.

Consideremos en @ el conjunto A = {z € Q : < \/2}. Este conjunto
esta acotado superiormente: por ejemplo, 2 es una cota superior de este conjunto.
Més atn, cualquier elemento de Q que sea mayor que v/2 es una cota superior
del conjunto. Por otro lado, cualquier racional z que sea menor que v/2 es un
elemento del conjunto y no es cota superior de él, ya que entre z y v/2 hay
otros racionales, que también estdn en A. En consecuencia, cualquier racional
que esté por encima de v/2 es cota superior del conjunto A, mientras que ningin
racional que esté por debajo de v/2 es cota superior. Ahora la pregunta es si
este conjunto tiene un supremo en Q, es decir, si hay en Q una cota superior
que sea menor que todas las otras cotas superiores.

La respuesta es no. Cualquier niimero racional w mayor que /2 es cota
superior del conjunto, pero no es la menor cota superior: si w € Q, w > /2
entonces siempre existe w’ € Q con V2 < w’ < w, es decir, siempre existe
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otro racional menor que w que también es cota superior de A. Por otro lado,
cualquier racional menor que v/2 no es cota superior, como hemos visto.

Si hubiera un supremo de A en Q, tendria que coincidir con v/2, pero ya
hemos visto que este no es un niimero racional. Por lo tanto, en QQ este conjunto
no tiene un supremo. En cambio, en R si: V2. Esta es la diferencia fundamental
entre Q y R, que se expresa en el ultimo axioma para los nimeros reales.

xiii) Axioma de Completitud
Si A C R no es vacio y estd acotado superiormente entonces A tiene un
supremo.

Podemos ahora dar una definicién de los nimeros reales: Son un conjunto de
numeros R con dos operaciones + y - y una relaciéon de orden <, que satisfacen
los trece axiomas que hemos listado.

Veamos una consecuencia inmediata del Axioma de Completitud.

Teorema 1.8 Si A C R no es vacio y estd acotado inferiormente entonces A
tiene un infimo.

Demostracion. Sea B = {b € R : b es una cota inferior para A}. Entonces B
no es vacio porque A estd acotado inferiormente. Ademds, sia € Ay b € B
entonces b < a de modo que B estd acotado superiormente. Por el Axioma de
Completitud B tiene un supremo. Sea ¢ = sup B, entonces, por definicién de
supremo, £ es una cota superior para B y por lo tanto

1. £ > b para todo b € B,
y como todo a € A es cota superior de B,
2. ¢ < a para todo a € A.

Estas dos propiedades muestran que ¢ = inf A.
[ |
A continuacién damos una formulacién equivalente del axioma de completi-
tud:

Teorema 1.9 (Dedekind) Supongamos que A y B son subconjuntos no vacios
de R tales que AUB =R ysia € A ybe B entonces a < b. En este caso existe
a € R tal que si x > a entonces x € B y si x < « se tiene que x© € A.

Demostracion. El conjunto A no es vacio y por hipdtesis todo elemento de b es
cota superior de A. Como B # & sabemos que A estd acotado superiormente.
Por el Axioma de Completitud, A tiene un supremo. Sea o = sup A, entonces
como « es cota superior para A, a < a para todo a € A y como todo elemento
de B es una cota superior de A, a < b para todo b € B.
Si z > a entonces x € B ya que en caso contrario x € A y tendria que ser
cierto que z < . De manera similar, si ¢ < o, ¢ € A y la prueba termina.
|
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Retomando el ejemplo sobre el conjunto de nimeros racionales con el que
iniciamos esta seccién, v/2 corresponde al o del teorema, que estd en R pero no

en Q.

Veamos ahora que, reciprocamente, el Teorema de Dedekind implica el Axio-
ma de Completitud. Supongamos cierto el Teorema 1.9 y sea A’ C R un conjunto
acotado superiormente. Queremos ver que A’ tiene un supremo.

Si A’ tiene una cota superior b que pertenece a A’ entonces b = sup A’ y no
hay nada que probar.

Supongamos entonces que ninguna cota superior de A’ estéd en A’ y definamos
B = {b € R :bes cota superior de A'}. Como A’ estd acotado superiormente
por hipétesis, B # & y si definimos A = R\ B entonces A’ C Ay A # @.
Ademsds si a € Ay b € B entonces a # b de modo que a < b 6 a > b. Pero b es
una cota superior de A’ y si a > b tendrfamos que a también es cota superior
de A’ y a € B, lo cual es imposible. Por lo tanto sia € Ay b € B,a < b. Por
el Teorema 1.9 concluimos que existe un @ € R tal que + > a = 2z € By
r<a=z€A

Sixz € A’ entonces z € Ay x < «a (en caso contrario x > oy x € B) de modo
que « es una cota superior para A’. Si b es una cota superior para A’, b€ By
b > « (en caso contrario b < ay b € A) de modo que « es un supremo para A
y el Axioma de Completitud es cierto.

|

El siguiente teorema nos da una consecuencia importante del Axioma de

Completitud.

Teorema 1.10 (Propiedad Arquimediana) Siz > 0, para cualquier y € R
eziste n € N tal que nx > y.

Demostracion. Sea x > 0, y € R y supongamos que no existe n € N tal que
nx > y. Entonces nz < y para todo n € N, de modo que el conjunto A = {nx :
n € N} no es vacio y estd acotado superiormente. En consecuencia A tiene un
supremo. Sea a = sup A entonces sin € N, nx = (n+ 1)z — 2 < a — z de modo
que a — x < a es una cota superior para A. Esta contradiccion muestra que la
hipétesis nx < y para todo n € N es falsa.

|

Cualquier cuerpo ordenado que posea la propiedad enunciada en el teore-
ma anterior es un Cuerpo Arquimediano. Hay cuerpos ordenados que no son
Arquimedianos y hay cuerpos Arquimedianos que no son completos.

Podemos obtener las siguientes conclusiones del Teorema 1.10. Tomando
x=1,siy € R hay un n € N tal que n > y, es decir, hay enteros positivos
arbitrariamente grandes.

Por otro lado tomando y = 1, si x € R, x > 0 hay un n € N tal que
1/n < z. (Esto quiere decir que la sucesién {1/n} toma valores arbitrariamente
pequenos).
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Teorema 1.11 (Densidad de los Racionales) Si a y b son nimeros reales
con a < b entonces hay un racional v tal que a < r < b.

Demostracion. Supongamos primero que a > 0. Por el Teorema 1.10. hay un
entero positivo n tal que n(b — a) > 1, es decir, nb > na + 1. De nuevo por
el Teorema 1.10 el conjunto {m : m € N, m > na} no es vacio y por el buen
ordenamiento de los naturales tiene un minimo elemento p, es decir, hay un
entero positivo p tal que p > na > p — 1. Por lo tanto

nb>na+1>p>na

y si ponemos r = pn~! tenemos a < r < b. Si @ = 0 entonces 0 < b/2 < by
por lo que acabamos de ver hay un racional r tal que 0 = a < b/2 < r < b. Si
a < 0 entonces a < 0 < b, y en este caso el Racional 0 satisface la proposicién,
6 0 < |b] < |a|] y en este caso hay un racional r entre |b| y |a| y a < —r < b.

|

Ejercicios 1.5
1. Si by ¢ son supremos del conjunto A, entonces b = c. Mostrar lo mismo para
infimos.

2. SiACR, b=supA siy sélosib es cota superior para A y dado € > 0 existe
a€ Atalqueb—e<a<b.

3. Si b es cota superior para el conjunto A y b € A, entonces b = sup A.
4. Hallar, si existen, el supremo e infimo de cada uno de los siguientes subconjuntos
de R:
(a) {z:0<z <1}, ®) {z:0<x <1}, (o) {z:0< <1},
(d){z:0<2<1} (e){z:2°—4>0}, (f){z:2°—4<0},
(9) {z:z <2}, (h) {z 1z <2}, () {z: 2 = 4}.
Este ejercicio muestra que el supremo y el infimo de un conjunto pueden o no
pertenecer a él.

5. Para cada uno de los siguientes conjuntos liste tres cotas superiores, tres co-
tas inferiores, el supremo y el infimo (si existen) y determine si estos tltimos
pertenecen al conjunto.

(a) {m e}, (b) {25}, (c) {1/n:n €N},
(d) [-2,-1]U[L,2], (e) {reQ:r <3} (f) {reQ:r* <9},
(9) {n € N:n® <9}, (h) {n € Z:n* < 9}, (7) F](—l/n,l—kl/n)7

i=1

G | J(~1+1/n,1=1/n], (k) {e+%:n€N}, () {z® :n e R}.

s

Il
—

7

6. Siz € Ry |z| <n—1 para todon € N entonces x = 0. Si € R y para todo
€ >0, |z| < e entonces x = 0.
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7. Si z € R hay un tnico entero n tal que n < x < n+ 1. (El entero n se denota
usualmente [z] y se llama la parte entera de x).

8. Sir # 0 es racional y x es irracional, entonces x + r y xr son irracionales.
9. Sir y s son racionales con r < s, entonces hay un irracional x tal quer < x < s.

10. Sean A y B subconjuntos no vacios de R acotados superiormente. Mostrar que
AUBy{a+b:a€ A, be B} estdn acotados superiormente y determine sus
supremos en términos de sup A y sup B.

11. Sean A y B conjuntos acotados y no vacios de nimeros reales positivos. Deter-
mine sup{ab:a € A, b€ B}.

12. Usando los resultados del ejercicio 1.4.4 demuestre por induccién el Teorema Bi-
nomial: Sia, b son nimeros reales y n € N, entonces (a+b)" =37 (:)akbnfk.

1.7. Numeros Complejos.

En esta seccién introducimos las operaciones de adicién y multiplicaciéon en
el plano R x R de modo de obtener un cuerpo, el cual llamaremos el Cuerpo de
los Ntumeros Complejos.

Definicién 1.7 Un ndmero complejo es un par ordenado (a,b) donde a y b
son numeros reales. El conjunto de los niimeros complejos se denota por C. Si
z = (a,b) y w = (¢,d) en C, decimos que z = wsiysélosia =cyb=d.
Definimos ademas

0= (0,0)
1=(1,0)
z4+w=(a+c¢b+d)
zw = (ac — bd, ad + bc)
—z = (—a,—b)
ysiz#0 27! =(a/(a® +b%),-b/(a® +b?))

Teorema 1.12 C es un cuerpo.

Demostracion. La verificacién de los axiomas (i)-(ix) es rutinaria y queda como
ejercicio.
|
En consecuencia, las propiedades de los cuerpos que establecimos anterior-
mente valen para C. En particular, las leyes de cancelacién y las conclusiones
de los Ejercicios 1.1, 1.2 y 1.3 son vélidas para los nimeros complejos.

Convenciones: Observemos que si a, b € R entonces (a,0) + (b,0) = (e +b,0),
(a,0)(b,0) = (ab,0),—(a,0) = (—a,0) y si a # 0,(a,0)~! = (a=1,0). Por lo
tanto los nimeros complejos de la forma (a,0) tienen las mismas propiedades
aritméticas que los nimeros reales. Es costumbre llamar reales a estos niimeros
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complejos y escribir (a,0) = a, cuando a € R. Definimos ahora i como el niimero
complejo (0,1). Entonces, para b € R tenemos

bi = (b,0)(0,1) = (0,b).
Los ntimeros complejos de esta forma se llaman imaginarios. Si a,b € R tenemos
a+bi = (a,0)+(0,b) = (a,b).

Por lo tanto, el niimero complejo (a, b) se puede escribir en la forma a+bi donde
a,b € R. Observamos ademds que

i? =(0,1)(0,1) = (=1,0) = —1.

Definicién 1.8 Si z = a + bi,a,b € R, es un ndmero complejo definimos la
parte real de z, Re(z) y la parte imaginaria de z Im(z) como los nimeros reales

Re(z) =a, Im(z)=1",

respectivamente. Definimos el conjugado complejo de z como Z = a — bi y el
valor absoluto o médulo de z, como el ntimero real

z| = +va? + b2,
||

Teorema 1.13 Para z,w € C tenemos

(1) Re(z) = (2 +72)/2 (2) Im(z) = (2 —z)/2i.
B)ztw=z+w dzw=zw

(5) (1/2) =1/Z si 2z #0. (6) 2% = |2|?

(7) z=Z sty sdlo si z € R (8) |zw| = |2||w]

(9) [Re(2)] <[], (10) [Im(2)] < ||

Demostracion. Ejercicio.

Ejercicios 1.6
1. Demostrar el Teorema 1.13

2. Sea z = (a,b) y pongamos z~* = (x,y). Escriba las ecuaciones que = e y deben

satisfacer para que z -z~ ! = (1,0). Resolviendo estas ecuaciones muestre que la

definicién que dimos de z~! es adecuada.

1

= Z es equivalente a la definicién de z7*.

3. Demuestre que la relacién z7! = 1

z
4. Muestre que 2| = |z| y |27} = |2| 7"
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1.8. Conjuntos Finitos e Infinitos

Definicién 1.9 Dos conjuntos A y B son equipotentes o similares, y escribimos
A ~ B, si existe alguna funcién biyectiva de A en B.

Teorema 1.14 Para cualesquiera conjuntos A, B y C se tiene
i) A~ A.
ii) A~ B= B~ A.
iti) A~ByB~C=A~C.
Por lo tanto ~ es una relacion de equivalencia.
Demostracion
i) Definimos f(z) = x para todo z € A.

ii) Si A ~ B existe una funcién biyectiva f: A — B. Entonces f~!: B — A
también es biyectiva y B ~ A.

iii) Supongamos A ~ B y B ~ C. Entonces existen funciones biyectivas
fiA— Byg: B — C.La funcién compuesta g o f es biyectiva de A
enCy A~C.

Definicién 1.10 Un conjunto A es finito si A = @ o si existe n € N tal que
A~ {keN:1<k<n} Eneste dltimo caso, si f: {1,2,...,n} — A es
biyectiva y si f(k) = xx, escribimos

A={zp:1<k<n}={x1,...,zn} = {%}?:1-

Todos los conjuntos que no son finitos, son infinitos. Un conjunto es nume-
rablemente (o contablemente) infinito si es similar a N. En este caso, si f: N — A
es biyectiva y f(n) = x,, escribimos

A={zn,n €N} ={z1,20,73,...} = {z;};>1.

Un conjunto es numerable si es finito o numerablemente infinito. Un conjunto
que no es numerable es no numerable.

Ejemplos 1.2
1. El conjunto D de los nimeros racionales en (0, 1) es numerable.
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La idea de esta demostracién se debe a G. Cantor. Para demostrar la
numerabilidad de D escribamos sus elementos como sigue:

11 1 1 1
2 3 4 5 6
2 2 2 2 2
3 5 7 9 11
3 3 3 3 3
4 5 7 8

10

Los numeradores en las filas sucesivas del arreglo son los nimeros natu-
rales 1,2,3,--- . En cada fila, los denominadores van aumentando, pero
de manera que cada fraccién sea propia y se encuentre en su menor ex-
presion, es decir, que numerador y denominador sean primos relativos. Es
facil ver que cada elemento de D aparece una vez en este arreglo y que,
reciprocamente, cada término del arreglo es un elemento de D. Podemos
ahora enumerar el arreglo en la direccién que se muestra en la figura, lo
cual prueba que este conjunto es numerable.

1-2 6—7 15--.
Y R

3 5 8 14 17---

N I A

4 9 13 18 26 ---
O

10 12 19 25 32 ...

. El intervalo (0, 1) no es numerable.

Sea F el conjunto de los niimeros que se pueden escribir como desarrollos
decimales infinitos de la forma 0, z1x2x3 ..., donde x1, xs, ... representan
los digitos del 0 al 9. Excluimos del conjunto los casos en los cuales todos
los digitos x; a partir de cierto indice valen 0. Estos nimeros tienen un
desarrollo alternativo en el cual, a partir de cierto indice, todos los digitos
son 9, y usamos siempre este desarrollo. Veamos que este conjunto es
numerable.

El argumento de esta demostracién se conoce como el argumento diagonal
de Cantor. Supongamos que E es numerable, entonces podemos escribir
una lista que contiene todos los nimeros del conjunto de la siguiente ma-
nera:

ler. elemento 0,r11221231 - - -
2do. elemento 0,Z12x00230 - - -

3er. elemento 0, 13223233 - - -
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Consideremos ahora el niimero decimal 0, cjcocs - -+ donde los digitos ¢;
estan escogidos entre 0 y 9 de manera que ¢; # x11, Co # To2,C3 # T33,

-+, v todos los ¢; distintos de 0. Este nimero pertenece a E pero es
distinto a todos los niimeros incluidos en la lista: no es igual al primer
elemento porque ¢; # 11, no es igual al segundo elemento porque co #
T2, v asi sucesivamente. Esta contradicciéon proviene de suponer que F es
numerable.

Definicién 1.11 Sia < bson dos nimeros reales, definimos el intervalo cerrado
de extremos a y b por

[a,b) ={z e R:a <z < b}
El intervalo abierto de extremos a y b es

(a,0) ={zr €eR:a <z <b}.
Definimos también

[a,b) ={xr € R:a <z < b},
(a,b)) ={x € R:a <z <b}.

Teorema 1.15 (Principio de los Intervalos Encajados) Sea {I,,n € N}
una familia de intervalos cerrados en R tal que

Z) In+1 cI,.
it) Dado € > 0,e € R existe n tal que la longitud de I, es menor que €.
Entonces (o, I, = {2} para algin z € R.

Demostracion. Sea I, = [an, by]. Por (i) tenemos ap, < any1 < bpi1 < by, para
todo n € N. Por lo tanto, cada elemento de A = {a,,n € N} es menor o igual
que cualquier elemento de B = {b,,,n € N}. En particular

a=supA<b,yb=infB>a,

para cadan € N. Asf a < by {a,b} C I, para todo n. Por lo tanto (\,—_, I,, # &.
Si esta interseccién contiene dos puntos distintos z < w tomamos e = w—z en (ii)

y obtenemos una contradiccién. Por lo tanto a y b coinciden y (I, = {a} = {b}.
|

Ejemplo 1.3

Sia < ben R, entonces [a, b] no es numerable.

Una manera sencilla de demostrar este resultado es establecer una biyeccién
entre [0,1] y [a,b], puesto que ya vimos que [0, 1] no es numerable. Optaremos
por un camino mas largo que generaliza a cualquier intervalo el argumento
diagonal que usamos para (0, 1).
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Supongamos que [a, b] es numerable. Como la funcién f definida por f(n) =
a+(b—a)/n es inyectiva de N en [a, b] sabemos que [a, b] es infinito. Sea {x,, }22 ;
una enumeracién de [a,b]. Llegaremos a una contradiccién construyendo un
numero z € [a,b] que no estd en esta lista, es decir, z # z,, para todo n.

Dividimos [a, b] en tres intervalos cerrados de igual longitud:

b—a b—a b—a b—a
[a,a—i— 3 }, [a—i— 3 ,b 3 ], [b 3 ,b]
y escogemos uno de ellos, que llamaremos I, tal que z; ¢ I;. Una vez escogido
I, lo dividimos en tres intervalos cerrados de igual longitud y escogemos uno de
ellos, que llamaremos TI,,+1 tal que @11 ¢ Iy1.

Por induccién hemos definido {I,,,n € N}. Esta familia satisface las hipGtesis
del teorema anterior ya que la longitud de I, es (b — a)/3". Por lo tanto
N, I, = {z}. Sabemos que z # z,, ya que z € I, y x, ¢ I,, y esto es cierto
para todo n € N. Pero z € [a,b] = {x1,z2,...,%n, ...}, una contradiccion.

Teorema 1.16 Cualquier subconjunto de un conjunto numerable es numerable.

Demostracion. Sea E un conjunto numerable y A C E. Si E es finito, también
lo es A. Supongamos que E es infinito, E = {z,}52, y A C E infinito. Sea ng

el menor entero tal que x,, € A. Si ya hemos escogido n1,ng, ..., n; escogemos
nk+1 como el menor entero tal que xy,,, € A\ {zn,,...,7p,}. Esto define
ni <ng <ng < --- y nos da una enumeracién de A = {z,, }32,.

|

Teorema 1.17 El conjunto N x N es numerable.

Demostracién. Podemos usar la misma idea de Cantor para la demostracion
de que los racionales en (0,1) son numerables. Escribimos los pares ordenados
(m,n) en un arreglo rectangular infinito de modo que el primer elemento del
par indique la fila y el segundo la columna. Ahora podemos contar los pares
usando el método de Cantor.

|

Teorema 1.18 Sean A y B conjuntos no vacios, B numerablemente infinito.
A es numerable si y sdlo si existe una funcion f: B — A sobreyectiva.

Demostracion. Supongamos que A es numerable y sea {b;}72; una enumeracién
de B. Si A es finito, digamos A = {a1,...,a,} definimos f(by) = air para
1<k<py f(by) = a1 para k > p. Si A es numerablemente infinito tenemos
A = {ar}2, y definimos f(b,) = ay.

Sea ahora f: B — A sobreyectiva. Para cada a € A escogemos b € B tal
que f(b) = a y definimos g(a) = b, es decir, g(a) € f~!({a}) para cada a € A.
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Entonces g : A — B. Como a; # ag en A implica f~'({a1}) N f~1({a2}) = @
vemos que g es inyectiva. Por lo tanto, A ~ g(A) C By por el Teorema 1.16

tenemos que A es numerable.
[ |

Teorema 1.19 La union numerable de conjuntos numerables es un conjunto
numerable: si I es un conjunto numerable y A; es numerable para cada i € I

entonces el conjunto A = J,c; Ai es numerable.

Demostracion. Podemos suponer que I # &, A; # @ para todo i. De acuerdo al
Teorema 1.18 existen funciones sobreyectivas

g:N—1T, fi : N— A;
para cada ¢ € I. Definimos h sobre N x N por
h(mvn) = fg(n) (m)

Es facil verificar que h es sobreyectiva: dado a € A, escogemos i € I de modo
que a € A; y entonces escogemos m y n en N tales que g(n) =1, f;(m) = a.
Finalmente aplicamos el Teorema 1.18 para obtener el resultado.
|

Vimos como ejemplo que el conjunto de los nimeros racionales en (0,1) es
numerable. Usando el teorema que acabamos de demostrar es ficil ver ahora
que todo Q es numerable.

Corolario 1.1 FEl conjunto de los racionales Q es numerable.

Demostracion. Esto es consecuencia del resultado anterior ya que Z es numerable

y Q=Y {Zmez)

neN

Corolario 1.2 El conjunto 1 de los nimeros irracionales no es numerable.

Ejercicios 1.7
1. Sia y b son reales y a < b, entonces (a,b) N Q es numerablemente infinito y
(a,b) N (R — Q) no es numerable.
2. Demuestre el resultado del ejemplo 1.3 estableciendo una biyeccién entre [0, 1]
v [a,b].
3. La unién de una familia finita de conjuntos finitos es finita.

4. Sia, b € R ya < b entonces el conjunto (a,b) = {z : ¢ € Rja < = < b} es
similar a R.
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5. El conjunto {2n : n € N} es similar a N.

6. Si A es numerablemente infinito, entonces A es similar a un subconjunto propio
de si mismo.

7. Todo conjunto infinito contiene un conjunto infinito numerable.

8. Un conjunto A es infinito si y sélo si es similar a un subconjunto propio de si
mismo.

9. Definimos f: NxN — N por f(a,b) = 2°7*(2b—1). Demuestre que esta funcién
es una biyeccion. Esta es otra demostracion del teorema 1.17

1.9. La Extension de los Nuimeros Reales

Sean oo y —oo dos objetos distintos fijos, que llamaremos respectivamente
infinito y menos infinito, ninguno de los cuales es un elemento de R. Sea R* =
R U {—00,00} al cual llamaremos el sistema de los nimeros reales extendidos.
Introducimos un orden en R* de la siguiente manera: para x,y € R, = < y tiene
el significado usual y —oo < & < oo. Los simbolos >, < y > tienen significados
obvios.

Las operaciones aritméticas: x + y,x — y y « - y tienen el significado usual
para x,y € R. Si x € R definimos

xr+oo=00+z=x—(—00) =00

x4+ (—0)=—c0ot+z=2—00=—00
Siz >0, 0-r=r-00= 00 z-(—00)=(-0) T=—-00
Siz <0, 0-x=xr-00=-00 &-(—00)=(-00) =00
004+ 00=00y (—00)+ (—00) = —00

0-0=0-00=(-00)-0=0"(—0c0) =0.
No definimos oo + (—00), —00 + 00,00 + (—00), (—00) - 00 ¥ (—00) - (—00).

Tampoco definimos la divisién por co 6 —oo.

Definiciéon 1.12 Para a < b en R* definimos cuatro intervalos con extremo
izquierdo a y extremo derecho b de la siguiente manera

(a-b)=]a-b={xeR* :a<z<b}
[a-b)=[a-b={reR":a<x<b}
(a-b=]a-bj={reR":a<x<b}

[a-b]={reR":a<x<b}
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Definicién 1.13 Sea F C R*. Si F no estd acotado superiormente por ningtin
nimero real decimos que oo es el supremo de E y escribimos sup(E) = oo. Si
E no estéd acotado inferiormente por ningiin niimero real decimos que —oo es el
infimo de E y escribimos inf(F) = —o0.

Observamos que @ estd acotado tanto por arriba como por abajo por cual-
quier numero real. Escribimos sup @ = —oo y inf @ = co. De esta manera todo
subconjunto de R* tiene supremo e infimo en R*.

Ejercicios 1.8 (Complementarios)

1. Para cualquier par de nimeros reales a y b definimos la distancia entre ellos
como d(a,b) = |a — b|. Demuestre la propiedad triangular: si ¢ es otro niimero
real,

d(a,b) < d(a,c)+d(c,b)

2. ;Cuales de los trece axiomas que hemos estudiados fallan para N? ;Cuales fallan

para 7.7

3. Considere un sistema de cinco elementos 0, 1,2, 3,4 y las reglas de suma y mul-
tiplicacion descritas por las siguientes tablas:

[+fof1[2][3]4] [xfJoj1[2][3]4]
0[fo[1[2]3]4 0o[foJoJoJo]o0
T[1[2[3]4]0 T[o[1[2]3]4
2 [2]3]4]01 2 [[0[2]4][1[3
334012 303142
Aajo[1]2]3 Alfo[4a[3]2]1

Muestre que este sistema satisface los axiomas de un cuerpo. jFEs posible definir
una relacién de orden que satisfaga los axiomas (x) - (xii)?

4. Un numero real es algebraico si satisface una ecuacién de la forma
n n—1
anx" + an—1T"  + - +a1x+ao =0

para algin n € N, donde los coeficientes a; son enteros. Un nimero real que no
es algebraico es trascendental. Muestre que el conjunto de niimeros algebraicos
es numerable mientras que el de los trascendentales no lo es.

5. La Construccién de los Niimeros Reales. Hay un procedimiento estandar,
que se debe a Dedekind, para construir el conjunto de los nimeros reales a partir
de los niimeros racionales. Suponemos la existencia de un sistema (Q,+, -, <)
que satisface los axiomas (i)-(xii). A partir de este sistema construiremos otro,
(R,®,®, <) que satisface los trece axiomas que consideramos en este capitulo
y que ’contiene’ una copia de Q en el siguiente sentido: Hay una biyeccién
f: Q — R que satisface

fla+y)=flz)® f(y),
fl@-y) = flz) © fy), (L.1)
f(x) < f(y) siysdlosiz<y.
de modo que podemos considerar a f(Q) como una copia de Q en R.

Comenzamos por definir R como la coleccién de subconjuntos o de Q que tienen
las siguientes propiedades:
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) a9, a#Q.
ii) Sir € ays<r entonces s € a.
iii) Sisup « existe entonces sup o ¢ a.

a) Sia, B € R definimos a®f ={z+y:x € a,y € B}. Demuestre que a® B € R y
que la operacién @ satisface los axiomas (i) — (iv). El cero de R se define como
0"={z€Q:z<0}.

b) Si a € R definimos 0* < asi0 € a; a < B si a © f < 0*. Verifique que <
satisface los axiomas (x), (xii) y la primera parte del axioma (xi).

¢) Definimos o ® 0* = 0%, para todo o € R. Si 0" < o, 0" < 3, definimos

a@f={z€Q:2<06zxz=stcons>0,t>0,s€a,tc [}
Sia < 0" < 3 definimos a ® 8 = ©((6a) ® B), y asf sucesivamente. Verifique el
resto de los axiomas (1) - (xii).
d) Suponga que el conjunto A C R estd acotado superiormente. Sea v = N{a : a €

A}. Verifique que v € R y que v = sup A.

Para © € Q definimos f(z) = {t € Q : t < z} Verifique que f es una funcién
biyectiva de Q en R que satisface las condiciones (1.1).



