Capitulo 10

Series de Funciones

10.1. Series de Funciones

Definicién 10.1 Sea X C Ry (fn)nen una sucesion de funciones reales sobre
X. Para n € N definimos S,,: X — R por

Sul@) =3 f(a).

=0

Llamamos a (Sp)nen la serie infinita asociada a (f,)nen y usamos la notacién

> o 0 D fa
n=0

Hay dos nociones de convergencia que podemos usar, si (S,,) converge puntual-
mente a f: X — R decimos que la serie Y f,, converge puntualmente a f en X.
Si (Sy) converge uniformemente a f, entonces Y f,, converge uniformemente a

f

Los teoremas que hemos obtenido anteriormente para sucesiones de funciones
pueden aplicarse a las series de funciones.

Teorema 10.1 Sea Y f, una serie de funciones reales continuas definidas so-
bre X C R, que converge uniformemente a f en X, entonces f es continua.

Demostracion. (S, )nen es una sucesién de funciones continuas que convergen
uniformemente a f en X. Por el Teorema 2.3 f es continua. |

De manera similar pueden obtenerse los siguientes teoremas a partir de los
resultados correspondientes de las secciones anteriores.

Teorema 10.2 Sea I C R un intervalo abierto y para n € N f,: I — R una
funcion diferenciable en I. Si 3" f, converge puntualmente a f en I y si > f)
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converge uniformemente en I entonces f es diferenciable en I y f' es la suma

uniforme de Yy fl.

Teorema 10.3 Si (f,)nen €s una sucesion de funciones en Rla, b] tal que > fp,
converge uniformemente a [ en [a,b] entonces f € Rla,b] y

/abfd:c:Z/abfndz.

El siguiente teorema nos provee un criterio para determinar si una serie de
funciones converge absolutamente.

Teorema 10.4 (Weierstrass) Sea (fy,) una sucesion de funciones reales defi-
nidas sobre X y tales que sup,cx |fn(x)| < M, para todon € N. Si Y M,
converge entonces Y f, converge uniformemente en X.

Demostracion. Como > M, converge, dado e > 0 existe N tal quesin > m > N

S Hi@| <Y Ifi@)] <> M;<e paratodo z € X.
Una aplicacion del Teorema 2.1 completa la demostracion. ]

Ejemplo 10.1 (Riemann)
Una funcién integrable que es discontinua en todo intervalo.
Definimos la funcién

Br) = x—(x) siz#k/2, paratodo k € Z,
~]o six = k/2, para algin k € Z

donde (x) denota el entero més cercano a x. La funcién

fy =y B0

n

(10.1)

definida en [0,1] es discontinuaen 1/2,1/4,3/4,1/6,5/6, ... Sin embargo, la serie
(10.1) converge uniformemente por el criterio de Weierstrass, y las funciones

B(nz)

xT) =

fulw) = =]

son integrables segin Riemann porque tienen un nimero finito de discontinuidades.
<

Ejemplo 10.2
Una funcién continua que no es diferenciable en ningiin punto.

La funcién del ejemplo anterior, una vez integrada, es un ejemplo de una
funcién continua que no es diferenciable en un conjunto denso de puntos. El
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siguiente paso es preguntarse si existen funciones continuas que no sean difer-
enciables en ningin punto. Weierstrass demostré en 1872 que estas funciones
existen. La funcién que considerd fue

f(z) = Z b" cos(a™x)

que es uniformemente convergente para b < 1 y no tiene derivada en ningin
punto si ab > 1+ 37/2. Nosotros vamos a considerar un ejemplo propuesto por
Takagi en 1903. Consideramos la funcion

K(z) T 0<z<1/2
xTr) =
1—2 1/2<z<1,

y la extendemos periédicamente: K(x + 1) = K(z) para todo z y obtenemos
una funcién continua con forma de zig zag. Definimos ahora

1 n 1 1
f(z) = ; o K (2"0) = K (2) + S K(22) + J K (4x) + - (10.2)

Como |K(x)] < 1/2 y > 2™™ converge, vemos que la serie en (10.1) es
uniformemente convergente y por lo tanto la funcién f es continua.

Para ver que esta funcion no es diferenciable sea xg un punto y consideremos
a, = 1/2" y B, = (i 4+ 1)/2"™, donde i es el entero tal que oy, < g < B, y
consideramos el cociente

f(Bn) — flawm)

671 — Qp
En los puntos «a;, y 8, la suma (10.2) es finita y por lo tanto 7, es la pendiente
de la serie truncada

n—1

j=0

A medida que n aumenta se tiene que r,11 = r,, £ 1, y la sucesién (r,,) no
puede converger. Por otro lado

f(Bn) — (o) La- /\n)f(xo) — flaw)
Bn — To To — Qn

donde A\, = (B, —x0)/(Bn—awm) € (0,1]. Si f fuese diferenciable en x( se tendria
que

n

| —

jK(2jx)

[\

Tn = Ap

f(Bn) = f (o)

o= /(o) < P (Z5 = 5 f o))
- a2 LO) )

<Ae+ (1 =X)e=¢,

para n suficientemente grande, lo cual es una contradiccién. <



188 CAPITULO 10. SERIES DE FUNCIONES

Ejercicios 10.1
1. Demuestre que ¥1/(n?42?) converge uniformemente en el conjunto {x: = > 0}.

2. Investigue la convergencia puntual y uniforme en R de la serie
Y o
(1+a2)n
3. Demuestre que la serie
YAt
n2 + xr3
es uniformemente convergente en [0, a], para cualquier a > 0.

4. Demuestre que la serie y o~ «" converge uniformemente en [—n, n] para0 < n < 1
pero que esto no es cierto en (—1,1).

5. Muestre que si (fn) es una sucesién de funciones reales definidas en S C R,
entonces X f, converge uniformemente en X si y sélo si para cualquier € > 0
existe un entero no tal que

m
S5
T=n

<e

sim>n>noyzeX.

6. Investigue la convergencia puntual y uniforme de la serie ¥ f,, en el conjunto X
y sus subconjuntos en cada uno de los siguientes casos:

" 1
@)= S X=0ok L= hn X=R\(0)
_ 1 _ . _ =" _
fn(m)—mv X =1[0,00); fn(z) = nta’ X =[0,00)

7. Si (fn) es una sucesién acotada de funciones reales sobre un conjunto X y Xan,
es absolutamente convergente, entonces Yan, f, es uniformemente convergente
en X.

10.2. Series de Potencias

Sea (@ )nen una sucesién de nimeros reales y para cadan € Nsea f,: R —
R la funcién definida por f,(z) = (z — ¢)™ para ¢ € R fijo. La serie

Z anfn = Zan(x - C)n
n=0 n=0

es una serie de potencias y a, se llama el n-ésimo coeficiente de la serie. Es-
cribiremos Ya, (x — ¢)™ para denotar esta serie, (a,)nen es la sucesién de coefi-
cientes asociados a ella. En general sélo vamos a considerar el caso ¢ = 0 pero
los resultados se extienden al caso general de manera trivial.

Teorema 10.5 Si para xog # 0, Zanxl converge y |y| < |zo| entonces La,y™ es
absolutamente convergente .
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Demostracion. Si Xa,x converge, la sucesién (a,z{}) converge a 0 y es acotada,
es decir, existe M que depende de xq tal que |a,z{| < M, paran € N.

Si |y| < |xo| entonces |a,y™| < Mly/zo|™ y por el criterio de Weierstrass
(teorema 10.4) la serie Ya,y™ converge absolutamente ya que |y/zo| <1. W

n

Teorema 10.6 Para cualquier serie de potencias Xan,x™ ocurre alguna de las

siguientes posibilidades:
1. Yanx™ converge puntualmente para todo x € R.

2. Existe p > 0 tal que la serie converge puntualmente en (—p, p) y diverge
puntualmente en {x : |z| > p}.

3. Xanx™ converge unicamente para r = 0.

Demostracion. Si no ocurren ni 1 ni 3 entonces existen reales xo y x1 distintos
de 0 tales que Xa,x§ converge y Xa,x] diverge. Sea

A ={z:Xa,z" converge}.

A no es vacio porque g € A y es acotado ya que, por el teorema 10.5, si
|x| > 21 entonces Xa,a" diverge, de modo que A C (—z1,21). Sea p = sup A,
supongamos que |y| < p y escojamos z € A, |y| < x € A. Por el teorema
10.5, como Xa,x™ converge, también lo hace Ya,y™ e y € A, de modo que
(7p7p)C:A'

Para ver el reciproco supongamos que |y| > x > p y XYa,y"™ converge, en-
tonces por el teorema 10.5, Ya,x™ converge y x € A, lo cual contradice la
definicién de p. Por lo tanto Ya,y™ diverge si |y| > p. [ |

Definicién 10.2 El radio de convergencia de una serie de potencias Xa,x"™ es
infinito en el caso 1, p en el caso 2 y 0 en el caso 3. El intervalo o circulo de
convergencia es R en el caso 1y (—p, p) en el caso 2.

10.2.1. Determinacion del Radio de Convergencia

Los siguientes teoremas dan resultados tutiles para la determinacion del radio
de convergencia de una serie de potencias.

Teorema 10.7 (Cauchy) Silim, . |an/an11]| existe o es 0o, entonces

p= lim

n—oo

Ap+1
Demostracion. Aplicamos el criterio del cociente a la serie con término general
Ty = apxT™:

an+1xn+1

= lim | ——| = |z| lim
n—00 Apx™ n—00

. Tn+1 a
lim |Z2* n

n—oo Tp

2|/ lim

an+1‘__
n n—00 | Ap+1

a
Ahora, la serie Y a,z™ converge si || < lim|a,/ant1| y diverge si |z| >
lim |a,,/ant1]- |
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Teorema 10.8 (Hadamard) FEl radio de convergencia de la serie Y anxz™

estd dado por
1

p=- =
hmsupnﬂoo \ |an|

Demostracion. Aplicamos el criterio de la raiz a la serie con término general

Ty = Gpa™:
limsup {/|z,| = |z|limsup {/|an,|,

n—oo n—o0

vemos que la serie Y a,x™ converge si |z| < limsup,_ . ¥/|an| y diverge si
|| > limsup,,_, o, V/|anl. [ |

Teorema 10.9 Sea Ya,x™ una serie de potencias con radio de convergencia
distinto de 0. Entonces

1. La serie converge absolutamente en cada punto de su circulo de conver-
gencia

2. La serie converge uniformemente en todo intervalo cerrado contenido en
su circulo de convergencia.

Demostracion.

1. Supongamos que y esta en el circulo de convergencia de X.a,x™ y escojamos
z en el circulo de convergencia de modo que |y| < z. Por el Teorema 10.5,
Y|any™| converge lo cual muestra el primer resultado.

2. Supongamos que [«, (] es un intervalo cerrado contenido en el circulo de
convergencia de Ya,z™: Sea v = méx(|al,|5]) entonces v estéd en el circulo
de convergencia de Y a,2™ y por la parte 1, ¥|a,vy"| converge. Por lo
tanto, si € > 0 existe N € N tal que

n
Z la;y"| <€ si n>m > N.
r=m-+1

En consecuencia, si € [a, 5] y Sp(z) = EI_yarx”,

n n
S (@) = Su(@)| < Y Ja"a"| < Y | <e
r=m-+1 r=m-+1

sin >m > N. Por lo tanto (S,,) es una sucesién de Cauchy y en conse-
cuencia converge. [ |

Ejemplos 10.3
1. Tomemos la sucesién (a,)nen donde a,, = 1, para todon € Ny sea z € R.
La serie de potencias en z con coeficientes (a,) es la serie geométrica
Y00 oz™, que como sabemos es convergente si x| < 1 y es divergente si
|x] > 1. Asi, el radio de convergencia de esta serie es 1 y observamos que
ella no converge ni en 1 ni en —1.
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2. Consideramos la sucesion (ap )nen con a, = 1/n! paratodon € N. Sea x €
R y consideremos la serie Xz™/n!. Aplicando el teorema 10.7 obtenemos

lz|"(n+1)!  n+1
2" Hinl o

— 00 (n—o0)

y por lo tanto esta serie de potencias tiene radio de convergencia oo.

3. Consideremos ahora la sucesién (a,)nen con a, = n! para todo n € N. Sea
x # 0,z € R. Para ver que la serie Ya,x™ no converge mostraremos que
|anz™| no tiende a 0 cuando n — oo. Sea t = 1/|z| y ng el menor entero
positivo mayor que t. Para todo entero n > ngy tenemos

lanz"| = n!_nol(no+1)(no+2)---n > ol
tn t’ﬂo tnfno tno

Por lo tanto la sucesién (a,z™) no tiende a 0 y 3a,a™ no converge. El
radio de convergencia de esta serie es 0.

<

Definicién 10.3 una funcién f con dominio un intervalo abierto I C Ry
valores en R es analitica si para cada ¢ € [ existe p tal que para todo = €
(¢ —p,c+ p) C I se tiene que

F@) =Y ane - )",

es decir, que f se puede representar como una serie de potencias.

En las siguientes secciones estudiaremos las principales propiedades de estas
funciones.

10.2.2. Continuidad

Corolario 10.1 Si Xa,z" tiene radio de convergencia distinto de cero, en-
tonces converge puntualmente en su circulo de convergencia a una funcion que
es continua en el circulo de convergencia.

Demostracion. Sea C' el circulo de convergencia de Ya,x™ y f la funcion a la cual
converge la serie de potencias. Si z € C podemos escoger un intervalo cerrado
[cr, 8] tal que z € [a, ] C C, y como Xa,x™ converge uniformemente en [a, (],
obtenemos que la funcién f es continua en x. |

El estudio de la continuidad de una serie de potencias en un punto del borde
de su circulo de convergencia es mas delicado. Presentamos a continuaciéon un
resultado conocido como el Teorema de Abel.
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Teorema 10.10 (Abel) Supongamos que la serie Lanx™ tiene radio de con-
vergencia p positivo y supongamos que converge en uno de los extremos p del
intervalo de convergencia: Ya,p™ = s. Entonces la funcion f(z) = Za,x™ para
|z| < p tiende a s cuando x — p.

Para la demostracion necesitamos el siguiente lema

Lema 10.1 Sea > ay una serie (no necesariamente convergente) cuyas sumas
parciales S, = Y 1 _, oy, estdn acotadas, es decir, existe M > 0 tal que |Sp| < M
para todo p € N. Sea b; una sucesion no creciente de nimeros no negativos.
Entonces para todo p € N se tiene

|041b1 +--- 4+ Oépbp| < Mb1
Demostracion.

|oiby + -+ + Oépbp| = |Slb1 + (Sy — Sl)bg + -+ (Sp — Spfl)bp|
=[S1(br = b2) 4+ + Sp—1(bp—1 — bp) + Spby|
<M(by —bi+bay—bs+ - +bp_1 — by +b,| = Mby

Demostracion del Teorema de Abel. Dado ¢ > 0 existe N € N tal que para
n > N se tiene que

1
|an+1pn+ 4. +an+ppn+p| <e

para todo p € N. Dado n > N escribimos o = an4,p" P para p € N. Estas «,
cumplen las hipdtesis del lema anterior con M = . Para todo z € [0, p] tenemos

n n x T T\p
lap 2™ 4 e P = |a1(;) 4ot ap(;)ﬂ(;)

Usando el lema con b, = (z/p)? concluimos que para todo n > N y todo
z € [0, p]
|aps12™ T 4 e < 5(5)"+1 <e
p

para todo p € N. Esto prueba que Y a,z" converge uniformemente en [0, p].
Como los términos a,z™ son funciones continuas, la suma f(z) = > a,a™ es
continua en [0, p|. Por lo tanto

Z app” = lim Z anx”
n

T—p~
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10.2.3. Derivadas e Integrales

El siguiente resultado nos muestra la relacion entre diferenciaciéon y series
de potencias.

Teorema 10.11 Si Xa,x™ tiene radio de convergencia distinto de cero y con-
verge puntualmente en su circulo de convergencia a la funcion f, entonces f es
diferenciable en cada punto x de su circulo de convergencia y

f(x) = i napz" L.
n=1

Demostracion. Sea C' el circulo de convergencia de Ya,x", x € C'y escojamos
y € C de modo que y > |z|. Entonces X|a,y™| es convergente y para algin
k € R, |an,y™| < k para n € Ny se tiene

n n

T

; y

(0 + Dan1a™| = (n+1) |

k
a1yl < 2 (n+1)

En consecuencia, como X(n+1)|x/y|™ converge, lo cual se ve facilmente usando
el criterio de la razén, podemos concluir por el criterio de comparacién que
Y(n+ 1)a,12™ converge. Por lo tanto el circulo de convergencia C' de Xa,x™
estd contenido en el circulo de convergencia Cy de ¥(n + 1)a,4+12", de manera
que si x € C, existe § > 0 tal que [x — §, 2+ 6] C C C Cy. Por el Teorema 10.9,
tanto Ya,a™ como X(n+ 1)a,+12™ convergen uniformemente en [z — 6,2+ 4] y
por el Teorema 10.2, para t € (x — §,z + §)

7t = 30+ Danga
|

Teorema 10.12 Bajo las hipdtesis del Teorema 10.11 f tiene derivadas de to-
dos las ordenes en su circulo de convergencia C' que estin dadas por

fB @) => nn—=1)-(n—k+anz""" (10.3)
n=~k
y en particular
F®0) =klar, k=0,1,... (10.4)

Demostracion La ecuacién (10.3) se obtiene aplicando sucesivamente el teorema
anterior a f. |

La ecuacién (10.4) nos muestra que los coeficientes en el desarrollo de f en
serie de potencias estan determinados por los valores de f y sus derivadas en el
origen. Por otra parte, si conocemos los coeficientes en el desarrollo de la funcién
tenemos de inmediato los valores de las derivadas de f en el origen.
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Observamos sin embargo que aun cuando una funcién f puede tener deriva-
das de todos las ordenes, la serie Ya,z" donde a,, se obtiene usando (10.4) no
necesariamente converge a f(z) para  # 0. En este caso f no puede ser desa-
rrollada en serie de potencias ya que tendriamos f(z) = X¢, 2™, en consecuencia

nle, = £(0)
y necesariamente c,, = a,.
Ejemplo 10.4
ro={7) 70
0 z=0

es posible mostrar que f tiene derivada de todos los ordenes en z = 0y f*) (0) =
0 para n > 1.
<

Teorema 10.13 Si Ya,x™ tiene radio de convergencia distinto de cero y con-

verge puntualmente en su circulo de convergencia a la funcion f, entonces f es
integrable segin Riemann en cualquier subintervalo cerrado [a,b] del circulo de

convergencia y
b 9]
an 1 -1
dr = — (" — g,
/a / 7;1 n+1 ( )

Demostracion. Sea [a, b] un subintervalo del circulo de convergencia de Ya,z™.
Por el Teorema 10.9 Xa,, 2™ converge uniformemente en [a, b] y por el Teorema

10.3 f € Rla,b] y
b o0 b
/ fdx:Z/ anx"dr
a n=1"a

de donde se obtiene el resultado. [ |

10.2.4. Multiplicacién de Series de Potencia

Teorema 10.14 Sea > anz™ y > b,a™ dos series de potencia con intervalos
de convergencia I, I, respectivamente. Sea f la funcion definida por la primera
serie en Iy, g la funcion definida por la sequnda serie en Iy. Entonces, en el
dominio comiun I; N Iy de ambas funciones, se tiene que

f(@)g(z) = Z cpx™ con cp = Zaﬂ'b”ﬂ'
n=0 j=0

Demostracion. Sean
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las sumas parciales y sea Ry, (z) = Y. . biz'. Tenemos
Eczx—ggajljx—ggajzjx
=0 j=0 7=0 i=35

n—j

a;x’ sz oI = Zaﬂ:] Zbkx
a;z! B ( Zajx] Ry—j(2))

x) Z ajx! — Z a;Ry_j(x)z’
§=0 7=0

Ahora, g(z) Z?:o ajz? converge a g(x)f(x) cuando n — oo y para mostrar que
C,, — f - g basta ver que

Ms HM:

<
Il
=)

|agR, +a1Rp—12+ -+ apRox"| — 0 (n — 00).

Fijamos z y sabemos que ) a,x™ es absolutamente convergente. Ponemos A =
> lajl|z)?. Ademds, > bz’ es convergente y dado € > 0 existe N € N tal que
si n > N entonces |R,| < €. Por lo tanto tenemos

n n—N n
(Zaﬂ]Rnfj‘:’(ZJf > )aﬂ]Rnfj’
Jj=0 j=0  j=n—N+1
n—N n
<D lallel [Racjl+ D lagllaf [Ra—yl
7=0 j=n—N+1
n
Ssulek\Zlaylle\Rng\+sup\Rk| > lagllap

j=0 j=n—N+1
<ecA+M Z |a||z|?
j=n—N+1

donde M es una cota para |R,|. Haciendo n — oo vemos que la suma en el
segundo término tiende a 0, de modo que

limsup ‘ Za]x R,_j| <eA

n—o0 =0

Como ¢ es arbitrario, esto implica el resultado. |

10.2.5. Series de Taylor

Sea f una funcion real definida sobre un intervalo abierto de R que contiene
al 0, y supongamos que f tiene derivadas de todos los ordenes en 0. Podemos
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entonces escribir la serie de potencias

— /") ,
Zo n! *

donde f©(0) = f(0). Esta serie se conoce como la serie de Maclaurin de f.
Consideremos ahora la serie de potencias Xa,z". Si esta serie tiene radio
de convergencia distinto de 0 y converge a f en su circulo de convergencia,
entonces, por el Corolario 10.1, a,, = f(0)/n!, de modo que Xa,z" es la serie
de Maclaurin correspondiente a f.
En general, las series de potencias de la forma:

oo
Z an(x — x0)"
n=0

con a, = f™(z0)/n! se conocen como la serie de Taylor de f alrededor del
punto zg.
Por el Teorema de Taylor sabemos que

n—1 (k) (n)
f(x) = Z fi@o)(x - Zo)k + fi(g)(x — o)™ £ entrezpy x.

n!

Esta serie converge a f siy sélo si el resto tiende a 0 cuando n — oo :

(x — zp)"

lim () =0.

n—oo n!

Teorema 10.15 Supongamos que f tiene derivadas de todos los ordenes en un
intervalo de la forma (xg —r,x0 + 1) y que existe una constante M (que puede
depender de xg) tal que

|f(”)(a:)| <M Vxe(xg—r,xzg+r)

yn > N (algin N € N). Entonces, para todo x € (xg —r,z0 + ) la serie de
Taylor de f alrededor de xg converge a f(x):

£ (2
fy =3 T

k=0

Demostracion. En cada uno de estos puntos tenemos un desarrollo de Taylor
cuyo resto puede estimarse:

FOQ@ a0 _

n! n!

| — xo|™

,rn
=M—
n!

pero %,L — 0 y el limite del resto tiende a O. |
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Ejemplo 10.5 (Las funciones exponencial y logaritmica)
Definimos

E(z)=Y % (10.5)

Por la prueba del cociente sabemos que esta serie converge para todo x € R.
Aplicando el teorema sobre multiplicacién de series absolutamente convergentes
obtenemos

5 5 B e " e ym B o n xkyn—k
() (y)_ZE > W‘szu(n_k)l
n=0 m=0 n=0 k=0
Ll ke @y
- Z n! (k>x Y - Z n!
n=0 k=0 n=0
Como consecuencia tenemos que Vx € R
E(@)E(—z)=E(x—2)=E0) =1 (10.7)

y por lo tanto E(z) #0 Vz € R.

= A partir de la definicién observamos que E(x) > 0 si > 0 y por lo tanto
E(z) > 0 para todo = € R.

= A partir de (10.5) vemos que E(x) — 400 si  — +oo y (10.7) nos dice
que E(z) — 0 cuando x — —o0.

» A partir de (10.5) vemos que 0 < z < y = E(x) < E(y) y por (10.7)
tenemos F(—y) < E(—z), de modo que E es estrictamente creciente en
R.

Ademas por (10.7):

. E(z+h)-E(z) . _
limy === ——— = B(:) Jim =5 — = B(2)

de modo que E'(z) = E(z).
Iterando (10.6) obtenemos

E(zi+z204+ - +2,)=E(21) - E(zn).

Como E(1) = e obtenemos
E(n) =e".

Si p=n/m, n,m € N entonces
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es decir,
E(p)=¢€’, p>0,pcQ
y por (10.7) sabemos que
E(—p)=e¢" si p>0, peQ.
Si definimos
e’ =sup{ef :p <z, peQ}

las propiedades de continuidad y monotomia de F implican
E(x)=¢€* zeR.
Resumiendo tenemos

Teorema 10.16  a) e” es continua y diferenciable para todo x.
b) €* es estrictamente creciente y estrictamente positiva.
c) etV = e%e¥
d) e* — 400 (x — +0), €*—0, (x— —o0).

e) lim z"e =0 VneN.
r—00
Demostracion. S6lo demostraremos €). A partir de e* > (‘ZTLTT)' para z > 0,
obtenemos
e (DD

€T e’ > — — OQ.
€T

Como FE es estrictamente creciente y diferenciable en R, tiene una funcién
inversa L que también es estrictamente creciente y diferenciable y cuyo dominio
es (0,00). L estd definida por

L(E(z))=z, z€R (10.8)
Derivando obtenemos
L'(E(z)E(z) =1

Poniendo y = E(z),
L'(y)=1/y, y>0.

Tomando x = 0 en (10.8) vemos que L(1) = 0 y en consecuencia

Y dx

L(y) = . o

Siu=FEx),v=E(y)

L(w) = L(E(x)E(y)) = L(E(x +vy)) =z +y = L(u) + L(v).
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Usualmente escribimos log = en lugar de L(z). Tenemos

logz — 00 x — 00,
logx - —o0 x — 0.

Es posible mostrar como antes que
z® = B(aL(z)) = e*108®

derivando o
(%) = E(aL(z))— = az™"*.
T

Veamos que 2~ %logx — 0 (r — ), a >0.Si0<e<ayz>1

x 1 x
" %logx = xfo‘/ n dt < xfa/ t=tdt
1 1

e |x e—«

3

1 €
y como « > ¢ esta expresion tiende a 0 cuando x — 0.

Ejemplo 10.6 (Las funciones trigonométricas)
Definimos las funciones C'(z) y S(z) en R por

S

=0

2]+1

jz: (25 +1)!

Ambas series convergen en todo R. Si derivamos estas series obtenemos

y de manera similar C’(z) = —S(x).

Es posible ver que, definidas de esta manera, estas funciones satisfacen las
mismas identidades que las funciones seno y coseno. Por ejemplo, si ponemos
h(z) = S%(z) + C?(x) derivando obtenemos

h'(z) = 25(z)C(x) —2C(x)S(z) =0

para todo z y por lo tanto h es constante. Como C(0) = 1, S(0) = 0 tenemos
h(0) =1y h(xz) = 1 para todo = € R.

Usando el desarrollo en serie para la funcién exponencial, que también vale
para argumentos complejos, obtenemos

2 $3 $4 .1‘5
—1+m—?—i§+z+z€—
JL‘2 564 3 5
=(1-Gr )il )
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que es la férmula de Euler. A partir de ella podemos obtener otras propiedades
de las funciones trigonométricas. Por ejemplo, a partir de la identidad

ez(w+y) _ ezzely

obtenemos
Clz+y) +iS(z+y) = (Cz) +15(2))(Cly) +iS(y))
= C(x)C(y) +iS(x)C(y) +iC(x)S(y) — S(x)S(y)
= C(z)C(y) — 5(@)S(y) +i(S(x)C(y) + C(x)S(y))
e igualando la partes real e imaginaria obtenemos las identidades
Clz+y) =Cx)C(y) — S(x)S(y)
S(x+y) =5)C(y) + C(x)S(y)

Ejercicios 10.2
1. Verificar que i) el circulo de convergencia de Y.6™z™ es (—1/83,1/8); ii) Za™ /n?
converge si |z| <1 y diverge si |z| > 1.
2. Hallar el radio de convergencia de las siguientes series y determinar su compor-
tamiento en los extremos del intervalo de convergencia.

’rL

i (3/2)"a"

S |
|

3
+

—_

1)y (n+1)z" Z

o
M2
N
=
e
Mz

n=1 n=1 2n - 2 n=1
- o n2 > n+1 x2n72 9 > "
2% V2 ey 2 v
> QM > " & Tlil’"_l
10 11 —_— 12
) Z n2+1 ) Z 2”(TL71) ) Z on—13n
n=1 n=0 n=1

3. Hallar el radio de convergencia de las siguientes series y determinar su compor-
tamiento en los extremos del intervalo de convergencia.

DY)y, Y oA
35 % )Y (D) @+ 3)* 2,

4. Halle la serie de MacLaurin para las siguientes funciones y determine su radio
de convergencia

1) sen z, 2) cos z, 3)(1+ )7, 4)log(1 + )

Observe que en tercer caso el intervalo de convergencia de la serie y el dominio
de la funcién no coinciden.
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dt desarrolle el integrando en una

5. A partir de la relacién arcsinx = f(f

1—z2 ’
serie de potencias e integre para obtener la serie de MacLaurin de arcsinx. El
mismo procedimiento aplicado a la relacién log(1+z) = [ 1% permite obtener

la serie para log(1 + x).

6. Sea Y cn una serie convergente y definamos f(x) =Y 7 cna™ para —1 <z <
1. Demuestre que

lim f(x) = Z

es decir, que la serie de potencias es continua en 1.

10.3. Series de Fourier

Las ideas del Analisis de Fourier surgen historicamente asociadas a proglemas
de la Fisica tales como la conduccién del calor y el movimiento de ondas. Vamos
a revisar muy superficielmente uno de estos problemas, el de la cuerda vibrante,
para hacernos una idea del tipo de problemas que motivo el surgimiento de estas
técnicas.

10.3.1. La Cuerda Vibrante
Consideremos la ecuacién de onda

20 _ %y (10.9)
0x2  Oy? '
que describe el movimiento de una cuerda que estd sujeta en sus extremos.
supondremos, por comodidad, que los extremos estan situados e los puntos 0 y
7, y tenemos como condiciones de contorno

y(0,t) =0,  y(mt)=0. (10.10)

La funcién y(x,t) describe el movimiento de la cuerda en el punto z a medida
que el tiempo t evoluciona.
Adicionalmente tenemos las siguientes condiciones iniciales:

ot
— = 10.11
Ot lt=0 0 (10.11)

que indica que la velocidad inicial de la cuerda es 0 y

y(x,0) = f(z) (10.12)

que describe la configuracion inicial de la cuerda.

Para resolver esta ecuacién suponemos que podemos separar las variables.
Por conveniencia tomamos a = 1 y suponemos y(z,t) = u(x)v(t). Colocando
esto en la ecuacién diferencial (10.9) obtenemos

' (x)v(t) = u(z)v” (t) (10.13)
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Obtenemos
'I.LH((E) B " (t)

u(z) — w(t)
Como el lado izquierdo sélo depende de x mientras que el derecho sélo de t,
necesariamente
"(I) o U”(t)

uz) T u(t)
para alguna constante A. Esto nos da dos ecuaciones ordinarias lineales de se-
gundo orden que podemos resolver

u’ = \u (10.14)
v =M (10.15)

S

Las condiciones iniciales implican u(0) = u(7) = 0.
Este problema tiene solucién no trivial si y sélo si A = n? para algin entero
positivo n, y la solucién correspondiente es

un () = sen(nx)
Para este mismo valor de A, la solucién general de (10.15) es
v(t) = Asen(nt) + B cos(nt)
La condicién 10.11 implica que v'(0) = 0 y entonces A = 0. Por lo tanto
v(t) = B cos(nt)

En consecuencia la solucién que encontramos para la ecuacién ( 10.9) con las
condiciones de contorno e iniciales dadas es

yn(z, 1) = sen(nz) cos(nt) (10.16)

Por el principio de superposicién cualquier combinacién lineal finita de estas
soluciones también es una solucién.

y(z,t) = Z ay sen(kax ) cos(kt)
k=1

Bajo ciertas condiciones, una combinacién lineal infinita de soluciones del
tipo ( 10.16) también es una solucién:

y(z,t) = Z ay sen(kx ) cos(kt)

k=1

Nos falta atin examinar la condicién (10.12): y(z,0) = f(z). tenemos
f@) =y(z,0) = Z ay sen(kx)
k=1

y esta condicién se satisface si podemos expresar f en un desarrollo de funciones
seno.
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10.3.2. Sistemas Ortogonales de Funciones

Definicién 10.4 Si f, g son funciones reales, integrables segin Riemann en
[a, b], la integral

b
/ f(@)g(x) dx (10.17)

se conoce como el producto interno de f y g, y se denota por (f, g). El nimero
no-negativo ||f|| = (f, f)*/? es la norma de f.

El producto interno tiene las siguiente propiedades
= (f,f)=0.

= (f,9) =g, /)

» (af,9) =alf,9), (f +9.h) = (f.h) + (g, h).

Observacion 10.1 Para la integral de Riemann no es cierto en general que
(f,f) =0« f =0, ya que una funcién que sea distinta de 0 en un punto del
intervalo [a, b] pero igual a cero en el resto de los puntos satisface (f, f) = 0 pero
no es identicamente igual a cero. Sin embargo, si consideramos el producto in-
terno sobre el espacio de las funciones continuas en [a, b], entonces si se satisface

que (f,f) =0« f=0.

Proposicién 10.1 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz) Si f, g son integrables
segiin Riemann en [a,b] entonces

[l < M1 lgll- (10.18)

Demostracion. Sabemos que f - g, f2, y g2 son integrables. Tenemos

b
0< [ (#@) —29(2)ds
b

-/ " 2w de - 2y / ' fa)g(a) de 42 | daraa.

a

Ponemos

b b b
A:/ f3(x) de, B:/ f(z)g(x) de, C:/ g () da,
y entonces
A—2yB++°C >0

para todo v € R. Si C' = 0 entonces B = 0. Si C' # 0 el discriminante de la
ecuacién cuadratica no puede ser positivo y tenemos

B? < AC.

|
Usando esta desigualdad podemos obtener la desigualdad de Minkowski
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Proposicién 10.2 (Desigualdad de Minkowski)

1F =+ gll < [1£11 + lgll (10.19)

Demostracion.

Hf+g|\2=/ (@) + g(a)Pde

b b
S/ If(w)llf(x)+9(x)ldx+/ lg(@)[|f(x) + g(z)|dx
<A+ gl + Mgl f + gll = (1] + [lgIDIf + gl

de donde se obtiene el resultado. [ |

Tenemos la siguiente relacion

f+all>={+g.f+9) = +2f9+ 9
= |I£1I* + llg* + 2(f. g)-

Por lo tanto la ecuacién ||f + g||*> = ||f||* + ||g]|* es equivalente a (f,g) = 0.
Esto motiva la siguiente definicién

Definicién 10.5 Sean f,g funciones integrables segin Riemann en [a,b]. Si
(f,g) = 0 decimos que f y g son ortogonales. Si S = {¢g, 1, P2,...} es una
coleccién de funciones integrables segin Riemann en [a, b] decimos que S es un
sistema ortogonal en [a, b] si

(pm, Pn) =0 siempre que n # m (10.20)

Si ademé&s cada ¢, tiene norma 1, decimos que S es ortonormal en [a,b]. Es-
cribiremos s.o.n. para abreviar sistema ortonormal.

Nos interesa en particular el sistema trigonométrico dado por

1 cos nx sen nx
T) = —, ~1(z) = ——, r)=—+— n>1 10.21
Es sencillo verificar que este sistema es ortonormal en [0, 27], o en cualquier
intervalo de longitud 2.

La nocion de producto interno puede extenderse a funciones con valores
complejos que sean integrables segin Riemann. La integral de una funcién de
este tipo f(z) = fi(x) + if2(z) se define como

/abf(x)dx/abfl(x)deri/abe(x)dx.

Las propiedades de estas integrales son similares a las de las funciones reales y
pueden deducirse de ellas.
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En el caso de funciones complejas el producto interno estd definido por

b
(f.9) = / f(2)9(@) da (10.22)

donde g(x) denota el complejo conjugado de g(z). Se introduce el conjugado
para que el producto interno de f consigo misma sea una cantidad no-negativa:

b
<ﬁﬁ=/ﬁﬂmﬁmzu

La norma de f se define como antes: ||f||*> = (f, f) v las propiedades del pro-
ducto interno deben modificarse de la siguiente manera:

(fi9) =19, f)

y ademaés ahora podemos multiplicar por constantes complejas.
La definicién de sistemas ortogonales y ortonormales no cambia. Como ejem-
plo de un sistema ortonormal de funciones con valores complejos tenemos

inx .
e __cosnx + zsennm, n>0 (10.23>

¢n(t) = m - \/ﬁ
donde [a, b] = [0, 27].

Ejemplo 10.7
Sea f,g € R(a,b), g # 0. Definimos la proyeccién de f sobre g como el vector

h= (o

Veamos que h y f — h son ortogonales.

(h, f —h) = (h, f) — ||h||2 _ {9, /){f.9) _ ((f.9)9,(f.9)9)
’ ’ llgll? llgll*

_ 9. /9)  Falfe)

|lgll? gl

ya que (g, f) = (f,g). Por lo tanto h y f — h son ortogonales.

Definicién 10.6 Una coleccién finita {¢g, ¢1,...,d,} de funciones es lineal-
mente dependiente en [a,b] si existen constantes cg,ci, ..., c,, no todas cero,
tales que

codo(z) + -+ + endn(z) =0, Vz € [a,bl. (10.24)

En caso contrario decimos que {¢g, ¢1, ..., dn} es linealmente independiente en
[a,b]. Una coleccién infinita {¢g, ¢1,. ..} es linealmente independiente en |[a, b]
si todo subconjunto finito es linealmente independiente en [a, b].
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Ejemplo 10.8
Todo sistema ortogonal es linealmente independiente: Supongamos que

CO(bO(x) +ee Cn¢n(x) =0, Vze [CL, b]>
multiplicando por ¢ (z), 0 < k <n e itegrando en [a, b] obtenemos
b
u [ Ghla)do = cullonl =0 = o =0
para 0 < k < n.

Dado un espacio con producto interno V' y una coleccién de vectores lineal-

mente independientes gg, g1, g2, ... en V, es posible formar un sistema ortonor-
mal ¢g, ¢1, @s,... de la siguiente manera
9o
$o =
||go||
¢1 <917 ¢0>
||91 (91, 90) ol |
92 —(92,61)¢1 — (92, $0)do
G2 =
|lg2 = (g2, $1)P1 — (92, o) Po|

Este procedimiento se conoce como el proceso de ortogonalizacion de Gram-
Schmidt.

Los polinomios de Legendre normalizados se obtienen aplicando el proceso
de Gram-Schmidt a los polinomios 1,z,22,...,2",... en [—1,1]. En R, este
proceso aplicado a las funciones znes’/ 2. n > 0 da las funciones de Hermite
normalizadas y aplicado a las funciones 2™e~*, n > 0 en [0, 00) da las funciones

de Laguerre normalizadas.

La analogia existente con vectores en un espacio de dimensién finita sugiere
la posibilidad de expresar una funcién arbitraria f como combinacién lineal de
los elementos de un conjunto ortonormal {¢g, @1, ...}, que serfa una ecuacién
de la forma

= Z Cnn(t) (10.25)
n=0

vélida para todo z € [a, b].

Esta idea plantea dos problemas. ;bajo qué condiciones en fy {¢o, ¢1,...}
se puede asegurar que (10.25) existe? Y suponiendo que exista un desarrollo de
este tipo ;Cémo determinamos los coeficientes cg, c1,...7 Veamos primero el
segundo problema.

Vamos a suponer que (10.25) es cierta y operamos formalmente con esta
ecuacion sin preocuparnos por los problemas de convergencia. Multiplicamos
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ambos lados por ¢ (z) e integramos la serie resultante término a término en
[a, b] para obtener

<fa ¢k> = ch<¢)na¢k> = C.
n=0

Por lo tanto, si podemos justificar las operaciones formales, vemos que el k-ésimo
coeficiente en (10.25) no es més que el producto interno (f, ¢).

Teorema 10.17 Sea {¢g.¢1, ...} un sistema ortonormal en [a,b] y supongamos

que la serie
oo
Z cn@n ()
n=0

converge uniformemente en [a,b] y sea f(x) la funcidn definida por esta serie en
[a,b]. Entonces esta funcidn es integrable segin Riemann en [a,b] y el n-ésimo
coeficiente ¢, estd dado por

b
cn = (f, ) :/ f(@)n(@) dz, n 0. (10.26)
Demostracién. Aplicar resultados sobre series de funciones. |

Supogamos ahora que tomamos el siguiente punto de vista: Nos dan una fun-
ci6én f integrable segiin Riemann en [a, b] y un conjunto ortonormal {¢g, ¢1,. .. }
en [a,b]. Podemos definir los coeficientes ¢ por (10.26) y podemos escribir la
serie (10.25). Surgen ahora las siguientes preguntas: ;Converge puntualmente en
[a, b] esta serie? Si la serie converge para cierto x jes f(z) su valor? En general
la respuesta a ambas preguntas es negativa. Es necesario poner restricciones
adicionales tanto en la funcién f como en el conjunto ortonormal {¢g, @1, ... }.

10.4. La Serie de Fourier de una Funcidon.

Definicién 10.7 Sea {¢g, ¢1,...} un s.o.n. en [a,b] y supongamos que f €
R(a,b). La notacién

f@) ~ ) cngn(x) (10.27)
n=0

significa que los coeficientes ¢;, ¢ > 0 estan dados por

b
en = (f,on) = / f(@)pn(x)dz, n >0. (10.28)

La serie (10.27) se conoce como la serie de Fourier de f respecto al sistema
{0, P1,...} ylos nimeros ¢;, ¢ > 0 son los coeficientes de Fourier de f respecto

a‘{¢07¢1a"'} .
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En el caso particular de las funciones trigonométricas, la serie se conoce
como la serie de Fourier generada por f. En este caso

fz) ~ %U + ;(an cos nx + by, sennx)
con
1 2m 1 27
n = — () cos nx d, bp = — (z) sennz dz.
T Jo T Jo

nT

entonces la serie de Fourier se escribe

o0
§ Cne’LTLQ,’

Si usamos las funciones e

n=-—o0o
con
1 27 )
Cp = — e ""dx
=5 [ 1@

10.5. Convergencia en Media Cuadratica

Definicién 10.8 Sea (f,),>1 una sucesién de funciones en R(a,b) y sea f €
R(a,b). Decimos que f,, converge en media cuadritica a f si

b 1/2
=Sl = ([ ato) = s@Par) "~ 0 mmoo) (029)

Este tipo de convergencia es distinto a la convergencia puntual. Los siguientes
ejemplos muestran que ningun implica la otra.

Ejemplo 10.9
Consideremos f,, = nl(g,1/,). Entonces f,(z) — 0 cuando n — oo para todo
x € ]0,1] pero

1
| 1ata) s =1,
0
de modo que f,, no converge a 0 en media cuadratica.

Ejemplo 10.10
Consideremos la siguiente sucesién

fo,o = 1p,1)
J1.0="1p0,1/2), J11=1[1/2,1)
J2.0 = 10,173y, fo,1 = L1y3,2/3); fa2 = 1p2/3,1)
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1
/ usl? = 1/n
0

para todo 0 < k < n, de modo que la sucesién tiende a cero en media cuadratica,
pero no converge en ningiin punto.

Entonces

Definicién 10.9 Una sucesién (f,) en un espacio con producto interno es una
sucesion de Cauchy si para todo € > 0 existe un N € N tal que

m,n >N =||fn— fmll <e

Un espacio con producto interno es completo si toda sucesion de Cauchy converge
a un punto del espacio. Un espacio con producto interno que es completo se
conoce como un espacio de Hilbert.

Ni el espacio de las funciones continuas en un intervalo [a, b] con el producto
interno que hemos definido, ni el de las funciones integrables segin Riemann
son completos.

Teorema 10.18 Sea {¢g, P1,...} un s.o.n. en [a,b], sea f € R(a,b) y supon-
gamos que f(x) ~ > > cndn(x). Sea s,(x) la suma parcial

sn(z) = Z crdr () (10.30)
k=0
Si by, by, ba, ... son nimeros complejos cualesquiera sea
tn(z) = brr(x). (10.31)
k=0

Entonces tenemos la siguiente identidad:
b b n n
[ 8@~ ta@Pdo = [ 1@Pds =Yl + 3o~ nf - (1032)
@ @ k=0 k=0
de donde se obtiene la desigualdad

b b
/ (@) = su(a)Pdz < / (@) — talo)?da (10.33)

Demostracion. (10.32) implica (10.33) porque el lado derecho de (10.32) tiene
su minimo valor cuando by = ¢, para k > 0. Para demostrar (10.32) escribimos

b
/ =t de = (f —tus f — ta) = (F ) — (o) — {u ) (b )
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Ahora

(tn,tn) Zbk¢k, Z bnbm) =D Y bibi(dn, dm) = Y |bi|?
k=0

k=0m=0
fazbk¢k = bilf, k) =D bie
k=0 k=0 k=0

<tnvf> = <fatn> = Z@bk
k=0

Por lo tanto
b n no_ n
[ 15 = taP o =I5+ Y o = Y- Bren = Y- e
@ k=0 k=0 k=0
= 1F1P =D lewl> + > (bx — cx) (b — )

k=0 k=0
n n

= FIP =D lerl® + > [br — el
k=0 k=0

Teorema 10.19 Sea {¢o, ¢1,...} un s.o.n. en [a,b], sea f € R(a,b) y supon-
gamos que f(z) ~ >0 cndy(z). Entonces

(a) La serie > |cn|? converge y satisface la desigualdad

et < [l (1030
n=0 a

que se conoce como la desigualdad de Bessel.

(b) La ecuacidn
oo b
Slenft = [ 1f(a)? do (10.35)
n=0 a

que se conoce como la identidad de Parseval, es vdlida si y solo si se tiene
[|f —snl| — 0 cuando n — oo, donde s,, es la sucesion de sumas parciales.

Demostracion. Poniendo by, = ¢ en (10.32) y observando que el lado izquierdo
es no-negativo obtenemos

n b
3 Jeaf? < / ()2 da
k=0 a
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que demuestra (a). Para demostrar (b) ponemos by = ¢; de nuevo en (10.32) y
obtenemos
n

b b
||f—sn||:/ If(z)—sn(w)|2d$:/ @) dr =S fenf?

k=0

de donde se obtiene (b). [ |

La parte (b) del teorema anterior nos dice que la identidad de Parseval vale
si y sélo si la sucesion s, converge a f en media cuadratica.

Definicién 10.10 Sea S una coleccién de funciones integrables segtin Riemann
en [a,b]. Sea {¢o, $1,...} un s.o.n. en [a, bl

f(x) ~ Z Cnn(T)

n=0

y sea

sn(®) =Y cxdr(z), n>0.
k=0

El conjunto ortonormal {¢g, ¢1,...} es completo para S si para toda f € S se
tiene que ||f — sp|| — 0 cuando n — 0.

Por lo tanto, para un s.o.n.c. la relacion de Parseval vale para toda f € S.
Veremos mas adelante que el sistema de funciones trigonométricas es completo
para el conjunto S de las funciones continuas en [0, 27].

Como consecuencia de la parte (a) del teorema anterior observamos que el
coeficiente de Fourier ¢, de f respecto de cualquier s.o.n. {¢g, ¢1,...} debe
tender a 0 cuando n — oo, porque Y. |c,|? converge. En particular, cuando
Hn(t) = ™ /A/27 tenemos

2
lim fx)e ™ dx =0
n—oo 0
de donde obtenemos

2 2m
lim f(z) cosnxdr =0, lim f(z)sennzdx = 0.

10.6. Series Trigonométricas.

De ahora en adelante sélo consideraremos series trigonométricas y funciones
periddicas con periodo 27 que sean integrables segin Riemann en [—m, 7]. La
serie de Fourier de f es la serie

> einx
Z “ fon

n=—oo
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con

1 —inT
Cp = \/72? 77rf() dz

y la suma parcial se escribe
sn(x) = Z ck
En este caso la desigualdad de Bessel es
/ [ () 2 dx—Z\ck\Q / ()2 da. (10.36)

Teorema 10.20 (Lema de Riemann-Lebesgue) Sea f € R[a,b]. Para todo
0 € R se tiene

zk:w

b
lim f( )sen(at + ) dt =0 (10.37)

a— 00

Demostracion. Si f es constante en [a, ], el resultado es consecuencia de

’ _ ‘cos (aa + B) — cos(ab + 3)
«

IA

2
‘/senat—i—ﬂ dt —
@

si @ > 0. El resultado también vale si f es constante en (a, b), sin importar como
definimos f(a) y f(b). Por lo tanto (10.37) vale si f es una funcién escalera.

Para & > 0 escogemos P € Pla,b] tal que S(P, f) —I(P, f) < ¢/2. Definimos
M (t), m(t) funciones escalera determinadas por Py f de modo que M (t) vale
M; en el i-ésimo intervalo de la particién P, y de manera similar para m(t) con
m;. Por lo tanto m(t) < f(t) < M(t) para todo t € [a,b] y tenemos

b b
17.0)= [ myar, s = [ wea

Entonces

]/ab(f(ﬂ—m(t))sen(atw)dt\ s/ab|M(t)—m(t)|dtg %

Para este mismo valor de € podemos escoger A de modo que

a> A=

€
t)sen(at + 3) dt’ <3
Combinando estas dos ecuaciones obtenemos

’/ab f(®)sen(at + 5) dt‘ — 0.
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cuando @ — 0. | |

Introducimos el nicleo de Dirichlet para obtener una expresién para s, que

sea mas manejable:
n

= ) et (10.38)

k=—n

Esta funcién satisface
(eiz _ 1)Dn(x) _ ei(n-i—l)w _ e—inm.

—ix/2

Multiplicando esta igualdad por e obtenemos que

sen(n + %)z

Dn() = sen(z/2)

Tenemos

Lo - e _ ~ 1 —ikt 3, ikz
Sn(fvx)_ Z Cn\/T—ﬂ_— Z %[Wf(t)e dte

_ 27T Z ezk(a: t)

k=—n

. f() W — ) dt

or J_
La periodicidad de las funciones que aparecen en esta férmula y un cambio de

variables muestran que

/f (@ — ) dt = % Jla=0D,d (1039)

Teorema 10.21 Si para algin x existen constantes § > 0 y M < oo tales que
[f(z+1) = f(z)] < M]t] (10.40)

para todo t € (—0,9) entonces

nhﬁm sn(f;2) = f(x). (10.41)
Demostracion. Definimos
_fl@—t)— f(z)
9(t) = sen(t/2)

para 0 < |t| < 7, y ponemos g(0) = 0. Por la definicién del nicleo de Dirichlet
tenemos ) ”

Py D, (z)dx =1.
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Por lo tanto, a partir de (10.39) tenemos que

sulfi2) = 1@ = 5 [ fe—ODa(t)dt -~ @)
= [ Ut rnDa
= % 7;g(t) sen(n + %)t dt.

y ahora, como g es integrable segiin Riemann en [a, b] podemos usar el lema de
Riemann-Lebesgue para obtener el resultado. |

Corolario 10.2 Si f(x) = 0 para todo x en un intervalo I, entonces lim s, (f;x)
0 para todo x € 1.

Otra formulacién de este corolario es la siguiente:
Si f(t) = g(t) para todo ¢ en una vecindad de z, entonces

sn(f;x) — sn(g;x) = sn(f —g;2) = 0 cuando n — oo.

Para la demostracién del préximo teorema necesitamos la siguiente versién
del teorema de Stone-Weierstrass, que enunciamos sin demostracién. Un dlgebra
A de funciones complejas es auto-adjunta si para toda f € A se tiene que f € A.

Teorema 10.22 Sea A una dlgebra auto-adjunta de funciones complejas con-
tinuas en un conjunto compacto K, A separa puntos en K y no se anula en
ningun punto de K. Entonces la clausura uniforme B de A consiste de todas las
funciones complejas continuas sobre K, es decir, A es densa en C(K).

Teorema 10.23 Si [ es continua y periddica (con periodo 2m) y si € > 0,
entonces existe un polinomio trogonométrico P tal que

f(z) — P(z)| <e
para todo x € R.

Demostracion. Si identificamos =z y « + 27 podemos considerar las funciones
periédicas de periodo 27 sobre R como funciones sobre el circulo unitario T', por
la transformacién z — e**. Los polinomios trigonométricos forman un algebra
auto-adjunta 4 que separa puntos de T y no se anula en ningin punto de T
Como T es compacto, el teorema 10.22 dice que A es denso en C(T). [ |

Lema 10.2 Sea f € R[a,b]. Dado € > 0 existe una funcidn continua g en [a, b]
tal que ||f —g|| < e.
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Demostracion. Dado € > 0 sea P € Pla,b] tal que S(P, f) — I(P, f) < e. Con
base en esta particién definimos la funcién

o(6) = St ) + L )

Observamos que g(x;—1) = f(xi—1) y g(x;) = f(x;) y la funcién estd definida
como una interpolacién lineal entre estos dos puntos. Por lo tanto tenemos que
para todo x en [x;_1,z;],

() = f(2)| < M; —m; <1

En consecuencia

b n x;
[ 5@ = g@lde =3 [ If@) - glo)Pda

n 4
SZ/ |Mi—mi|2dx<€
i=1v%i-1
|

Teorema 10.24 Sean f, g funciones integrables segin Riemann con periodo 2w
Yy

0 eine > eine
~ ) ~ dp—.
RN W =
Entonces ||f — sn(f)]| = 0y

oo

b
(f.9) = / f@g@)de =Y edn (10.42)

k=—o0

Demostracion. Sea ¢ > 0. Como f € R[—m,n] y f(—n) = f(m) por el lema
anterior tenemos una funcién h continua en [—, 7], con perfodo 27 tal que

lf = nlf <e.

Por el teorema 10.23 existe un polinomio trogonométrico P tal que |h(x) —
P(z)| < e/2m para todo z. Por lo tanto ||h — P|| < e. Si P tiene grado N, por
(10.33) tenemos

|h = sn(R)I| < ||k — Pl| <e

para todo n > N. Por la desigualdad de Bessel para h — f,
[Isn(h) = sn ()] = llsn(h = P < [Ih = fI] <e.

Combinando estas desigualdades con la desigualdad de Minkowski obtenemos

1f = sn (DI < I = Bl 4+ [Ih = sa(B)[[ + [Isn(h) = sn(F)]] < 3¢
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Esto demuestra la convergencia a 0 de ||f — s,(f)]||. Por otro lado

n

T n 1 T _
/ Sn(f)gdz_kzn%%/ﬂ e““g(z) dx = Z Cndy,

- k=—n

y por la desigualdad de Cauchy-Schwarz tenemos

| [53= st < [1r=suhllal < ( [1r=suhP [167)"

que tiende a 0 cuando n — oo por lo que acabamos de demostrar. A partir de
esta desigualdad se obtiene (10.42). |



