Théorie de la mesure et intégration.

J.C. Pardo
Feuille de TD 6.

Exercices.

Exo. 72 Soit f une fonction sur IR. On considere IR muni de la tribu B des boréliens
et d'une mesure A sur . On suppose que f est A-localement intégrable (c’est-a-dire
intégrable pour tout compact).

a) Montrer que f est mesurable.

b) Montrer que f[o A fdA ne tend pas vers une limite quand A tend vers +oco entraine

/ [f]d\ = +oo.
0

Exo. 73 Soit (f,,n € IN) une suite de fonctions positives intégrables pour une mesure
positive p sur un ensemble X. On suppose que f,, converge pu—presque partout vers
une fonction f.

a) Posons g, = infy>, fr pour tout n. Montrer que g, est intégrable et que la suite
gn converge p-presque partout vers f.

b) On suppose de plus qu’il existe une constante M telle que

/fndu < M, pour tout n.

Que peut-on dire de 'intégrale de f? Montrer, a 'aide d’un exemple, que 1'on

n’a pas necessairement
/ fdu= lim / fudp
n—-+00

¢) On suppose en plus des hypothese du (b) que

/fd,u: liril /fnd,u.

/ |f = faldp, converge vers 0.

Montrer que

d) Montrer, a I'aide d’un exemple, que le résultat du (c) n’est pas valable si les f,
ne sont pas positives.



Exo. 74 En utilisant le théoréeme de Lebesgue, calculer

. ! nx
lim ﬁdfﬁ
n—oo Jo 14+ n*z

Peut-on appliquer la méme méthode pour calculer

! nxT

n—oo Jo 14 n*z

Calculer sa valeur.
75 Soit (f,,n € IN) une suite de fonctions integrables telle que

Z/ |fn+1 - fn|d,u < +00.

n>0

Montrer que sup,, | f,| est intégrable et que la suite f,, converge p.p. vers une fonction

f intégrable vérifiant
/fdu: lim /fndu.

Rappel: On note £'(X, 1) Pensemble des fonctions intégrables de X dans IR pour la
mesure fi.

Exo. 76 Soit (f,,,n € IN) une suite de Cauchy dans £'(X, u). Montrer qu’il existe une
sous suite (f,,,k € IN) qui converge p.p (et dans £') vers la limite f de (f,) dans L.
En déduire que la suite (f,) de fonctions intégrables convergent pour la semi-norme
[ 1f]dpu, on peut extraire une sous suite qui converge p.p. vers f. Donner un exemple
de suite de fonctions intégrables (f,) telle que [ |f,|dp converge vers 0, quand n — oo,
mais telle que (f,) ne tende pas vers 0 presque partout.

Exo. 77 Soit f : IR — IR et pour h € IR, nous définissons la fonction f,(x) = f(z—h).

a) Soit f une fonction continue a support compact. Montrer que
/ |frn(x) — f(z)|dz — 0, quand h — 0.
R

b) Montrer la méme propriété pour une fonction g intégrable (on admettra que
I’ensemble des fonctions continues & support compact est dense dans £!(IR)).

¢) A-t-on la méme propriété si f € LP(IR) pour la semi-norme de LP(IR), ¢’est-a-dire

1/p
171l = ( | \f!”dx) .

Exo. 78 Soit f une fonction intégrable. On note:

f(y) = /emyf(x)Cu7 pour y € IR.



Montrer que f , transformée de Fourier de f, est une fonction continue bornée sur IR.
Exo. 79 Avec les notations de I'exercice précédent, montrer le lemme de Riemman-
Lebesgue: Si f est integrable, f tend vers 0 a linfini.

Exo 80 Soit f une fonction intégrable, ou seulement localement intégrable sur IR, pour
la mesure de Lebesgue.

a) Montrer que f[o p f(t)dt tend vers 0 quand z tend vers 0, a l'aide du théoreme
de convergence dominée de Lebesgue.

b) On suppose que f est continue sur IR. Montrer que n f[o L] f(t)dt tend vers une
limite quand n tend vers 400, et determiner la limite.

c) Existe-t-il une limite a ’expression n f[o’l . f(t)dt quand n tend vers 400, lorsque
f est seulement localement intégrable.

Exo 81 Soit f une application continue sur IR, existe-t-il une implication entre:
a) f est intégrable sur IR, pour la mesure de Lebesgue.
b) f tend vers une limite quand z tend vers too.

Que peut on dire, si f est une application uniformément continue sur IR.
Exo 82 Soit f une fonction dérivable sur IR.

a) Montrer que sa dérivée f’ est une fonction mesurable pour la mesure de Lebesgue.

b) On suppose que f’ est continue et intégrable sur IR, pour la mesure de Lebesgue.
Montrer que f tend vers une limite quand x tend vers +oc.

Exo. 83 Soit f une fonction définie sur IR, de classe C'! pour IR\ {0}. On suppose que
f admet une limit a droite, et une & gauche, en 0, et que sa dérivée f’ est localement
intégrable.

a) Si ¢ est une fonction de classe C! sur IR, et & support compact, calculer:
[ H@) .

b) Calculer:
/ In |z|¢'(z)dx.

¢) Donner un exemple de une fonction dérivable sur [—1,1] \ {0}, dont la dérivée
n’est pas une fonction intégrable pour la mesure de Lebesgue sur [—1,1].



Exo. 84 Pour (71, 75) appartenant & IR*\ {0}, on note E(x1, x5) = In(x?+z2). Montrer
que la fonction E est une fonction localement intégrable dans IR®. Maintenant, on
définit f(xy,z9) = 1/(x1 + izz). Montrer que f est une fonction localement intégrable
dans IR?.

Exo. 85 (Utilise le lemme de Riemman-Lebesgue). Soit ¢ une fonction définie sur IR,
intégrable pour la mesure de Lebesgue, telle que (¢(v) —$(0)) /v soit borné au voisinage
de Torigine.

a) Montre que

/ Mgf)(v) — 7p(0), quand a — oo.
R

v

On pourra utiliser les fonctions ¢ (x) = ¢(0) si z € [—1, 1], 0 sinon et ¢ = ¢p— ¢y
et admettre le lemme de Riemman-Lebesgue.

b) Soit f € L}(IR). On suppose qu’il existe u € IR au voisinage duquel, le quotient
(f(u+h) — f(u))/h soit borné. Montrer que

flu) = all_)Ing % /aa e~ </IR eitxf(t)dt) dz.

Conclusion concernant une fonction intégrable et dérivable.
Exo. 86 Soit f une fonction monotone (croissante), définie sur le segment [a, b] de IR.

a) Montrer que f est limite uniforme d’une suite de fonctions étagées.

b) En déduire que toute fonction monotone, définie sur un segment [a, b] de IR, est
mesurable.

Conclusion pour une fonction monotone, définie sur IR.

Exo. 87 Seconde formule de la moyenne. Soit f une fonction définie sur le segment
la,b] de IR, par: f(x) = g(x)h(x), ol g est une fonction positive décroissante, et h est
une fonction intégrable sur [a,b]. Alors il existe ¢ € [a, b] tel que:

/a  Ha)de = gla) / ' h(a)da.

On demontrera que la propriété est vraie si g est une fonction en escalier, positive
décroissante, pour en deduire ensuite la seconde formule de la moyenne.

Exo. 88 Lemme d’Abel. Soit f une fonction définie sur [0, 0o, par:f(z) = g(z)h(x),
ol g est une fonction positive décroissante tendant vers 0 a I'infini, et h est une fonction
intégrable sur tout segment [a, b] de IR telle qu’il existe une constante o > 0, verifiant

pour tous a,b € IR, :
b
/ h(z)dz

Alors [° f(z)dz est convergente, et [}° f(x)dx est majoré en module par og(A).
Exo. 89 Lemme d’Abel pour les séries. Soit u,, = a,b, le terme général d’une série,

Oab = <o.

4



ol a, > 0 est une suite décroissante, tendant vers 0, et ou b, est une suite telle qu’il
existe o > 0 vérifiant:

by, + b1 + -+ bpyyp| < 0, Vn,p € IN.
Alors la série (u,,) est convergente et
[Up + Upp1 + -+ Ungp + -+ | < oy, Vn € IN.

C’est un cas particulier de I'exercice précédent en prenant:
g = Z an]I[n,n+1[a et h= Z bn]l[n,nJrl[-

Exo. 90 Soit f une fonction définie sur [0, 1], a valeurs réelles, mesurable, bornée en
dehors d’'un ensemble de mesure nulle. On note:

1flloe = inf { M € Ry : |f(2)] < M pp.}.

a) Montrer que {x : |f(x)| > ||f||} est de mesure nulle.

([re)”

converge vers || || quand n — oo.

b) Montrer que la suite

Exo. 91 Soient (X, 7, u) un espace mesuré, et f une fonction intégrable.

a) Montrer que pour tout € > 0, il existe A € 7 de mesure finie, tel que:

sup{|f(m)|:x€A}<oo, et /X\A|f(x)|d,u§e.

Utiliser les ensembles A,, = {z : 2" < |f(z)| < 2"},n € IN.

b) Montrer que pour tout € > 0, il existe ¢ > 0 tel que, VB € 7 vérifiant
WE <5 ona [ |f@le<e
B

c¢) Soit f une fonction intégrable de IR dans IR. Montrer que I'application

wefmw,

est uniformément continue sur IR.



Exo. 92 Soit

1, = / <1 + £>n e 2 dg.
0 n

Montrer la convergence de la suite [,,, en utilisant le théoreme de convergence mono-
tone, et donner la limite.
Exo. 93 On note f la fonction définie sur IR? par

t2
tor) = — .
f( ,ZE) 1 +t2$2

On remarque (sans preuve) qu’il s’agit d’une fonction de classe C* a valeurs positives.

a) Pour ¢ réel quelconque montrer que la fonction = +— f(¢,z) est intégrable sur IR
(pour la mesure de Lebesgue) et donner la valeur de

F(t) = /_ " f(t 7).

b) Pour ¢ réel quelconque montrer que la fonction = — g—{(t, x) est intégrable sur IR
(pour la mesure de Lebesque).

¢) Pour étudier la continuité de la fonction F' (indépendemment de la valeur ex-
plicitée en (a)), peut-on utiliser le théoreme de continuité des intégrales dépendant
d’un parametre? (Dans Iaffirmative on montrera que toutes les hypothese de ce
théoreme sont vérifiées, dans la négative on précisera la ou les hypothese qui ne
le sont pas).

d) Méme question que la précédente en remplagant “continuité” par “dérivabilité”.
Exo. 94 Pour x et 6 réels on pose , si cela a un sens ¢(z,6) = In(1 — 2z sin(9) + z?).

a) Montrer que, pour tout z réel, la fonction 6 — ¢(z, 8) est définie presque partout
et intégrable sur [—m, 7| (au sens de Lebesgue).

b) On définit F' de IR dans IR par

Flz) = / " ol 0)d0.

-

Montre que la fonction F' est paire, continue sur IR et vérifie, pour x > 1,

drln(z — 1) < F(x) < 4rln(z + 1).

¢) Montrer que la fonction F' est deux fois dérivable sur IR \ {—1, 1} et donner une
expresion de F’ et F” a l'aide d’intégrales.

d) On fixe = différent de —1,0 et 1, évaluer g—‘g et 227‘5 et en déduire la relation
suivante v (x) + F'(z) = 0.



e)

Donner la valeur de F'(x) pour tout x.

Exo 95. Le but de cet exercice est ’étude de la fonction F' définie par

[T sin(tx)
F(t)_/o N

Montrer que la fonction F' est bien définie sur tout IR.
Montrer que F' est continue et bornée sur IR.

Pour ¢ > 0 donner une relation simple liant F'(t) et

B T gin(u) "
0= Trave

Montrer que F' est indéfiniment dérivable sur IR".

Montrer que, pour ¢t > 0 G(t) peut aussi s’écrire

[T 1 —cos(u) S
G(t)—/o e f(t, u)du,

ou f est une fraction rationnelle en ¢ et u que 'on explicitera.

Montrer que lorsque t tend vers 0 par valeurs positives G(t) a une limite finie
strictemente positive.

Montrer que lorsque ¢ tend vers 0 par valeurs positives F'(¢) admet un équivalent
du type Av/t. La fonction F est-elle dérivable en 07

Montrer que, lorsque ¢ tend vers +oo, F(t) admet un équivalent du type B/v/t.



