Théorie de la mesure et intégration.
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Feuille de TD 5.

Exercices.

Exo. 61 Une remarque preliminaire: la trés importante propriété d’additivité dénombrable
de I'intégrale des fonctions mesurables positives ne s’étend pas aux familles non dénombrables.
Prouvez-le par un contre-exemple.

Exo. 62 En considérant ’espace mesuré (IN, P(IN), v/), ot v est la mesure de comptage,
traduire la propriété d’additivité dénombrable en termes de doubles suites (2,.4)p 4eN
d’éléments de IR

Exo. 63 Soit (X, 7, u) un espace mesuré et (f,),ew une suite de fonctions tels que

pour chaque n f, : (X,7) — IR est mesurable.

a) On suppose que

> [ Ui < o

nelN

Montrer que g : X — IR, definie par g(z) = > |fa(2)| est mesurable et presque
partout finie, et integrable.

b) Montrer que la série ) f,(z) converge pour presque par tout x et que si f
designe la somme de cette série la ou elle existe, prolongée par ailleurs, on a que

f est intégrable et
/fduz Z/fndu-

nelN

Prouver en particulier que cette somme a un sens.

Exo. 64 Soit (X,7,u) un espace mesuré et (A,),enw une suite d’éléments de 7.
Montrer que:
p(liminf A,) <liminf u(A,).

Trouver un contre-exemple a 1’égalité.

Exo. 65 Soit p une mesure finie sur la tribu borélienne de IR, (a,),en une suite de
réels convergente dans IR vers a. Trouver une condition suffisante sur p({a}) pour
qu’on ait:

i p(] — 00,a4]) = (] — 00, al).

Exo. 66 Pour n € IN* soit f,, : IR — IR telle que

fol) = Ty (2) (€77 = 26720,



Calculer

/ S o fadd et > / fad,

n>1 n>1

et conclure (63). (A est la mesure de Borel sur la tribu borélienne de IR).
Exo. 67 Montrer que
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n>1

Do

(dz est la mesure de Borel).
Exo. 68 Soit f : (IR, B,dx) — IR une fonction telle que, pour tout réel a, la fonction
e f(x) soit intégrable. Soit z € C. Montrer qu’on a

zZX Zn
/lRe f(x)dx = Z m[n,

n>0

oi I, = [a"f(z)dx.
Exo. 69 Soit f,, : (IR, B,dz) — IR telle que

fn(x) = Mg () (1 — E)n e,

Calculer lim,,_,o [ f,(2)dx suivant la valeur de a.
Exo. 70 Pour tout t € IR, montrer que I'intégrale
_ log(t* 4 2?)

F(t) = - flt,x)dx, existe,ou f(t,z)= T

Montrer que F est continue sur IR, dérivable sur |0, co[. Pour ¢ > 0, calculer F'(t) puis
F(t) ( On admettra que F'(0) = 0). F est-elle dérivable en 07 De 'existence et de la
valeur de la dérivée a droite de F' en 0, déduire la valeur de

1 2
/ log(L +1w) 4,
u
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Exo 71 Soit f : (IR, B,dz) — IR qui est intégrable ainsi que = f(z). Montrer que sa
transformée de Fourier

ft) = [ e o

est dérivable; exprimer sa dérivée a l'aide d’une intégrale. Soit f (x) =€ . Exprimer
f'(t) a I'aide d’une intégrale, puis, montrer que f'(t) = —t/2f(t). En déduire la valeur

de f a une constante multiplicative pres. Identifier la constante sous forme d’une
intégrale.
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