CIMAT Tarea 1

Centro de Investigaciéon

en Matemadticas, A.C. Teoria de la medida

Sea {P,} = {P.}32, una sucesion de proposiciones logicas:

* Decimos que {P;} es cierto frecuentemente si y solo si para todo ky > 1 existe
algan k > ko tal que P, es cierto.

* Decimos que {P;} es cierto eventualmente si y solo si existe k, > 1 tal que P es
cierto para todo k > k.

1. Demuestra que si {P;} es cierto eventualmente, entonces también es cierto fre-
cuentemente. Da un contraejemplo que muestre que el reciproco no es necesaria-
mente cierto.

2. Demuestra que { P } no es cierto frecuentemente si y solo si { P} es falso eventual-
mente (es decir que las negaciones son ciertas eventualmente).

3. Sean {E}} una sucesion de subconjuntos de un dado conjunto X, y sea también
r e X.

(a) Demuestra que

x € limsup By, = ﬁ G E,

k—roo n=1k=n
siy solo six € Ej frecuentemente.
(b) Demuestra que
T € hmmf E, = U ﬂ E;
n=1k=n

siy solo siz € Ej, eventualmente.

4. Sea {z;} una sucesién de niimeros reales, y sea también = € R.

(a) Demuestra que

x < limsup x; = inf sup zy
k—o00 n21 k>n

siy solo si para todo € > 0 se tiene que x — € < z;, frecuentemente.

(b) Demuestra que x > limsup,_,., x) si y solo si para todo € > 0 se tiene que
x + € > x;, eventualmente.



5. Sea { f} una sucesion de funciones de X en R, y sea también f: X — R.

(a) Demuestra que f;, converge uniformemente a f siy solo si para todo € > 0,

{If = fil >et={x e X ||f(z) — fu(x)| > e} = 0 eventualmente.

(b) Demuestra que f; converge puntualmente a f siy solo si para todo ¢ > 0

limsup{|f — fx| >} =0.

k—o00

(c) Deduce que la convergencia uniforme implica la convergencia puntual. Da
ademds un contraejemplo que ilustre que el reciproco no es necesariamente
cierto.



CviAT Iarea 2 y 3

Centro de Investigaciéon
en Matematicas, A.C.

Teoria de la medida

Dado f: X — [—00,00] denotamos por f; := max{xf,0} las partes positivas y
negativas.

Para f: X — [0, co] definimos

Zf = sup{Zf(m) | F C Xfinito}.

zeF

Sea f: X — [—00,00]. Si ambas sumas ) | f1 son finitas decimos que f es absoluta-
mente sumable y definimos > f :=> f1 — > f_.

1. (Monotonicidad) Demuestra que para f < g absolutamente sumables > f < > g.

2. Demuestra que f: X — [—00, 0] es absolutamente sumable si y solosi ) | f| < oo.

3. (Desigualdad triangular) Demuestra que para f: X — [—o0, 00| absolutamente

sumable |3 f| < 5.
4. (Markov) Demuestra que para f: X — [0,00] y A > 0,

1
Hre X [ f@0)> N <330
5. Demuestra que para f: X — [0, o],
Z f<oo = {f > 0} es un conjunto numerable.

6. Demuestra que para f: X — [—00, 00| absolutamente sumable

=D flan) (1)

donde {x,} es una enumeracién arbitraria de { f # 0}.

7. (Convergencia monétona) Sea { f;} una sucesién creciente de funciones de X en
[0, 00]. Demuestra que

Z Sl}ipfk(l') = Sl;p Z fr(z).

zeX reX



10.

11.

12.

(Fatou) Sea { f;} una sucesién de funciones de X en [0, co]. Demuestra que

> liminf fi(x) < liminf y | fi(x).

zeX zeX

(Convergencia dominada) Sea { f} una sucesién de funciones de X en [—oo, o]
tales que limy,_, fx(x) estd bien definido para todo x € X. Demuestra que

Zsip [fe(@)| <00 = Z,}ggofk(:v) = ,}LrgOka(w)-

zeX reX zeX

Pista: Aplica el lema de Fatou a sup; | f;| £ fi.

(Fubini) Demuestra que para f: X x Y — [—00, 00| absolutamente sumable

Yo fay) =)D flay)=> ) flaw).

(z,y)eX XY z€X yeYy yeY zeX

Dadop > 1,sea |- |,: [—00,00]* — [0, 0] tal que

1/p
flp = (Z \f(x)lp> :

zeX

Demuestra que | - |, es homogénea' y convexa.

Pista: Basta demostrar que {| - |, < 1} = {| - [} < 1} es convexo.

(Minkowski) Demuestra que para f: X x Y — [—o0, 00| absolutamente sumable

(Z p) " <Y (Z \f(x,y)!p> 1/1’.

reX yeY \zeX

> flay)

yey

'l

cflp = c|f|p parac > 0.
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1. Dado (X, M, i) un espacio de medida, considera la relacién en M dada por:
E ~ Fsiysolosiu(EAF) = 0.

(a) Demuestra que ~ es una relacién de equivalencia.

(b) Demuestra que j: estd bien definida en el conjunto de clases de equivalencias.
Es decir, que si E ~ F, entonces p(E) = p(F).

(c) Dados E, F € M,sead(E, F) := p(EAF). Demuestra que d estd bien definido
en el conjunto de clases de equivalencias y ademds define una métrica.

2. Sea p: £ CP(X) — [0,00] tal que 0, X € £y p(d) = 0. Demuestra que el espacio
de medida generado por estos datos es completo. Es decir que paratodo £ C N €
M(p) con . (N) = 0, se tiene necesariamente que £ € M (p..).

3. (Borel-Cantelli) Sea (X, M, ;1) un espacio de medida. Demuestra que para {E;};°, C
M se tiene que

1—00

ZM(E,) < 00 = I (hm sup EZ) = 0.
i=1

¢Es valido el reciproco?

4. Considera (X, M, ) un espacio de medida, la recta real con la sigma-dlgebra de
Borel, { f;}°, una sucesién de funciones medibles de X en R,y f: X — R también
medible. Demuestra que si para todo € > 0 se tiene que

> n{lfi = f1>2}) < o0,

entonces { f;} converge puntualmente a f en casi todo punto.
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1. Sea {fx} y f funciones medibles de (X, M) en (R, Borel) tales que f; — f en casi
todo punto

(a) Demuestra que si { f;} son no-negativas y

/fdu: lim /fkdu < 00,
k—o00

entonces para todo £/ € M también se tiene que

/fd,u— lim/fkdu.
E k—oo J

(b) Muestra que la conclusién no es necesariamente valida si asumimos en cam-

bio que
/fdu = klirn /fkdu = 0.

2. Asume que f; — fy g — g, ambos en medida
(a) Demuestra que fi + g — f + g en medida.
(b) Demuestra que figr — fg en medida si ;1(X) < oo, pero no necesariamente si
plz) = oo.

3. Justifica por qué el teorema de convergencia monétona, el lema de Fatou, y el
teorema de convergencia dominada son vélidos si f; — f bien sea en casi todo
punto, en medida, o en L.

4. Sean (X, M) e (Y, N) espacios medibles, T: X — Y un mapeo medible, y i: M —
[0, oo] una medida. Se define el push-forward Ty p: N — [0, oo] tal que

Ty(E) = (T~H(E)).
(a) Demuestra que T/ es una medida.

(b) Demuestra la formula de cambio de variables: Para toda f € L'(Y,Tyu) se
tieneque foT € L' (X,u)y

/XfonM:/deT#M.
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Lee sobre la construccién del conjunto y la funcién de Cantor bien sea en el libro
de Folland, en el Stein-Shakarchi o en Wikipedia.

1. Demuestra que el conjunto de Cantor satisface las siguientes propiedades:

(a) Es totalmente disconexo: Es decir que si z,y € Cantor, entonces existe z ¢
Cantor entre z e y.

(b) Para todo = € Cantor, existe una sucesiéon en Cantor \{z} que converge a x.

2. Demuestra que la funcién de Cantor f: [0,1] — [0, 1] es continua, sobreyectiva, y
diferenciable en casi todo punto con derivada igual a cero. En particular da un
contraejemplo para el teorema fundamental del célculo

/O Fdz—0<1=f(1)— f(0).

3. Se define la sucesion de funciones f;: R — R (también conocida como typewriter)
como
Jr = Ljk—1)2-n k271, 2" < k< 2"t

1. Demuestra que estas convergen en medida pero no en casi todo punto.

2. Da una subsucesién que converja en casi todo punto.

4. En este problema buscamos demostrar que una funcién f: [0,1] — R acotada es
Riemann integrable si y solo si su conjunto de discontinuidades es nulo. Recorde-
mos que f es Riemann integrable si y solo si se tiene que

/Olfdx:/olfdm

donde la integral superior se define como

sy
/ fdr =inf{a l(L1) + ... al(L,) |{Lx,...,I,} C T particién de [0, 1],
0

fgalﬂh +...—|—anﬂ]n},



mientras que la inferior

1
/ fdr =sup{a (1) +...a,0(1,) |[{L1,...,1,} CZ particion de [0, 1],
J0

f 2@1111 +...+an]l]n}.

Usaremos la oscilacién la cual se define en este caso para £ C [0, 1] como
= —inf f.
osc f s%p f in f

Puntualmente en z € [0, 1] definimos

osc f= lim osc f.
x r—0t (z—r,x+r)

(a) Sea e > 0. Demuestra que si f es Riemann integrable, entonces {osc f > ¢} =
{z €10,1] | osc, f > ¢} tiene medida cero.
(b) Demuestra que para ¢ > 0, se tiene que {osc f > ¢} es compacto.

(c) Demuestra que para e > 0,

— 1
/ f:[l‘{OSCf<€}d$ - / fﬂ{oscf<5}dx S E.
0 Jo_

(d) Demuestra que si el conjunto de discontinuidades de f tiene medida cero,
entonces f es Riemann integrable.

(e) Describe brevemente como se puede ajustar este argumento para extender el
resultado a una funcién f: R — R acotada con R € R, acotado con d > 1.
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1. Considera f: R? — R medible:

(a) Asumiendo que f € L'(R?), demuestra que para todo ¢ > 0 existe una
funcién simple ¢: RY — R tal que || f — ¢[|p1ge) < €.

(b) Asumiendo que f = 1 con m(E) < oo, demuestra que para todo ¢ > 0 existe
una funcién continua g: R* — R tal que || f — gl p1(gey < €.

(c) (Lusin) Asumiendo que f = 0 fuera de un conjunto acotado, demuestra para
todo e > 0 existe un conjunto ¥ € Lebesgue(R?) tal que m(X) < ey flgayy €s
continua.’

2. Dado un espacio de medida (X, M, ), considera las o-adlgebras N := {N € M| u(N) =
0}y
M:={ACX|AABC N € N paraalgin B € My N € N'}.
(a) Demuestra que existe una tinica extensién fi: M — [0, 00| de y tal que (X, M, i)

es el menor posible espacio completo que extiende a (X, M, u). Esta con-
struccién se denomina la completaciéon de (X, M, p).

(b) Demuestra que para cualquier funcion M-medible f: X — R existe una
funcién M-medible g: X — R tal que f = g en Ji-casi todo punto.

3. Sean (X, M, u) y (Y, N,v) espacios de medida finita y completos®.

(@) Sea f: X xY — [0,00] una funcién M x N-medible. Demuestra que f, es
N-medible para p-casi todo z € X, z — [, f,dv es M-medible y

[ ) = | ( / fa;dV) .

(b) Sea f € L'(n x v). Demuestra que f, € L'(Y,N,v) para u-casi todo z € X,
v [, fodv € DX, M, 1) y

[ ) = | ( / fde) .

(c) ¢Es posible generalizar este resultado a espacios de medida o-finita?

!Pista: Usa una aproximacién de E con un conjunto abierto por fuera y cerrado por dentro.
2Pista: Usa el Teorema de Egorov.
3Pista: El resultado del problema 2.b puede ser util.



4. Sea f: R? — [0, 0c] medible
(a) Demuestra que para todo ¢ > 0, g;(z,y) := f(cz,y) es medible y*

/ grdm = ¢ fdm.
R2 R2

(b) (Opcional, es parecido al anterior). Demuestra que g»(z, y) := f(—z,y), g3(z,y) ==
fy,z),y gs(z,y) :== f(z,y + x) son medibles y

/R? grdm = fdm.

R?

(c) (Puedes usar el opcional, asi no los hayas demostrado). Sea T: R* — R? una
biyeccion lineal, demuestra que g := f o T' es medible y

|detT|/ gdm = fdm.
R? R?

(Es posible generalizar esta estrategia a otras dimensiones?

4Pista: Basta demostrarlo para f (Borel(R?), Borel(R))-medible y luego usar 2.b.
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1. Sea E € Leb(R) tal que m(E) > 0.

(a) Demuestra que para todo ¢ € (0, 1) existe un intervalo [ tal que

ENnI
M >1—c¢.
m(I)
(b) Demuestra que el conjunto
E—-FE:={x—y|x,ye E}

contiene un intervalo centrado en cero.

2. Dado d > 1, demuestra que existen constantes ¢, C' > 0 tal que lo siguiente se
cumple: Para cualquier U C R? abierto existe una particién Q de U por cubos tal
que para todo Q,(z) € Q se tiene que

cl < dist(Qu(x),R*\ U) < O

3. Sea F' C R cerrado tal que m(R \ F') < oo, §(z) := dist(z, F'), e

_ [ W
I(x) .—/R|y_w|2dy.

(a) Demuestra que [0(z) — §(y)| < |z — y.
(b) Demuestra que I = ocoenR\ F.

(c) Demuestra que I < oo en casi todo punto de F.
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Sea (X, M, ;1) un espacio medible. Dada f: X — R medible y p > 0, definimos
[ £llpoo := f{M >0 | Au(]f| > \)'/? < M para todo A > 0}.

Decimos que f € LP* siysolosi || f||,« < 00. Una sucesion { f;} converge a f en L»>
siy solo si || fx — f]|zr tiende a cero.

1. (L € LP*>°) Demuestra que

1 fllpoo < 5.

Da un ejemplo para el cual || ||, = oo pero || f||.c < o0.

2. (Desigualdad triangular) Demuestra que

1 + gllpoo < méx{2, 2P} ([| fllpoc + ll9llp.c0)-

Concluye que L»> es un espacio vectorial y || - ||, €s una quasi-norma.

3. Demuestra que si { f,} converge a f en L»>, entonces también converge en medi-
da. Da un ejemplo para ver que los tipos de convergencia no son necesariamente
equivalentes.

4. (Lp> C LP + LP) Demuestra que para 0 < py < p < p; se tiene que si f € L™,
entonces flyjs>13 € LPy flygs<1y € L'

5. (L C LM) Dado 0 < py < p1, demuestra que para (X ) < oo existe una cons-
tante C' > 0 que depende de po, p1, y u(X) tal que?

[fllpo < CllFllpr 00

Da un ejemplo para el cual ;(X) < o0, || f|lp,c0 = 00 para todo p > po, pero || f|lp, <
0o?.
'Usaque [y |f[Pdu=p [;~ p(|f| > A)Atd.
2Estima [~ u(|f| > A)AP~1dA partiendo el intervalo (0, c0) como (0,¢) U (£,00). A continuacién opti-
miza sobre t.
3f(z) = z*|Inz|? en algtin intervalo de la forma (0, 7).




6. (Holder) Demuestra que para p,q € [1,00) tales que 1/p + 1/q = 1 existe C' > 0
dependiendo de p y ¢ tal que*

£ 91100 < Cl[fllp.oollgllg.oo-

7. (Interpolacién) Demuestra que para 0 < py < p < p1y 8 € [0,1] tal que 1/p =
(1 —0)/po + 0/p1 se tiene que

1F b0 < 111l ool £ 115, oo

*Toma [ fllp.cc = l9llg.00 = 1y usa que para A, t > 0
(gl > X) < ulf1 > M)+ pllgl > t71) < (AP + 79

A continuacién optimiza sobre ¢.
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Sean v, ;» medidas signadas sobre el espacio medible (X, M). Asumimos ademaés

que 1 es positiva (es decir una medida).

A N

Demuestra quesiv L py v < pu, entonces v = 0.
Demuestra que M,_y = M|, |—o.

Demuestra que v L psiysolosi |v| L p.
Demuestra que v < psiy solosi [v] < p.

Demuestra que
vH(E) = sup{v(F) | F C E medible}.

Asumiendo que v es finita, demuestra que v < p si 'y solo si para todo € > 0 existe
d>0talquesi £ € My u(E) <6, entonces v(E) < e.

Dado f € L*(R), demuestra que F(z) := [*_ f(t)dt es absolutamente continua.
Es decir, para todo ¢ > 0 existe 0 > 0 tal que si (ay,b1),. .., (an, b,) son intervalos
disjuntos tales que Y ;_, (by — a;) < 0, entonces Y ,_, |F(by) — F(ax)| < €.

Demuestra el Teorema de descomposicién de Jordan.
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Dada f: [a,b] — R, definimos las derivadas de Dini de la siguiente forma:

flx+h) = fx)

D+ f(z) := limsup (x #b)
h—07t h
e (@) = ()
D7 f(x) := lim inf h (z # )
D~ f(x) := limsup J(@) = i(w —h) (x # a)
h—0t
D™ f(x):= h;lmgrﬁf f(x) = i(m —h) (x # a)

Dada f: [a,b] — R, definimos la envolvente decreciente 7'f: [a,b] — R de la si-
guiente forma:

Tf(x):=t{p(x) |¢: [a,b] = R no-creciente y ¢ > f}.

1. Calcula las derivadas de Dini en cero para
£@) = (@ sin(1/2) + 2fe]) Ty oy 2).
2. Sea g(z) := f(—z). Demuestra que Dt g(z) = —D~ f(—x).
3. Demuestra que f es diferenciable en z si y solo si D* f(x) < D~ f(z) y D~ f(z) <
D* f(a).
4. Demuestra que si f € C([a, b]), entonces las derivadas de Dini son funciones me-

dibles.

5. Demuestra que si f € C([a,b]), entonces T'f estad bien definida, es continua, y de-
creciente.

6. (Rising sun lemma) Dado f € C([a, b]) no-decreciente y A > 0, sea fi(x) := f(z) —
Az. Demuestra que
{DFf > 2} C{TH > h) = [, be),
k>1
donde los intervalos son disjuntos y ademaés

f(bx) — flar)

> A\
bk—ak



. Demuestra que si f € C(]a, b]) es no-decreciente, entonces para todo («, 3) C (a,b)

1(8) = fla)

m({D¥f > A} (a,p)) < )\

. Dado f € C([a,b]) no-decreciente y 0 < A < A demuestra que

{DYf>A>\>D_f} = J{DTf > A} (a, by

k>1

donde los intervalos son disjuntos y ademas

f(bx) — f(ar)

<\
bk—ak

. Dado f € C([a, b]) no-decreciente y 0 < A\ < A demuestra que

m({ﬁf>A>)\>&f})§%(b—a).

. Dado f € C([a,b]) no-decreciente, demuestra que f es diferenciable en casi todo
punto.
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1. Verdadero o falso:
(a) Esvalido el teorema de diferenciacion de Lebesgue para f € L?(R?)
(b) Existe E € Leb(R?) tal que

m({oew

2. Dadoa € Ry f € L}(R%), sea X, C R? tal que

lfm [0E PR
=0+ m(B,) 2

mENBE) 1),

1§
ri%{" m(Br)

Y, = {x c R¢

/Br(z) If(y) — aldy # | f(x) — a\} .

Este conjunto también incluye puntos donde el limite no existe. Demuestra que
para X = (J, o Xa se tiene que

1

h’m—/ — f(2)|dy = 0 para todo z € R*\ &
Jm B Br(m)\f(y) f(x)ldy =0p \

Concluye que lim, o+ ﬁ S5, |f () — f(2)|dy = 0 para casi todo = € R<. Los
puntos x € R? para los cuales lim, o+ @ / o) [/ () = f(2)|dy = 0, se conocen
como los puntos de Lebesgue de f.

3. Sea E,(z) C B,(z) C RY medible tal que
inf{r~*m(E,(z))|r > 0,2 € RY} > 0.
(a) Demuestra que para toda f € L'(R?)

1

lim —/ — f(2)|dy = 0 para casi todo x € R%.
i s [ 1) = iy 0

(b) Demuestra que para toda f € L*(R?)

1
lim ——— / dy = f(z) para casi todo z € R%.

4. Sea K,(x) :== r~2K,(z/r) donde K,(z) = /2|2,



(a) Demuestra que para todop € [1,00) y f € LP(R?), K, x f — f en L? cuando
r— 0.

(b) Demuestra que para toda f € L'(R?), K, * f — [ en casi todo punto.
5. Dadoz € Riyt € R, sea Q,(z,t) = B.(x) x (t —r? t +r?) C R Demuestra que
para toda f € L'(R!)

1
lim —// ,s)dyds = f(x,t) para casi todo (z,t) € R
B @ ) Mg T = S0P 0



