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Dado un espacio de medida pX,M, µq, podemos definir nuevas medidas sobre M a partir
de funciones f : X Ñ r0,8s medibles de la forma

µf pEq :“

ˆ
E

fdµ.

¿Son todas las posibles medidas de esta forma? No necesariamente, por ejemplo la delta
de Dirac no se puede obtener de esta forma a partir de la medida de Lebesgue. Observamos
que en la construcción de µf , los conjuntos nulos de µf contiene a los conjuntos nulos de µ,
cosa que no ocurre con la delta para la cual t0u no es nulo.

Definición 1. Dadas dos medidas µ, ν sobre un mismo espacio medible pX,Mq, decimos
que ν es absolutamente continua con respecto a µ (ν ! µ) si y solo si todo N P M tal que
µpNq “ 0, también cumple que νpNq “ 0.

De la definición de la integral se sigue que cualquier medida de la forma µf es absoluta-
mente continua con respecto a µ.

Tomando en cuenta el ejemplo de la delta y la medida de Lebesgue observamos que
podemos descomponer la recta real en dos conjuntos complementarios tales que m y δ cargan
la totalidad de sus medidas en cada uno de ellos por separado. Por ejemplo, mpt0uq “

δpRzt0uq “ 0. Esto motiva el siguiente concepto complementario a la continuidad absoluta.

Definición 2. Dadas dos medidas µ, ν sobre un mismo espacio medible pX,Mq, decimos que
ν es singular con respecto a µ (ν K µ) si y solo si existe E P M tal que µpXzEq “ νpEq “ 0.

El teorema de Radon-Nikodym nos garantiza que si µ es finita, entonces cualquier otra
medida finita sobre M se obtiene como la combinación de una parte absolutamente continua
y otra singular.

Teorema 1. Sea pX,M, µq un espacio de medida finita. Para cualquier medida finita ν
existe una única f P L1pXq no negativa y una medida νs K µ tal que

ν “ µf ` νs.

La condición de que las medidas sean finitas puede ser relajado a medidas σ-finitas de
forma rutinaria.

Por ejemplo, si µ “ m y ν “ m ` δ tenemos que f “ 1, µf “ m ! m, y νs “ δ K m.

Si en cambio tomamos µ “ m ` δ y ν “ m tenemos que f “ 1Rzt0u, y νs “ 0 K µ.
Tengamos en cuenta que t0u no es un conjunto nulo para µ “ m ` δ.

La unicidad de la descomposición implica que si ν ! µ, entonces ν “ µf para una única
f P L1pX,M, µq. Denotamos en este caso a la función f “ dν{dµ como la derivada de
Radon-Nikodym de ν con respecto a µ.



La medida de contar # no es σ-finita en pR,BorelpRqq y el teorema no podŕıa aplicarse en
este caso. Observamos que ν “ m ! µ “ #, sin embargo m ‰ µf para ninguna f P L1pR,#q.
Tampoco es posible descomponer ν “ # con respecto a µ “ m.

Para poder dar la demostración del Teorema de Radon-Nikodym es natural considerar la
diferencia de medidas, dado que una vez dado un candidato para f , basta ver que pν´µf q K µ.
Es conveniente además considerar casos en los que esta diferencia tome valores negativos, lo
cual nos lleva a extender la noción de medidas a medidas signadas, es decir que posiblemente
toman tanto valores positivos como negativos.

1. Medidas signadas

Definición 3. Sea pX,Mq un espacio medible. Una función ν : M Ñ RY t˘8u se dice una
medida signada si y solo si satisface los siguientes axiomas:

1. νpHq “ 0,
2. Si tν “ 8u ‰ H, entonces tν “ ´8u “ H.
3. Dada una sucesión tEku Ď M disjunta, se tiene que

ν

˜

ď

kě1

Ek

¸

“
ÿ

kě1

νpEkq.

Si ν es una medida, es decir que toma valores no-negativos, podŕıamos decir que es una
medida positiva con el propósito de hacer énfasis, a pesar de que sea redundante.

En la propiedad de aditividad de ν observamos que la unión
Ť

kě1Ek es invariante bajo
permutaciones de los ı́ndices. Por lo tanto lo mismo ha de cumplirse para la serie, es decir
que esta debe ser absolutamente convergente si

ˇ

ˇν
`
Ť

kě1Ek

˘
ˇ

ˇ ă 8.

Si µ1 y µ2 son medidas positivas tales que por lo menos una es finita, entonces ν “ µ1´µ2

es una medida signada. Para una medida µ y cualquier f : X Ñ R, tal que por lo menos una
de las integrales

´
X
f`dµ o

´
X
f´dµ es finita, se tiene que ν “ µf` ´ µf´ es una medida

signada.

Es útil pensar a las medidas signadas como generalizaciones de las funciones medibles, con
la salvedad que estas ya no están definidas puntualmente, si no sobre los conjuntos medibles.
El resultado técnico y central en esta sección es ver que algunas de las construcciones de las
funciones se extienden a las medidas signadas. En particular buscamos construir los conjuntos
de positividad y negatividad, las partes positivas y negativas, y el valor absoluto.

Dado E P M, denotamos ν|E : M Ñ R Y t˘8u tal que

ν|EpF q :“ νpF X Eq.

En la siguiente definición damos la noción de conjuntos positivos, negativos, y nulos.
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Definición 4. Dada una medida signada ν sobre el espacio medible pX,Mq

Mνě0 :“ tE P M | ν|E es una medidau,

Mνď0 :“ tE P M | ´ ν|E ď 0 es una medidau,

Mν“0 :“ Mνě0 X Mνď0,

Mνą0 :“ Mνě0zMν“0,

Mνă0 :“ Mνď0zMν“0.

Nótese las siguientes sutilezas: P P Mνě0 no significa exactamente que νpP q ě 0. Tam-
poco es necesario que cualquier E P M deba pertenecer a por lo menos uno de los conjuntos
definidos previamente.

Observamos que si P P Mνě0 entonces cualquier Q Ď P medible también pertenece a
Mνě0. Además Mνě0 es cerrado bajo uniones e intersecciones numerables, sin embargo no
es necesariamente un álgebra dado que no es cerrado bajo complementos.

Teorema 2 (Hahn). Dada una medida signada ν sobre el espacio medible pX,Mq, existe
un único Pν P Mνě0 (módulo conjuntos ν-nulos) tal que Nν :“ XzPν P Mνď0.

Como corolario obtenemos la descomposición de Jordan.

Corolario 1 (Jordan). Dada una medida signada ν sobre el espacio medible pX,Mq, existen
un único par de medidas positivas ν˘ mutuamente singulares tales que ν “ ν` ´ ν´.

Para demostrar el corolario, basta ver que ν` “ ν|Pν y ν´ “ ν|Nν son las medidas
requeridas.

Definimos, a partir de la descomposición de Jordan, la variaciones positiva y negativa de
ν “ ν` ´ν´ como ν` y ν´ respectivamente. También definimos la variación total de ν como

|ν| :“ ν`
` ν´.

Por ejemplo, para ν “ µf tenemos que ν˘ “ µf˘ y |ν| “ µ|f |.

Notemos las siguientes sutilezas: Dado E P M, tenemos que para la parte positiva de
νpEq

pνpEqq
`

“ máxtνpEq, 0u “ máxtν`
pEq ´ ν´

pEq, 0u ď ν`
pEq.

De igual forma pνpEqq´ “ máxt´νpEq, 0u ď ν´pEq y |νpEq| ď |ν|pEq. En otras palabras,
las variaciones son nociones distintas a las partes positivas, negativas o el valor absoluto de
la medida. Sin embargo, estas están relacionadas por un tipo de desigualdad triangular.

La idea de la demostración del teorema de Hahn consiste en construir Pν como un con-
junto positivo que maximice la medida.

Demostración del Teorema de Hahn. Asumamos sin pérdida de generalidad que tν “ 8u “

H y sea m :“ supPPMνě0
νpP q. Existe por lo tanto una sucesión tPku P Mνě0 tal que νpPkq

tiende a m. Construimos entonces

Pν :“
ď

kě1

Pk P Mνě0.
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Dado que ν es una medida positiva sobre Pν se tiene que νpPνq ě νpPkq y necesariamente
νpPνq “ m ă 8. Queda por ver que Nν :“ XzPν P Mνď0 y la unicidad de estos conjuntos,
módulo conjuntos ν-nulos.

Para ver la unicidad, asumamos por un momento que Nν P Mνď0 y consideremos P P

Mνě0 tal que N :“ XzP P Mνď0. Notamos que P zPν Ď Nν P Mνď0 y P zPν Ď P P Mνě0,
por lo tanto P zPν P Mν“0. De igual forma vemos que PνzP , NzNν y NνzN también deben
ser ν-nulos.

Retomemos ahora la demostración de Nν P Mνď0. Notemos primero que para cualquier
A Ď Nν medible con νpAq ą 0, se tiene que A R Mνě0. En caso contrario Pν Y A P Mνě0

y νpPν Y Aq “ m ` νpEq ą m, lo cual contradice la construcción de m. Tomando de nuevo
A Ď Nν , tenemos que si A R Mνě0, entonces existe B Ď A medible tal que νpBq ă 0 y por
lo tanto también ha de existir un subconjunto B1 :“ AzB Ď A tal que νpB1q ą νpAq.

Asumimos por contradicción que Nν R Mνď0. A partir de esta hipótesis debe existir
A0 Ď Nν medible tal que ν0 :“ νpA0q ą 0. Dado que A0 R Mνě0

m0 :“ sup
BĎA0 med.

νpBq P pν0,8q.

Construimos de forma recursiva Ak`1 Ă Ak de la siguiente manera:

νk`1 :“ νpAk`1q ě
νk ` mk

2
, mk`1 :“ sup

BĎAk`1 med.
νpBq.

Como los conjuntos están anidados, se tiene que tmku es decreciente. De forma inductiva
se tiene que tνku es estrictamente creciente y mk ą νk. El paso inductivo consiste en ver
primero que νk`1 ě

νk`mk

2
ą νk. Como νk`1 ą νk ě ν0 ą 0, entonces Ak`1 R Mνě0 lo cual

implica que

mk`1 “ sup
BĎAk`1 med.

νpBq ą νk`1.

Veamos ahora que pmk ´ νkq tiende a cero. Dado que νk`1 ě
νk`mk

2
tenemos que reaco-

modando los términos

mk`1 ´ νk`1 ď mk ´ νk`1 ď
mk ´ νk

2
.

De forma inductiva tenemos que mk ´ νk ď 2´kpm0 ´ ν0q tiende a cero, por lo menos
geométricamente.

Finalmente consideramos A “
Ş

kě0Ak. Tenemos que para cualquier k ě 0

νpAq “ νk ´
ÿ

jěk

νpAjzAj`1q “ νk `
ÿ

jěk

pνj`1 ´ νjq ą νk ą 0.

Existe por lo tanto B Ď A medible tal que νpBq ´ νpAq ą 0. Esto es una contradicción dado
que para k suficientemente grande, tal que mk ´ νk ă νpBq ´ νpAq, tendŕıamos que

νpBq ď
BĎAĎAk

mk ă νk ` νpBq ´ νpAq ă νpBq.

□
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2. Demostración del teorema de Radon-Nikodym

Al igual que para el teorema de descomposición de Hahn, la demostración del teorema
de Radon-Nikodym se sigue construyendo a f como una función medible y no-negativa que
maximice µf pXq bajo la restricción µf ď ν.

Demostración. Sea tfku Ď Fν :“ tf : X Ñ r0,8s medible | µf ď νu tal que

µfkpXq Ñ m :“ sup
fPFν

µf pXq ď νpXq ă 8.

Dado que gk :“ máxtf1, . . . , fku P Fν da una sucesión creciente, tenemos que para f :“
supk fk “ supk gk se cumple que µf pXq “ m, gracias al teorema de convergencia monótona.
En particular, f ă 8 en µ-casi todo punto. Queda por demostrar que νs :“ pν ´ µf q K µ y
la unicidad.

Para ver la unicidad, asumamos por un momento que νs K µ y consideremos f 1 : X Ñ

r0,8s medible tal que ν 1
s :“ pν´µf 1q K µ. Tenemos aśı que µpf´f 1q ! µ y µpf´f 1q “ pν 1

s´νsq K

µ, por lo que f “ f 1 en µ-casi todo punto. Esto también implica que νs “ ν´µf “ ν´µf 1 “ ν 1
s.

Retomemos la demostración de νs K µ. Veamos que si νs y µ no son singulares, entonces
debe existir ε ą 0 y un conjunto E P Mµą0 tal que ε1E P Fνs . De modo que partir de esta
función contradecimos la maximalidad de f , dado que g “ pf `ε1Eq P Fν y µgpXq ą µf pXq.

Tomando la descomposición de Hahn para νk :“ νs ´ k´1µ, construimos Pk :“ Pνk Ď

Mνkě0 tal que Nk :“ XzPk P Mνkď0. Dado que 0 ď νspNkq ď k´1µpXq ă 8, vemos que
para N :“

Ş

kě1Nk se tiene necesariamente νspNq “ 0. Como asumimos que νs y µ no son
singulares, el complemento P :“ XzN “

Ť

kě1 Pk debe cumplir que µpP q ą 0. Esto nos
dice que necesariamente para algún k se tiene que ε “ k´1 y E “ Pk P Mνs´εµě0 satisface
µpEq ą 0. Equivalentemente, ε1E P Fνs , lo cual concluye la demostración. □

3. Esperanza condicional

Sea pX,M, µq un espacio de medida finito (o σ-finito) y N Ď M una sub-σ-álgebra (σ-
finita respecto de µ|N en caso de que µpXq “ 8). Dada una función f P L1pM, µq tenemos
que µf |N ! µ|N y por lo tanto existe una única función ENf P L1pN , µ|N q tal que

ENf :“
dµf |N

dµ|N
.

En otras palabras, para todo A P Nˆ
A

ENfdµ “

ˆ
A

fdµ.

Si f es N -medible, entonces ENf “ f , sin embargo, ENf puede ser distinto de f en ge-
neral. Esta construcción es mejor conocida en probabilidad como la esperanza condicional
y suele denotarse como Epf |N q.

Si N “ tX,Hu, entonces las únicas funciones N -medibles son constantes y por lo tanto

ENf “
1

µpXq

ˆ
X

fdµ.
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Si µpXq “ 0, entonces ENf puede ser cualquier constante y no tenemos una contradicción
dado que estas funciones son trivialmente iguales en µ-casi todo punto.

Por otro lado, si N es la σ-álgebra generada por una partición P Ď M de X, tal que
µpP q P p0,8q, entonces

ENf “
ÿ

PPP

ˆ

1

µpP q

ˆ
P

fdµ

˙

1P .

Además de ser lineal, esta transformación satisface que dadas sub-σ-álgebras anidadas
N1 Ď N2, entonces

EN1 ˝ EN2 “ EN1 .

3.1. Desintegración. Sea pX,M, µq un espacio de medida finita, pY,N q un espacio me-
dible, y T : X Ñ Y una transformación medible. Es decir que, T´1pN q Ď M es una sub-σ-
álgebra. Las funciones T´1pN q-medibles son de la forma φ ˝ T , para φ : Y Ñ R medible. En
particular, para f P L1pM, µq debe existir φ : Y Ñ R tal que

ET´1pN qf “ φ ˝ T.

Propiedad 1.

ET´1pN qf “
dT#µf

dT#µ
˝ T.

Demostración. Es claro que T#µf ! T#µ, y por lo tanto la derivada está bien definida.
Debemos ver que para todo A P T´1pN qˆ

A

fdµ “

ˆ
A

dT#µf

dT#µ
˝ Tdµ.

Por definición de T´1pN q tenemos que A “ T´1pBq con B P N . Por definición de la medida
push-forward y la derivadaˆ

A

dT#µf

dT#µ
˝ Tdµ “

ˆ
B

dT#µf

dT#µ
dT#µ “

ˆ
B

dT#µf “

ˆ
A

dµf “

ˆ
A

fdµ.

□

Dados pX1,M1, µ1q y pX2,M2, µ2q, espacios de medida finita, sea pX,M, µq “ pX1 ˆ

X2,M1 ˆ M2, µ1 ˆ µ2q, pY,N q “ pX1,M1q y T “ π1. Dado f P L1pX,M, µq sea f1 P

L1pX1,M1, µ1q tal que

f1pxq :“

ˆ
X2

fpx1, x2qdµ2px2q.

En este caso podemos verificar de las definiciones que pπ1q#pµ1 ˆµ2qf “ pµ1qf1 . Por lo tanto
Eπ´1

1 pM1qf “ f1. Tenemos aśı la siguiente formulación del Teorema de Fubiniˆ
X

fdµ “

ˆ
X1

Eπ´1
1 pM1qfdµ1.

¿Será posible generalizar este resultado? Como de costumbre podemos enfocarnos en el
caso f “ 1A donde A P M. Definimos la medida condicional como la función N -medible

µN pA, ¨q :“ ET´1pN q1A.
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En este caso tenemos que para B P N

µpA X Bq “

ˆ
B

1Adµ “

ˆ
E

µpA, xqdµpXq.

Esta formula parece ser análoga a la fórmula de Cavalieri. Sin embargo, no siempre se tiene
que µN p¨, xq es una medida.

Definición 5. Sea pX,M, µq un espacio de medida finita y N Ď M una sub-σ-álgebra. Una
función µN : M ˆ X Ñ r0,8q se dice una medida condicional regular sobre M con respecto
a N si y solo si:

Para todo x P X, µN p¨, xq es una medida,
para todo todo A P M, µN pA, ¨q P L1pX,N , µ|N q,
para todo A P M y B P N

µpA X Bq “

ˆ
B

µN pA, xqdµ.
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