TEOREMA DE RADON-NIKODYM

HECTOR A. CHANG-LARA

Dado un espacio de medida (X, M, i), podemos definir nuevas medidas sobre M a partir
de funciones f: X — [0, 00] medibles de la forma

ps(E) = /Efdu-

.Son todas las posibles medidas de esta forma? No necesariamente, por ejemplo la delta
de Dirac no se puede obtener de esta forma a partir de la medida de Lebesgue. Observamos
que en la construccion de piy, los conjuntos nulos de 1y contiene a los conjuntos nulos de p,
cosa que no ocurre con la delta para la cual {0} no es nulo.

Definicién 1. Dadas dos medidas pu,v sobre un mismo espacio medible (X, M), decimos
que v es absolutamente continua con respecto a p (v < ) st y solo si todo N € M tal que
w(N) =0, también cumple que v(N) = 0.

De la definicién de la integral se sigue que cualquier medida de la forma p; es absoluta-
mente continua con respecto a pu.

Tomando en cuenta el ejemplo de la delta y la medida de Lebesgue observamos que
podemos descomponer la recta real en dos conjuntos complementarios tales que m y ¢ cargan
la totalidad de sus medidas en cada uno de ellos por separado. Por ejemplo, m({0}) =
J(R\{0}) = 0. Esto motiva el siguiente concepto complementario a la continuidad absoluta.

Definicién 2. Dadas dos medidas i, v sobre un mismo espacio medible (X, M), decimos que
v es singular con respecto a u (v L ) siy solo si existe E € M tal que p(X\E) = v(E) = 0.

El teorema de Radon-Nikodym nos garantiza que si p es finita, entonces cualquier otra
medida finita sobre M se obtiene como la combinacién de una parte absolutamente continua
y otra singular.

Teorema 1. Sea (X, M, ) un espacio de medida finita. Para cualquier medida finita v
existe una tnica f € L'(X) no negativa y una medida vy 1 p tal que

V= [f+ Vs.
La condicion de que las medidas sean finitas puede ser relajado a medidas o-finitas de
forma rutinaria.
Por ejemplo, si g =m y v =m+ 0 tenemos que f =1, uyy=m < m,y vs =9 L m.

Si en cambio tomamos g = m + 9 y v = m tenemos que f = Ipo, y ¥s = 0 L p.
Tengamos en cuenta que {0} no es un conjunto nulo para pu = m + 9.

La unicidad de la descomposicién implica que si v « 1, entonces v = py para una Unica
f € L'(X, M, p). Denotamos en este caso a la funciéon f = dv/du como la derivada de
Radon-Nikodym de v con respecto a pu.



La medida de contar # no es o-finita en (R, Borel(R)) y el teorema no podria aplicarse en
este caso. Observamos que v = m « p = #, sin embargo m # puy para ninguna f € L' (R, #).
Tampoco es posible descomponer v = # con respecto a = m.

Para poder dar la demostracion del Teorema de Radon-Nikodym es natural considerar la
diferencia de medidas, dado que una vez dado un candidato para f, basta ver que (v—puy) L p.
Es conveniente ademéds considerar casos en los que esta diferencia tome valores negativos, lo
cual nos lleva a extender la nociéon de medidas a medidas signadas, es decir que posiblemente
toman tanto valores positivos como negativos.

1. MEDIDAS SIGNADAS

Definicién 3. Sea (X, M) un espacio medible. Una funcion v: M — Ru {ftw} se dice una
medida signada si y solo si satisface los siquientes axiomas:

1. v(@) =0,
2. Si{v =00} # &, entonces {v = —0} = .
3. Dada una sucesion {Ex} € M disjunta, se tiene que

v (U Ek> = > v(Ep).

k=1 k=1

Si v es una medida, es decir que toma valores no-negativos, podriamos decir que es una
medida positiva con el proposito de hacer énfasis, a pesar de que sea redundante.

En la propiedad de aditividad de v observamos que la unién | J,-, Ej es invariante bajo
permutaciones de los indices. Por lo tanto lo mismo ha de cumplirse para la serie, es decir
que esta debe ser absolutamente convergente si ‘1/ (U 1 Ek)] < 0.

Si p1 v po son medidas positivas tales que por lo menos una es finita, entonces v = i — o
es una medida signada. Para una medida p y cualquier f: X — R, tal que por lo menos una
de las integrales [ f*du o [, f~du es finita, se tiene que v = pp+ — pip- es una medida
signada.

Es 1til pensar a las medidas signadas como generalizaciones de las funciones medibles, con
la salvedad que estas ya no estan definidas puntualmente, si no sobre los conjuntos medibles.
El resultado técnico y central en esta seccién es ver que algunas de las construcciones de las
funciones se extienden a las medidas signadas. En particular buscamos construir los conjuntos
de positividad y negatividad, las partes positivas y negativas, y el valor absoluto.

Dado E € M, denotamos v|g: M — R u {£+w} tal que

Vip(F):=v(F nE).

En la siguiente definicién damos la nocién de conjuntos positivos, negativos, y nulos.
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Definicién 4. Dada una medida signada v sobre el espacio medible (X, M)

Mo :={E e M | v|g es una medida},
Myco:={EeM | —v|g <0 es una medida},
Mo := Myzo 0 Mo,

Moo = Myz0\M, 0,

My <o i= My<o\ M.

Notese las siguientes sutilezas: P € M,>¢ no significa exactamente que v(P) = 0. Tam-
poco es necesario que cualquier £ € M deba pertenecer a por lo menos uno de los conjuntos
definidos previamente.

rvam ue si >0 enton ualquier - medi mbién perten
Observamos que si P € M, entonces cualquie € P medible también pertenece a
M>0. Ademas M, >, es cerrado bajo uniones e intersecciones numerables, sin embargo no
es necesariamente un algebra dado que no es cerrado bajo complementos.

Teorema 2 (Hahn). Dada una medida signada v sobre el espacio medible (X, M), eziste
un unico P, € M=o (mddulo conjuntos v-nulos) tal que N, := X\P, € M, <.

Como corolario obtenemos la descomposicién de Jordan.

Corolario 1 (Jordan). Dada una medida signada v sobre el espacio medible (X, M), existen
un inico par de medidas positivas v mutuamente singulares tales que v = v+ — v~

Para demostrar el corolario, basta ver que vt = v|p, vy v~ = v|y, son las medidas
requeridas.

Definimos, a partir de la descomposiciéon de Jordan, la variaciones positiva y negativa de
v=vt—v~ como vty v respectivamente. También definimos la variacién total de v como

lv|:=v'+v7.
Por ejemplo, para v = pif tenemos que v+ = s+ y |v] = pyp.

Notemos las siguientes sutilezas: Dado E € M, tenemos que para la parte positiva de
v(E)
(v(E))" = max{v(E),0} = méx{r"(F) — v (E),0} < v*(E).
De igual forma (v(E))” = max{—v(FE),0} < v (E) y [v(E)| < |v[(E). En otras palabras,
las variaciones son nociones distintas a las partes positivas, negativas o el valor absoluto de
la medida. Sin embargo, estas estan relacionadas por un tipo de desigualdad triangular.

La idea de la demostracion del teorema de Hahn consiste en construir P, como un con-
junto positivo que maximice la medida.

Demostracion del Teorema de Hahn. Asumamos sin pérdida de generalidad que {v = o} =
 y sea m 1= SUppe,., V(P). Existe por lo tanto una sucesion {F} € M, tal que v(F)
tiende a m. Construimos entonces

P, =) Pie My,
k=1
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Dado que v es una medida positiva sobre P, se tiene que v(P,) = v(P;) y necesariamente
v(P,) = m < . Queda por ver que N, := X\P, € M, y la unicidad de estos conjuntos,
modulo conjuntos v-nulos.

Para ver la unicidad, asumamos por un momento que N, € M, <y v consideremos P €
M=o tal que N := X\P € M, <. Notamos que P\P, € N, € M,<«o vy P\P, € P € M,>,
por lo tanto P\P, € M, _q. De igual forma vemos que P,\P, N\N, y N,\N también deben
ser v-nulos.

Retomemos ahora la demostracion de N, € M, «o. Notemos primero que para cualquier
A < N, medible con v(A) > 0, se tiene que A ¢ M,>o. En caso contrario P, U A € M,>¢
y v(P, u A) = m+ v(FE) > m, lo cual contradice la construccién de m. Tomando de nuevo
A < N,, tenemos que si A ¢ M,,>0, entonces existe B < A medible tal que v(B) < 0y por
lo tanto también ha de existir un subconjunto B’ := A\B < A tal que v(B’) > v(A).

Asumimos por contradiccion que N, ¢ M, <. A partir de esta hipdtesis debe existir
Ap € N, medible tal que vy := v(Ap) > 0. Dado que Ag ¢ M50

mo:= sup v(B) e (vy,0).
BC Agp med.

Construimos de forma recursiva Ay, < A de la siguiente manera:

+
Ve T Tk mpy1 = sup  v(DB).

Vgr1 i= V(Agy1) = :
2 BCAj 41 med.

Como los conjuntos estdn anidados, se tiene que {my} es decreciente. De forma inductiva
se tiene que {1} es estrictamente creciente y my > vy. El paso inductivo consiste en ver
primero que Vg, = ”’“J;m’“ > . Como v > v = 1y > 0, entonces Ay 1 € M,>o lo cual
implica que

Mg4+1 = sup v(B) > Vgy1-
BCAj4+1 med.

Vi t+my
2

Veamos ahora que (my, — 1) tiende a cero. Dado que vy = tenemos que reaco-

modando los términos
my — Vg

2

De forma inductiva tenemos que my — v, < 27%(my — 1) tiende a cero, por lo menos
geométricamente.

M1 — Vg1 S M — Vg1 S

Finalmente consideramos A = ()., Ax. Tenemos que para cualquier k£ > 0
v(A) =y, — Z V(ANA 1) = v + Z(VJ’+1 —vj) >, > 0.
j=k i=k

Existe por lo tanto B € A medible tal que v(B) —v(A) > 0. Esto es una contradiccién dado
que para k suficientemente grande, tal que my — v, < v(B) — v(A), tendriamos que

v(B) < my <y +v(B)—-v(A) <v(B).



2. DEMOSTRACION DEL TEOREMA DE RADON-NIKODYM

Al igual que para el teorema de descomposicion de Hahn, la demostracion del teorema
de Radon-Nikodym se sigue construyendo a f como una funcién medible y no-negativa que
maximice y17(X) bajo la restriccién py < v.

Demostracion. Sea {fy} < F, := {f: X — [0,00] medible | py < v} tal que
pr (X) — m = sup pup(X) < v(X) < 0.

JeFy
Dado que g := max{fi,..., fr} € F, da una sucesién creciente, tenemos que para f :=
supy, fr = supy, gx se cumple que py(X) = m, gracias al teorema de convergencia monétona.
En particular, f < o0 en pu-casi todo punto. Queda por demostrar que vy := (v — puy) L py
la unicidad.

Para ver la unicidad, asumamos por un momento que v, L p y consideremos f': X —
[0, o] medible tal que v, := (v—pup) L p. Tenemos asi que pup—pry < py pup—py = (Vo—vs) L
i, por lo que f = f’en p-casi todo punto. Esto también implica que vy = v—py = v—pip = V..
Retomemos la demostraciéon de vy L . Veamos que si v y @ no son singulares, entonces

debe existir € > 0 y un conjunto £ € M, tal que elg € F,,. De modo que partir de esta
funcién contradecimos la maximalidad de f, dado que g = (f +elg) € Fo v pg(X) > pp(X).

Tomando la descomposiciéon de Hahn para vy := v, — k™', construimos Py := P, <
M,, >0 tal que Ny := X\P, € M,, <o. Dado que 0 < vg(Ny) < k7 'u(X) < o0, vemos que
para N := ﬂk;l Ny se tiene necesariamente v4(N) = 0. Como asumimos que vs y i no son
singulares, el complemento P := X\N = (., P debe cumplir que p(P) > 0. Esto nos
dice que necesariamente para algin k se tiene que ¢ = k™' y E = P, € M,_,>0 satisface
w(E) > 0. Equivalentemente, clg € F,, lo cual concluye la demostracion. O

3. ESPERANZA CONDICIONAL

Sea (X, M, u1) un espacio de medida finito (o o-finito) y N’ < M una sub-o-élgebra (o-
finita respecto de p|y en caso de que p(X) = o). Dada una funcién f € L*(M, ) tenemos
que psy < ply y por lo tanto existe una tnica funcién Ex f € LY (N, ply) tal que

d
Exf = _Mf|/\f‘
dpln

En otras palabras, para todo A € N

/A By fd = /A Fd.

Si f es M-medible, entonces Ex f = f, sin embargo, Ex f puede ser distinto de f en ge-
neral. Esta construccion es mejor conocida en probabilidad como la esperanza condicional
y suele denotarse como E(f|N).

Si N = {X, &}, entonces las tinicas funciones A/-medibles son constantes y por lo tanto

1
ENfZ@/deM-



Si pu(X) = 0, entonces Exf puede ser cualquier constante y no tenemos una contradiccion
dado que estas funciones son trivialmente iguales en p-casi todo punto.

Por otro lado, si N es la o-dlgebra generada por una particiéon P € M de X, tal que

wu(P) € (0,00), entonces
Byf= Y (ﬁ /P fdu> 1p.

PeP

Ademaés de ser lineal, esta transformacion satisface que dadas sub-o-dlgebras anidadas
N; € Ns, entonces
Ey;

1

o En, = Ep.

3.1. Desintegracién. Sea (X, M, u) un espacio de medida finita, (Y, N') un espacio me-
dible, y T: X — Y una transformacién medible. Es decir que, T7'(N) € M es una sub-o-
dlgebra. Las funciones 7! (A)-medibles son de la forma ¢ o T, para ¢: Y — R medible. En
particular, para f € L'(M, i) debe existir ¢: ¥ — R tal que

Propiedad 1.

ATy
Eripnf = dﬁﬁf oT.

Demostracion. Es claro que Ty << Typ, y por lo tanto la derivada estd bien definida.
Debemos ver que para todo A € T~ (N)

!/fd / #” o Tdy.

Por definicién de T—(A\) tenemos que A = T~ (B) con B € N. Por definicién de la medida
push-forward y la derivada

dlypy / dTypiy / / /
— I o Tdy = dT . = dT. = dus = ds.
/AdT#u v ATy wl ; iy ) fy Af i

Dados (X1, M1, 1) y (X2, Ma, ps), espacios de medida finita, sea (X, M,u) = (X7 x
Xo, My x Mo, pq % o), (Y,N) = (Xy,My) y T = m. Dado f € L'(X, M
Ll(X17‘M17M1) tal que

filz) == [ f(wy, 22)dpa(v2).

Xo
En este caso podemos verificar de las definiciones que (m)4x (@1 % p2) s = (1) 1, - Por lo tanto
Eﬂ;1( wyyf = fi. Tenemos asi la siguiente formulacion del Teorema de Fubini

/fd,uz/ Eﬂfl(Ml)fd,ul.
b's X,

.Serd posible generalizar este resultado? Como de costumbre podemos enfocarnos en el
caso f = 1, donde A € M. Definimos la medida condicional como la funcién A-medible

MN(A, ) = ETfl(N)ﬂA.
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En este caso tenemos que para B € N

WA B) = /B Lady = /E (A, 2)dp(X).

Esta formula parece ser andloga a la férmula de Cavalieri. Sin embargo, no siempre se tiene
que pp(+, ) es una medida.

Definicion 5. Sea (X, M, i) un espacio de medida finita y N < M una sub-o-dlgebra. Una

funcion ppn: M x X — [0,00) se dice una medida condicional reqular sobre M con respecto
a N siy solo si:

» Para todo x € X, pun (-, ) es una medida,
= para todo todo A e M, un(A,-) e LNX, N, uln),
» para todo Ae M yBeN

nw(An B) = /B/W(A,x)du-
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