CIMAT Parcial 1.0

Centro de Investigaciéon

en Matemdticas, A.C. Teoria de la medida

1. Esboza los pasos para la construcciéon de la medida de Lebesgue en R usando el
proceso de extensiéon de Carathéodory.

2. Sea (X, M, i) un espacio de medida finita. Dado 1 < p; < p, < oo considera los
cinco tipos de convergencia:

En casi todo punto,

uniformemente en casi todo punto o L%,

en L (X, M, u),

en LP2(X, M, u),

5. en medida.

=L

(@) ¢Cuadl o cudles son los tipos mads fuertes, y cudl o cuales los mas débiles?
(b) Si asumimos en cambio (X)) = oo, cudles implicaciones entre estos tipos de
convergencia dejan de ser validos.
3. Dado f: R - Ry h € Risea fy(x) = f(z — h).
(a) Demuestra quesi f € C.(R?), entonces f;, — f uniformemente.
(b) Sea p € [1,00). Demuestra que si f € LP(R?), entonces f, — f en LP.

(c) Demuestra que si f € L'(R?) y g € L*(R?), entonces f * g es uniformemente
continua.

(d) Demuestra que para cualesquiera A, B € Leb(R?) con m(A)m(B) > 0, existe
B.(zy) C A+ Bparaalgine > 0y zy € R%



4. Seal: (0,00) — R tal que

(a) Demuestra que

o0

Mx+1) = xxe_x/ exp(zIn(l+t/x) —t)dt

—x

(b) Demuestra que para todo € € (—1, c0), existe alguna constante C' > 0 tal que
sit =cx
|zIn (1 +t/z) —t — */(22)| < C|tf* /2>

(c) (Stirling) Demuestra que

r 1
lim M =27

r—oo ptl/2p—x



CIVAT Parcial 1

Centro de Investigaciéon

en Matemdticas, A.C. Teoria de la medida

1. Esboza los pasos para la construcciéon de la medida de Lebesgue en R usando el
proceso de extensiéon de Carathéodory.

Solucién: El teorema de extension de Carathéodory dice que dada una pre-
medida o-finita p sobre un élgebra &, existe una tinica medida p que extiende
a p sobre la o-algebra generada por £.

En el caso de la medida de Lebesgue en R usaremos Z el conjunto de intervalos
deR, ¢: Z — [0, 00| la longitud

o = su;?I—mfImI#(Z),
0sil=0.

Finalmente £ = {F = I, U... U I, | intervalos disjuntos} son los conjuntos
elementales.

Paso 1: £ es un algebra. Observamos que Z es cerrado bajo intersecciones y
sus complementos son elementales. Demostramos de forma inductiva que £ es
cerrado bajo uniones finitas y usando las leyes de Morgan vemos que también
es cerrado bajo complementos.

Paso 2: Podemos extender ¢ a £ usando
UE)=0(L)+...+(1,)

si[y,..., I, son intervalos disjuntos cuya unién es E. Esta propiedad se cum-
ple si E es un intervalo gracias a que podemos ordenar los intervalos I3, ..., I,
y usar la propiedad telescépica de la suma. Para cualesquiera dos particio-
nes finitas de un elemental £ usando intervalos encontramos un refinamiento
comun, también finito y usando intervalos, y vemos que la suma de las lon-
gitudes en los intervalos en el refinamiento debe ser igual a la suma de las
longitudes en las particiones originales.

Paso 3: / es una pre-medida. La aditividad finita se sigue de la definicién. Que-
da demostrar que si { £}, } C £ es una sucesion disjunta tal que | J,-, £y = E €
&, entonces ((E) = 12, ((Ey). La desigualdad ((E) < >, ((E}) se sigue de
la aditividad finita, mientras que la otra direccién se sigue por compacidad si
asumimos que £ es compacto. El caso donde E no es compacto se sigue por

aproximacién usando la definicién de /.




2. Sea (X, M, p1) un espacio de medida finita. Dado 1 < p; < p; < oo considera los
cinco tipos de convergencia:

En casi todo punto,

uniformemente en casi todo punto o L™,

en L7 (X, M, u),

en [P2(X, M, p),

5. en medida.

=W N

(@) ¢Cuadl o cudles son los tipos mads fuertes, y cudl o cuales los mas débiles?

(b) Si asumimos en cambio u(X) = oo, cudles implicaciones entre estos tipos de
convergencia dejan de ser validos.

Solucién: (a) La convergencia en L es la tinica que implica todas las demas.
Todos los tipos de convergencia implican la convergencia en medida, este es el
tnico tipo de convergencia de los cinco dados con esta propiedad.

(b) En el caso ;(X) = oo ya no se tiene que la convergencia en L> implica
la convergencia en L?, mientras que las demds implicaciones si siguen siendo
validas. Tampoco se tiene que la convergencia en casi todo punto implica la
convergencia en medida, mientras todos los otros modos si siguen implicando
la convergencia en medida.

Observacion: El diagrama completo de convergencias bajo la hip6tesis (X)) <
oo se ve de la siguiente forma. También la implicacién LP?* = L** deja de ser
cierta si p(X) = oo.

/ -
P2

v Casi todo punto
[P

\ Medida

3. Dado f: R - Ry h € Risea fy(x) = f(z — h).

(a) Demuestra quesi f € C.(R?), entonces f;, — f uniformemente.

(b) Sea p € [1,00). Demuestra que si f € LP(R?), entonces f, — f en LP.

(c) Demuestra quessi f € L'(R?) y g € L*(R?), entonces f * g es uniformemente
continua.



(d) Demuestra que para cualesquiera A, B € Leb(R?) con m(A)m(B) > 0, existe
B.(zy) C A+ Bparaalgine > 0y zp € R%

Solucién: (a) Dado que f es continua con soporte compacto se tiene que es
uniformemente continua. Por definicién, tenemos que para ¢ > 0 existe § > 0
tal que || f — falloo < € si|h| < 0. Es decir que f;, — f uniformemente.

(b) Dado f € LP(R%) y e > 0, sea g € C.(R?) tal que ||f — g||, < &. Tenemos asi
que

Lf = fullo < [1f = gl + 19 = gnllo + llgn = Fally < 22+ llg = gnll,-
Gracias a la primera parte, existe 6 > 0 tal que el dltimo término es menor que
e para |h| < §. Con esto concluimos la demostracién de la segunda parte.

(¢) Para la convoluciéon estimamos

|[f*g(x) = frglz+ )| < |f = fullillglloo-
Usando la segunda parte obtenemos que f*g es uniformemente continua dado
que ||f — fulli = 0 cuando |h| — 0.

(d) Para la altima parte asumamos sin pérdida de generalidad que A es acota-
do. En caso contrario tomamos Ar = AN Bg para un R suficientemente grande
(tal que m(Ag) > 0) y observamos que Ap + B C A+ B.

Por definicion de la convoluciéon
Taxlpg(x) = [Rd La(x —y)lp(y)dy = m((A—2z)N B) > 0.
Ademas por Tonelli
/R Lys Ude = m(A)m(B) > 0.
Por la parte (c) sabemos que 14 * 1 es continua y por lo tanto existe una bola

B.(zo) donde 1 4*15 > 0. Dado que para todo z € B.(z) se tiene que (A—z)NB
es no-nulo, se tiene que existena € Ay b € B talesque x = a + b.

4. Seal: (0,00) — Rtal que

(a) Demuestra que

Mx+1) = :c“ex/ exp(zIn(l+t/x) — t)dt
(b) Demuestra que para todo ¢ € (—1, c0), existe alguna constante C' > 0 tal que
sit =ew
lzIn (1 +t/x) —t+¢*/(2x)| < Ot /2>



(c) (Stirling) Demuestra que

g L@+

z—00 pTH1/2e—7

Solucién: (a) Tomando el cambio de variable ¢ =  + s y usando propiedades
de la exponencial y el logaritmo obtenemos que

[e.9]

oo o0
['(z+1) = / tYe~tdt = / exp(zInt—t)dt = xxe_x/ exp(zIn(1+4s/z)—s)ds.
0 0 -z

Observacion: La funciéon ¢ — "¢~ alcanza su maximo z"¢ * en t = z. El
cambio de variables ¢ = x + s centra la integral en el maximo del integran-
do. La renormalizacién del integrando al dividir por z”e~* hace que el nuevo
integrando sea acotado, uniformemente en x. Ambas transformaciones resul-
tan convenientes cuando queremos estudiar el comportamiento asintético de
la integral.
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Figura 1: Gréficas de t — t"e¢ " paraxz = 1,2, 3.

(b) Por la expansion de Taylor de segundo orden de f(c) = In(1 + ¢) alrededor
de € = 0 tenemos que para algtin zentre Oy ¢

In(1+¢) = £(0) + f/(0)e + f'(0)e*/2 + f"(2)e* /6 = e — */2 + °/(3(1 + 2)?).
Tomando ¢ = ¢/ y multiplicando la expresion por z llegamos a que
lzIn (1+t/z) —t +¢*/(2x)| = [t[*/(32*|1 + z]*).
Tomamos asi C = 1/(3|1 + z|*) para concluir el estimado propuesto.

(c) La parte (b) sugiere que el integrando en (a) aproxima a exp(—t?/z) cuando
r — oo. Tenemos en este caso que la integral se puede calcular tomando el
cambio de variables t = \/xu

/Z exp(—t/z)dt = \/5/_(: exp(—u?)du = V2rz.




Si tomamos el mismo cambio de variables en (a) tenemos que

% — /_OO exp(zIn(1 + U/ﬁ) - \/Eu)]l(—\/im)(u)du'

[e.9]

El integrando converge puntualmente a exp(—u?) cuando * — oo, gracias al
calculo en la parte (b). Basta encontrar ahora un mayorizante en L' para poder
concluir usando el teorema de convergencia dominada.

Calculando la segunda derivada de f(t) = In(1+t), tenemos que f”(t) = —(1+
t)"%. Parat € (—1,1) tenemos que f”(t) < —1/4y por el teorema fundamental
del célculo f’(t) < 1—t/4. Una vez mas por el teorema fundamental del célculo,
In(1 +¢) —t < —t?/8. Para t > 1 usamos que f es céncava y por lo tanto
In(14+1¢) —t<—(1—-1n2).

Tomando ¢ = u/\/z y © > 1 conseguimos ver que
exp(zIn(1l +u/vVr) — Vau)l_ /oo (u)

< exp(—u?/8)1(_ sz m) (w) + exp(—(1 — In 2)y/zu) 1 [ /7 o) (1)
< exp(—u?/8) + exp(—(1 — In2)u)Ljp o) (w).

Esta ultima funcién es independiente de x y pertenece a L' (R).




CIMAT Parcial 1

Centro de Investigaciéon

en Matemdticas, A.C. Teoria de la medida

1. (7 puntos) Esboza los pasos para la construccion de la medida producto usando
el proceso de extensiéon de Carathéodory.

2. Considera las siguientes sucesiones de funciones de R en R:
1
ar ‘= ]l[k7k+1], bk = %ﬂ[o’k}, Cr ‘= ]{31[(071/]6), dk = I].[(k_l)an’kan] paran = LlogQ ]{JJ
(a) (4 puntos) ;Cuéles convergen en casi todo punto, cuéles en L>, cudlesen L',
y cudles en medida?

(b) (1 punto) Da un ejemplo de una sucesién de funciones de R en R que conver-
ja en medida, pero no en ninguno de los otros tres modos.

(c) (1 punto) Da un ejemplo de una sucesién de funciones de R en R que no
converja en L*, pero si en todos los otros tres modos.

3. Sea V un espacio vectorial real y n: V' — [0, 00) tal que:

1. Homogeneidad: Para todo A € Ry v € V, n(\v) = [A|n(v),
2. {n < 1} es convexo.
(a) (2 puntos) Demuestra que W := {n = 0} es un espacio vectorial.

(b) (2 puntos) Demuestra que n se puede definir en el espacio cociente V/IV tal
que para z € V/W se tiene que n(z) = n(v) siv € V es un representante de la
clase de equivalencia de z.

(c) (3 puntos) Demuestra que n define una norma sobre V/IV y una semi-norma
sobre V.

4. Seal: (0,00) — Rtal que

(b) (2 puntos) Demuestra que

[(x)[(y) =T (x +y) /01 " =)t



CIVAT Parcial 1

Centro de Investigaciéon

en Matemdticas, A.C. Teoria de la medida

1. (7 puntos) Esboza los pasos para la construccion de la medida producto usando
el proceso de extension de Carathéodory.

Solucién: El teorema de extensién de Carathéodory dice que dada una pre-
medida o-finita p sobre un algebra £, existe una tnica medida que extiende a
p sobre la o-dlgebra generada por £.

En el caso de la medida producto para los espacios (X, M, ) e (Y, N, v) usare-
mos R el conjunto de rectdngulos R = Ax Bcon A € My B € N,y la funcién
p: R — [0,00] dada por

p(A x B) = u(A)v(B).
Finalmente £ = {E = R, U...U R, | rectdngulos disjuntos} son los conjuntos

elementales.

Paso 1: £ es un algebra. Observamos que R es cerrado bajo intersecciones y
sus complementos son elementales. Demostramos de forma inductiva que £ es
cerrado bajo uniones finitas y usando las leyes de Morgan vemos que también
es cerrado bajo complementos.

Paso 2: Podemos extender p a £ usando

p(E) = p(R1) + ...+ p(Rx)

si Ry = Ay x By,...,R, = A, x B, son rectdngulos disjuntos cuya unién es E.
Esta propiedad se cumple si £ = A x B es un rectdngulo dado que

La(z)1p(y) = La,(2)1p, (y) + ... + 1a,(2)1p,(y).

Integrando de forma iterada en i y v obtenemos que
(AW(B) = p(A)V(BY) + ...+ p(A)v(By).

Para cualesquiera dos particiones finitas de un elemental £ usando rectdngulos
encontramos un refinamiento comun, también finito y usando rectangulos, y
vemos que la suma de las medidas en los rectangulos en el refinamiento debe
ser igual a la suma de las medidas en las particiones originales.




Paso 3: p es una pre-medida. La aditividad finita se sigue de la definicién. El
argumento en el paso 2 se puede extender para una particiéon numerable por
rectangulos. En general se tiene que si {E;} C £ es una sucesion disjunta tal
que Uy, Ex = E € &, entonces p(E) = > -, p(Ey). Esto se demuestra des-
componiendo a E en una cantidad finita de rectangulos disjuntos.

2. Considera las siguientes sucesiones de funciones de R en R:

1

ar = Ippry, On:= Eﬂ[o,k}, cr = kloi/ky, dp = Ljg—1)2-nx2-—n paran = [log, k|

(a) (4 puntos) ;Cudles convergen en casi todo punto, cuéles en L>, cualesen L',
y cudles en medida?

(b) (1 punto) Da un ejemplo de una sucesién de funciones de R en R que conver-
ja en medida, pero no en ninguno de los otros tres modos.

(c) (1 punto) Da un ejemplo de una sucesién de funciones de R en R que no
converja en L>, pero si en todos los otros tres modos.

Solucion: (a)

Solamente {a}, {bx} y {cr} convergen en casi todo punto.

Solamente {b;} converge en L.

Solamente {d}} converge en L'.

Solamente {b.}, {cx} v {di} convergen en medida.

(b) kdj, converge a cero exclusivamente en medida.

() L(o,1/%) converge a cero en casi todo punto, en L', en medida, pero no en L*.

3. Sea V un espacio vectorial real y n: V' — [0, 00) tal que:

1. Homogeneidad: Para todo A € Ry v € V, n(\v) = [A|n(v),
2. {n < 1} es convexo.
(a) (2 puntos) Demuestra que W := {n = 0} es un espacio vectorial.

(b) (2 puntos) Demuestra que n se puede definir en el espacio cociente V/IV tal
que para z € V/W se tiene que n(z) = n(v) siv € V es un representante de la
clase de equivalencia de z.

(c) (3 puntos) Demuestra que n define una norma sobre /W y una semi-norma
sobre V.



Solucién: (a) De la homogeneidad tenemos que si w € Wy A € R, entonces
Aw € W. Queda por demostrar que W es cerrado bajo sumas.

De las propiedades de n se sigue que para todoe > 0, {n < e} =e{n < 1} es
convexo. Por lo tanto, para vy, v, € Wy e > 0 se tiene que (v1 +v2)/2 € {n < ¢}.
Por la homogeneidad (v; + v3) € {n < 2¢}. Tomando ¢ — 0 deducimos que
(’01 + ’Ug) e W.

(b) Para ver que n esta bien definida en el cociente tenemos que ver que para
v,w € V conw € W se tiene que n(v + w) = n(v). Si n(v) = 0 se sigue del
apartado previo, asumimos por lo tanto n(v) > 0.

Dado ¢ > 0 escribimos a v + w como la siguiente combinacién lineal para
t=1/(14+¢) € (0,1)

1
v+w=t(l+e)v+(1-1) re

w.

Dado que (1 + ¢)v,™w € {n < (1 +¢)n(v)}, tenemos que v + w € {n <
(1 +¢)n(v)}. Tomando ¢ — 0 obtenemos que n(v + w) < n(v). Por otro lado,
si tomamos ahora v/ = v+ wyw = —w € W, entonces n(v) = n(v' + w') <
n(v) =n(v+w).

(c) De las propiedades de n: V' — [0, c0) se sigue que n: V/W — [0, 00) satis-
face

1. Homogeneidad: Para todo A € Ry z € V/W, n(Az) = [A|n(z),

2. {n < 1} es convexo.
Adicionalmente, de (a) y (b) se sigue que
3. n(z) =0siysolosiz=0.

Basta demostrar la desigualdad triangular en (V' \ W) \ {0} para ver que n es
una norma.

Sean 21,2, € (V\ W)\ {0} ysean 0; = z;/n(z1) y 02 = 2z2/n(22), ambos vectores
en {n < 1}. Tenemos que para t = n(z2)/(n(z1) + n(z2)) € (0,1)

21+ 29

m:(1—t>el+tege{n§1}.

Gracias a la homogeneidad deducimos que la desigualdad triangular se cum-
pleen V/W.

La desigualdad triangular en V/W implica la desigualdad triangular en V. Por
lo tanto n satisface las propiedades de la semi-norma. Pudiese no ser una nor-
ma si W no fuese el espacio trivial.




4. Seal: (0,00) — R tal que

(b) (2 puntos) Demuestra que

[(2)[(y) = T(x + y)/o N1 =)yt

Solucion: (a) Del teorema de Tonelli sobre Q = {(t,s) € R* |t > 0,5 > 0}

['(x)(y) :/tr_lsy_le_(t“)dm(t, s).
Q

Tomando el cambio de variable dado por una rotacién de 45 grados: t = (u +

V)/V2 5= (u—v)/V2

P(#)0(y) = / ) ( / (“ jﬁ) (“ J—i) dv> VI,

(b) Tomando el cambio de variables v = u(2t — 1)

Por lo tanto, tomando un dltimo cambio de variables v/2u = w,

I(z)T(y) = ( /0 m(ﬁu)wleﬁu\/idu) ( /0 1#‘*1(1 - t)yldt)

=T(z +y) </01 1 — t)yldt> :




CIMAT Parcial 1.2

Centro de Investigaciéon

en Matemadticas, A.C. Teoria de la medida

1. (7 puntos) Esboza los pasos para la construccion de la medida de Lebesgue en R?
usando el proceso de extensiéon de Carathéodory.

2. Considera (X, M, i) un espacio de medida finita y los siguientes modos de con-
vergencia: En casi todo punto, en L™, en L', y en medida.

(@) (2 puntos) Muestra el diagrama de implicaciones entre los distintos modos
de convergencia.

(b) (4 puntos) Una sucesion de funciones reales sobre un espacio de medida fi-
nita puede converger en distintas combinaciones de los cuatro modos dados.
El diagrama de la parte anterior deberia indicar seis escenarios posibles (in-
cluidos dos triviales). Muestra un ejemplo de la convergencia en cada caso.

3. Sea (X, M, 1) un espacio de medida y { f} una sucesién de funciones medibles de
XenR,y f: X — R también medible:

(a) (2 puntos) Demuestra que {f;} converge a f en casi todo punto si y solo si
para todo entero positivo n

I <h’2nsup{|fk —fl> l/n}) = ({liinsup | fr. — f| > 1/71}) =0.

(b) (2 puntos) Demuestra que { f;} converge en L*> a f si para todo entero posi-
tivon
w({|fx — f| > 1/n}) = 0 eventualmente.

(c) (3 puntos) (Egorov) Sea p(X) < oo, asume que f; converge a f en casi todo
punto, y sea ¢ > 0. Demuestra que existe ¥ € M tal que u(X) < ey fi
converge uniformemente a cero en X \ X.

4. (5 puntos) Demuestra que

i": 1 /1 /1 dzdy // dudv  w*
n:1n2_ o Jo 1—ay 2— w2402 6’
donde A es el tridangulo de vértices (0,0), (v/2,0) y (1/v/2,1/v/2).

Pistas: Piensa en la serie geométrica. También la siguiente identidad trigonométri-
ca puede ser util

1 —‘COSOJ _ 1 —cosa _ tan(a/2).
sin o 1+ cos«



