CIMAT Final 1.0

Centro de Investigacién

en Matemadticas, A.C. Teoria de la medida

1. Esboza los pasos para la construcciéon de la descomposiciéon de Hahn.

2. Sea Kr<.fl') = T_dKl(.fC/T‘> dOnde Kl(x) = 7T_d/2€_‘x|2:

(a) Demuestra que para todo p € [1,00) y f € LP(RY), K, x f — f en L? cuando
r— 07,

(b) Demuestra que para todo p € [1,00) y f € LP(R?), K, x f — f en casi todo
punto.

(c) Da ejemplos que muestren que no es posible extender el resultado a p = oo.

3. Sea (X, M, u) un espacio de medida. Sea p € (0,00) y fi, f € LP tal que fr, — f en
casi todo punto. Demuestra que f;, — f en L? siy solosi || fxl, = [|f|l,-

4. Sea (X, M, u) un espacio de medida. Sea { f;} C L una sucesién acotada en L tal
que fi, — f en casi todo punto:
(a) Demuestra que sip € (1, 00), entonces f;, — f débilmente en L”.
(b) Demuestra que si ;1(X) < ooy p = oo, entonces fr — f débilmente estrella en
L.

(c) Da un contraejemeplo para este resultado con p = 1.
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1. (24 puntos) Verdadero o falso:
(1) Todo conjunto numerable de R es medible.
(2) Todo conjunto de R con medida de Lebesgue cero es numerable.
(3) Dada f: X - Rmedibley ¢: R — R continua, ¢ o f es medible.
(4) Dada f: R — R medibley g: R — R continua, f o g es medible.
(5) Dada f: RY — R medible y 7: RY — R? lineal, f o T’ es medible.
(6) La convergencia en casi todo punto implica la convergencia en medida.
(7) La convergencia en medida implica la convergencia en casi todo punto.
(8) La funcioén f: By C RY — R dada por f(z) = |z|~ pertenece a L*(B).
(9) La funcion f: R?\ B, — R dada por f(x) = |z|~¢ pertenece a L*(R? \ By).
(10) Si v < pentonces p <K v.
(11) Siv L pentonces i L v.
(12) La variacion total se calcula tomando el valor absoluto de la medida signada.

2. (9 puntos) Esboza los pasos de la demostraciéon del Teorema de Radon-Nikodym.

3. Dada f € LP(RY) y r > 0,sea f,(2) == 1555 [, [ () dy:
(1) (2 puntos) Demuestra que f, € LP(R?).
(2) (3 puntos) Demuestra que f, — f en LP(R?) parap € [1,00).
(3) (2 puntos) Demuestra que lo mismo no se cumple para p = oc.

4. Dado 1 < py < p1 < o0, consideramos el espacio L? 4 L' con la norma

[ llzwoszrr = E{|[ follp + [ fillpw | = fo + fr}-

(1) (2 puntos) Demuestra que esta construccién define un espacio de Banach.
(2) (2 puntos) Demuestra que para todo p € [pg, p1], L? C LP° + LP' y que el mapa
de inclusién es continuo.

(3) (3 puntos) Dados 1/py+1/q0 =1y 1/p1+1/¢1 =1,9 € LNL",y f € LPo4 L™
sea \y(f) = [y gfdp. Demuestra que el mapeo g € LONLY — \j € (LPO+LP1)*
estd bien definido y es continuo cuando L% N L% tiene la norma

lgllzonza = {lglla + 119l

5. (3 puntos) Dado p € [1,00), Demuestra que f; = kl/p]l(m /k) converge débilmente
acerosiysolosip > 1.



