Variable compleja para posgrado, CIMAT, ene-jun 2025

Tarea num. 9
(para el 24 marzo, 2025)

Definicion. Sea A un conjunto. Una sucesiéon de funciones f,, : A — R
converge uniformamente a una funciéon f : A — R si para todo € > 0 existe
una N > 0 tal que |f,(z) — f(z)| < € para todo n > N y x € A. Una serie de

o0

funciones E fr converge uniformamente a f si la sucesién de sumas parciales

k=0
n

Sp = E fr converge uniformamente a f.
k=0

1. Si ACR" y cada f,, : A — R es continua entonces f, — f uniformamente
implica que f es continua.

2. Dar un contraejemplo que muestra que el inciso anterior no es cierto si solo
pedimos que f,(z) — f(z) para cada € A (convergencia “puntual”).

3. Dar un contraejemplo que muestra que si A C R"™ es un abierto, f, : A > R
son diferenciables y convergen uniformamente a una funcién f : A — R
entonces f no es necesariamente diferenciable.

4. Si f, : [0,1] = R son continuas y convergen uniformamente a f : [0,1] — R
entonces
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lim frn(x)de = / f(z)dz.

5. Si U C C es un abierto, f,, : U — C son holomorfas y convergen uniforma-
mente a f : U — C entonces f es holomorfa y f,, — f'.

Sug. Demuestra que una funcién continua en un disco es holomorfa ssi / f(z)dz
2l

0 para toda curva cerrada v en el disco (el Teorema de Morera).
o0
6. Z 2* converge uniformamente a 1 /(1 = z) en todo subconjunto compacto
k=0
de D = {|z| < 1}.
7. Z 7y converge uniformamente en todo subconjunto compacto de C.
k=0 "



