Variable compleja para posgrado, CIMAT, ene-mayo 2025

Practica para el examen parcial 1
(En construccién)

Fecha del examen: Lunes 3 mar, 2025

Definiciones:

Una funcién diferenciable, su derivada en un punto, su derivada (diferencial).
Una funcion holomorfa, su derivada, las ecuaciones de Cauchy-Riemann.

Una k-cadena (k = 0,1, 2), su frontera, cerrada/exacta, cadenas homdlogas, una cadena homoldgicamente
nula.

Una k-forma diferencial (k = 0, 1,2), su derivada exterior, cerrada/exacta, formas cohomélogas.
La integral de una k-forma sobre una k-cadena.
Push-forward/pull-back de una cadena/forma bajo una funcién diferenciable.

El indice de un punto respecto a una l-cadena cerrada, el nimero de vueltas de una curva cerrada
parametrizada alrededor de un punto.

Cierto o Falso?

(En todos los inciso U C C es un abierto.)
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Toda 1-cadena cerrada en U es homodloga a la suma de curvas cerradas parametrizadas.

Toda 0-cadena en cerrada.

Toda 0-cadena es exacta.

Toda funcién holomorfa U — C es diferenciable.

Toda funcién f : U — C cuyas derivadas parciales f;, f, existen es diferenciable.

Si f : U — C es diferenciable entonces las derivadas parciales f;, f, existen.

Toda transformacion R-lineal C — C es diferenciable.

Toda transformacion R-lineal C — C es holomorfa.

Una transformacion R-lineal C — C es holomorfa ssi es C-lineal.

Toda funcién f : U — C cuyas derivadas parciales f;, f, existen y satisfacen f, +4f, = 0 es holomorfa.
Toda funcién f : U — C diferenciable cuyas derivadas parciales f;, f, esatisfacen f,+if, = 0 es holomorfa.
Toda funcién diferenciable U — C es holomorfa.

Las ecuaciones de Cauchy-Riemann para una funcién diferenciable f : U — C son necesarias y suficientes
para que f sea holomorfa.

Toda 1-forma cerrada en U C C es exacta.

Toda 1-forma cerrada en C es exacta.
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Una curva cerrada en U que es homolégicamente nula es homotépicamente nula.

Una curva cerrada en U que es homotépicamente nula es homolégicamente nula.

Toda 1-forma exacta en U C C es cerrada.

La integral de linea de una 1-forma cerrada en U a lo largo de una curva cerrada se anula.
La integral de linea de una 1-forma exacta en U a lo largo de una curva cerrada se anula.

Si la integral de linea de una 1-forma a lo largo de cualquier curva cerrada en U se anula, entonces la
forma es exacta.

La integral de linea de una 1-forma a lo largo de una curva parametrizada no constante depende de la
parametrizacion.

La integral de linea de una 1-forma a lo largo de una curva parametrizada es invariante bajo reparame-
trizacién de la curva que preserva la orientacién.

Sean 7,6 las coordenada polares usuales en R%. Entonces df es una 1-forma cerrada bien definida en C*.

Sea f : C* — C holomorfa. Entonces / f'dz = 0 para toda curva cerrada parametrizada v en C*.
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Si f es holomorfa en un abierto simplemente conexo U C C entonces / f(2)dz = 0 para cualquier curva
¥

cerrada orientada v en U.

Si f es holomorfa en un abierto simplemente conexo U C C entonces / f(2)dz = 0 para cualquier
C

1-cadena cerrada en U.

Si f es holomorfa en un abierto U C C entonces / f(2)dz = 0 para cualquier 1-cadena cerrada en U.
C

Si f es holomorfa en un abierto U C C entonces / f(2)dz = 0 para cualquier 1-cadena exacta en U.
(&

Sea 7 : [0,1] — U una curva cerrada parametrizada. Si v es exacta entonces ind(vy, z9) = 0 para toda
20 € U\ ([0, 1)).

En converso del inciso anterior es cierto.

Existe un abierto U C C que es conexo pero no arco-conexo.

Existe un cerrado F' C C que es conexo pero no arco-conexo.

Si f : U — C es holomorfa sin ceros entonces 1/f es holomorfa en U.

Toda funcién holomorfa f : U — C tiene una primitiva (una funcién holomorfa en U cuya derivada es f).
Toda funcién holomorfa en D = {z | |z| < 1} tiene una primitiva.

La parte real de una funcién holomorfa en U es armonica.

Toda funcién arménica v : U — R es la parte real de una funcién holomorfa en U.

Si f es holomorfa en U y f = 0 entonces f es constante en cada componente conexa de U.



