Variable compleja para posgrado, CIMAT, ago-dic 2024

Tarea nam. 7
(para el 30 sept, 2024, 9:30am)

1. Demuestra

~

(a) Aut(C) = PGLy(C) = PSL,(C) (isomorfismo de grupos).
Nota. PGLy(C) := GLa(C)/C*I, C* := C\ {0}, I := (19), PSLa(C) = SLa(C)/{I,~I}, SL2(C) :=
{A € GLy(C) | det(A) = 1}.

(b) Toda f € Aut(@), f #id, tiene 1 o 2 puntos fijos en C.

~ ~

(c) Si f1, fo € Aut(C) son conjugadas, es decir, existe una g € Aut(C) tal que go fi 09" = fo,
entonces z; es un punto fijo de fi ssi 22 := g(z1) es un punto fijo de fo. Ademds, fi(z1) =
f3(z2).

Nota. Si oo es un punto fijo de una f € Aut(@) se define f'(c0) := f/(0), donde f(w) :=1/f(1/w).

~

(d) Toda f € Aut(C), f # id, es conjugada a (i) z — z+¢, ¢ # 0, 0 (ii) z = ¢z, ¢ # 0,1.
Encuentra los puntos fijos en cada caso.

Resp. (i) oo, (ii) 0, co.

Sug. Usa el teorema de Jordan: toda matriz compleja 2 x 2 es conjugada a una matriz de la forma (i)
(330 ) (3 2):

Definicion. En caso (i) f se llama parabdlica; en caso (ii) f se llama eliptica si |¢|] = 1, e
hiperbdlica si |¢| # 1 (o lazodrdmica, en algunos textos).

(e) Si f es parabdlica, con punto fijo zg, entonces f'(z0) =1y

para todo z € C \ {2}

Nota. Para n > 0, f™ significa f compuesta con su misma n veces y f~ " := (f~ )™
(f) Si f es eliptica o hiperbélica, con puntos fijos 24, entonces f'(z1)f'(z_) = 1.
(g) Si f es eliptica, con puntos fijos z4, entonces |f'(z4)] = |f' ()| = 1.

(h) Si f es hiperbdlica, con puntos fijos z4, entonces |f'(24)| # 1. Si |f'(z4)] < 1 < |f'(22)]
entonces

para todo z € C \ {zy, 2_}.

Sug. En incisos (e)-(h), usando (c)-(d), basta considerar los casos (i)-(ii) del (d).

(i) Usamos el isomorfismo del inciso (a) para definir una topologia en Aut(C). Demuestra que
en esta topologfa la unién de las transformaciones elipticas e hiperbdlicas es un subconjunto
abierto y denso en Aut(C).

Sug. A € SL2(C) determina una transformacién de Mobius parabdlica o la identidad ssi tr(A) = +2.



5.

(j) (Opcional) Dada f € Aut(C), el ntimero de funcionces racionales g : C — C tal que f =

gogogogoges 15 éoo. Explica cémo determinar cual de las 3 opciones sucede para una f
dada.

1 1
. Demuestra que f(z) = —3 (z + > define un biholomorfismo DNH — H, donde D := {|z| < 1},
z

H := {Im(z) > 0}.

Sug. La ecuacién f(z) = w se reduce a la ecuacién cuadritica 2% + 2wz + 1 = 0, con dos raices
distintas cuando w # +1.

Sea f :H — D holomorfa con f(i) = 0. Demuestra que

z—1

el s i

para todo z € H.

Sug. Usar el Lemma de Schwarz.

Sea f : Dr(0) — C holomorfa, con |f(z)| < M para algun M > 0y todo z € Dg(0). Demuestra
que

_ I

-~ MR’

‘ £(2) = £(0)
M2 - F(0)f(2)

Sug. Usar el Lemma de Schwarz.

a) Si f: D — D es holomorfa con dos puntos fijos entonces f = id.

Sug. Si 0 es un punto fijo usa el Lemma de Schwarz. Si zg 7# 0 es un punto fijo existe una g € Aut(C)
tal que g(z0) = 0, luego 0 es un punto fijo de go fog "

b) Cierto o Falso: toda funcién holomorfa f : D — D tiene un punto fijo.



