Variable compleja para posgrado, CIMAT, ago-dic 2024

Tarea num. 1 - soluciones
(para el 19 ago, 2024)

1. Sea T : C — C una transformacién R-lineal. Demuestra que los siguientes son equivalentes:

a) T es C-lineal.

b) T(iz) =iT(z) para todo z € C.

¢) Existe un ¢ € C tal que T'(z) = cz para todo z € C.

d) La matriz de T', con respecto a la base {1,:}, es de la forma (Z _ab), para unos a,b € R.
)
)

e
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Si T # 0 entonces T' preserva orientacion (i.e., det(7') > 0) y manda circulos a circulos.

Si T # 0 entonces T preserva orientacion y angulos entre rectas.

Solucién. Omito la demostracion de la equivalencia de los leros 4 incisos ya que sigue inmediatamente
de las definiciones de C- y R-linealidad. Estos son: una funcion T : C — C es una transformacion C-
lineal si (1) T'(v1 + v2) = T'(v1) + T(v2) para todo vy, ve € C; (2) T(Av) = AT'(v) para todo A,v € C.
La definicién de transformacién R-lineal es la misma, excepto que en (2) solo se pide A € R.

(a) = (e):
Sea T(z) = cz, donde ¢ = a+ib # 0. Entonces det T' = a® +b? > 0. Sea C,.(29) = {z € C | |z — 29| = 7}
(el circulo de radio r centrado en zp € C). Entonces

T(Cp(z0)) = {e2 € C | |2 = | =1} = {w € C| |(w/e) = 20] =1} =
= {w e C| |w—czo| = |elr} = Clap(c0)

(e) = (a):

Sea T : C — C una transformacion R-lineal con detT > 0 que manda circulos a circulos. Primero

suponemos que T'(1) = 1. Entonces la matriz de T es de la forma <(1) Z), con d > 0 y tenemos que

demostrar que b = 0 y d = 1; es decir, T = I (la identidad). Sea C el circulo {z* +3* = 1} = {v €
R? | v'v = 1}. Entonces

T(C)=A{Tv | v'v=1} = {w [ (T"'w)"(T"'w) =1} = {w | w'Sw = 1},

ety L d® —bd
S=CT =5 a1 )

Luego, T(C) es un circulo ssi d*> = 1 y bd = 0. Como d > 0 esto implica d = 1,b = 0.

donde

Si ¢ :=T(1) # 1 consideramos a T} := S~'T, donde S(z) = cz. Luego T; tambien manda circulos a
circulos y T1(1) = 1, asi que 71 = I. Esto es, T = S, una transformacién C-lineal.

(c) = (f):
Una transformacién C-lineal C — C, z — cz, ¢ = re'® # 0, es una similitud, la composicién de
rotacion, z — €'z, con dilatacién, z — rz, lo cual deja inviariante los dngulos entre rectas (o cualquier
dos curvas).

En la otra direccién, si T : R? — R? es una transformacion lineal que preserva dngulos y orientacién,
al tomar su composicién con una transformacién C-lineal, podemos suponer, in perdida de generalidad,
que T(1) = 1, por lo que T'(i) = di para algun d € R, d = det T > 0. Luego, T(1 4+ %) = 1 + di y debe
formar dngulo de 45° con el eje de x, por lo que d = 1.



2. Sea U C C un abierto, z € Uy f : U — C suave (C" es suficiente). Demuestra que los siguientes son
equivalentes:

a) La derivada de f en z es una transformacién C-lineal.
b) f satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemman en z.

flz+h) = f(2)

Y existe y es independiente de la manera en que

¢) f es holomorfa en z; es decir, lim
h—0
h tiende a 0.
(M4s formalmente: existe un d € C tal que para toda sucesién {h,}o>; C C tal que h, # 0y
ho)—
z+ h, € U para todon > 1, si lim h,, =0 entonces lim Fzthn) — £(2) =d.)
n—r oo

n—00 hn,

Solucién.

(a) < (b):

Sea f = u 4+ iw. La matriz de Df es v ol Segun el ejercisio anterior, es la matriz de una
z Uy

transformacion C-lineal ssi u, = vy, Uy = —vs.

(c) = (b):
Si h = Az € R entonces

o SEHN 1) L fe+ Any) — f@)

h—0 h T Az—0 Az

= [z = Uz + V.
Si h = iAy € iR entonces

lim —————— = lim = —ify, = vy, — luy.
h—0 h Ay—0 iAy v Y
Los dos limites coinciden, por lo que u, + 10, = vy — iUy = Uy = Vy, Uz = —Uy.

(b) = (c):
Suponemos que f : U — C es diferenciable y que su derivada en z € U es C-lineal, dada por multipli-
cacién por una constante compleja c. Por definicion de diferenciabilidad,

fz+h) = f(2) 4+ ch+e(h)|h|,

donde €(h) es una funcion compleja, definida en una vecindad V' de 0 tal que z + V C U, y satisface
}Lﬁ% e(h) = 0. Dividiendo esta ecuacién entre h # 0 y rearreglando,
—

fz+h) - f(2)
h

—C

Nota. No era necesario suponer que f es C'! en este problema. Solo usamos que es diferenciable en un
punto.

3. Sea D := {(x,y) € R? | 22 +y> <1, z,y > 0} y OD su frontera, orientada en contra las manecias del
reloj. Sea 3 := ydx dy (una 2-forma en R?).

a) Encuentra una 1-forma « tal que § = da.

2
Solucién. Hay muchas opciones. Tomamos o = —?dx.



b) Verifica mediante un célculo explicito de los dos lados de la ecuacién que

Jo2= b

Solucién. Para calcular / a= / « +/ « —|—/ «a, notamos Y
oD Y1 Y2 V3
que a =0alolargodey; yv3 (y =0en el leroy de =0 en el
2do). Para calcular « parametrizamos s por x = cosf,y = V2
2
senf, 0 < 0 <7/2, asi que S | 5
1 [/ 1
/ a:/a:f/ (sin)3dh = =.
oD Y2 2 0 3 r
g1

Para calcular / £ usamos coordenadas polares, x = rcosf,y = rsinf, § = r?sin fdr df, asi
D

71'/2 1 1 71’/2 1
/ ﬁ:/ (/ r2dr> siansz/ sinf = —.
D 0 0 3 Jo 3

¢) ;Entiendes porqué sucede esto?

que

Solucién. Es un caso especial del Teorema de Stokes: / o= /da. Ver estas notas.
dc c

4. a) Demuestra que toda 1-forma compleja suave en un abierto U C C es de la forma o« = fdz + gdz,
donde f,g: U — C son funciones complejas suaves, dz = dr + idy y dz = dx — idy.

Sug. Por definicién, o = udx + vdy para unos u,v : U — C suaves. Escribe a dzx,dy en término
de dz, dz.

dz+dz dz—dz u—iv u+v
5 + v % — o dz + 5 dz.

b) Demuestra que si g =0, i.e., « = fdz, entonces « es cerrada ssi f es holomorfa.

Solucién. a = udx +vdy =u

Solucién. Si f = u + iv entonces
d(fdz) = dfdz = (fzdzx + fydy)(dz + idy) = i[(uy — vy) + i(vy + uy)]dzdy,
asi que d(fdz) = 0 ssi = uy — vy = vy + uy = 0. Estas son las ecuaciones de CR.

5. Encuentra la imagen de una elipse de Hooke (una elipse centrada en 0 € C) bajo el mapeo f(2) = z2.

Resp. Una elipse de Kepler (una elipse con un foco en 0 € C).

Sug. Hacer lero el caso ax® + 4% =1, a > 0.

Solucién. Consideramos la elipse F, dada por az? 4+ y? = 1, con 0 < a < 1. Su semi-eje mayor es
1/v/a (alo largo del eje de x) y su semi-eje menor es 1. Para escribir una ecuacién para f(E,) hacemos
en la ecuacién de F, un cambio de variable,

2

Z=f(z)=2"=X+iY, X; =X ——



https://www.cimat.mx/~gil/docencia/1999/variable_complejaI/stokes.pdf

Entonces la ecuacion de E, se puede escribir como

—\ 2 -\ 2
z2+z z—Z a, 5 o 9 1,5 9
1a< 5 >+(2i> :Z(z +z +2|z|)—1(z + 2% — 2|2|?)

a+1

a - 1 - a—1 -
:Z(Z+Z+2|Z|)fZ(Z+Z—2|Z\):T(Z+Z)+ 5 |Z|
a—1 a+1 a—1 2 a+1
= X Z| = X4+ — Z| =
; Xt == (1+a—1)+ 5 12l
a—1 a+1
= X Z|+ 1.
5 1+ 2 |Z| +
Y

Esto lo podemos reescribir como

Z] 1-a
X, 1+4a

Es la ecuaciéon de una elipse, con foco en el origen,

1—
directiz X = 2/(a—1) y eccentrecidad e := T <1

a

X =

a—1

Una elipse de Hooke general E se obtiene de una de las E, por rotacién y dilatacion, £ = re E,.
Asi que f(E) = (re')?f(E,) = r2e?" f(E,); esto es, rotacion por 20 seguida por dilatacién por r2 de
la elipse de Kepler f(E,), lo cual sigue siendo una elipse de Kepler.

Nota. Dos casos interesantes adicionales son: rectas que no pasan por el origen, e hiperbolas de Hooke
(centradas en el origen). Una recta se manda por f(z) = z? a una parabolas de Kepler (con foco en el
origen), y una hipérbolas de Hooke se manda a una rama de hipérbola de Kepler.



