Representaciones de grupos, CIMAT

Notas num. 2

Nota: todas las representaciones son complejas, de dimesnién finita (a menos que diga
otra cosa... ).

Definicién. Sea X un conjunto y G un grupo. Una accion de G en X es un homo-
morfismo ¢ entre GG y el grupo de biyecciones X — X. Se dice en este caso que X es
un G-espacio.

O sea, para cada g € G, ¢(g) : X — X es una biyeccién, ¢(e) = idx (la transforma-
cién identidad de X) y ¢(g192) = ¢(g1) o ¢(g2) para todo g1, g2 € G. A veces se escribe

simplemente g-x o incluso gz en lugar de ¢(g)(z), asi que la regla ¢(g192) = ¢(g1)0d(g2)
es la “asociatividad” (g192)r = ¢1(g27).

Ejemplo. Una representacion de un grupo es un caso especial de accion, una acciéon
lineal, donde X es un espacio vectorial y cada ¢(g) es una transformacion lineal.

Definicién. Dada una accién de un grupo G en un conjunto X,

= un punto fijode un g € G es un x € X tal que gr = x.

= Los puntos fijos de GG son los puntos x € X que son fijos para todo g € G.

= La accién es libre si ningun elemento g € G, g # e, tiene puntos fijos.

» La accién es trivial si ¢(g) = idx para todo g € G.

» La accién es efectiva si el kernel de ¢ es trivial (cada elemento g # e “hace algo”).
» La accion es transitiva si para todo x,y € X existe un g € G tal que gzr = y.

» La orbita de un x € X es el conjunto G -z = {gz|g € G} C X.

» El estabilizador de un z € X es el conjunto G, = {g € Glgz =z} C G.

—1.1. Cada estabilizador GG, C G es un subgrupo. Estabilizadores de puntos sobre la
misma érbita son subgrupos conjugados. La relacion “estar en la misma érbita” es una
relacion de equivalencia en X; las clases de equivalencia son las 6rbitas. Demuestra que
gG . — gx define una biyecciéon G/G, — G - .

(Nota: la notaciéon G/H, para un subgrupo H C G, significa el conjunto de las clases
laterales derechas de H, i.e. los conjuntos de la forma gH, g € G.)

Definicién. Para cada grupo G se definen tres acciones de G en G mismo: translaciones
por la izquierda, por la derecha y conjungacion. La translacion por la izquierda por ¢
manda x — gz, por la derecha manda x — x¢g~!, y la conjugacién manda x +— gzg—.

—1.2. Verifica que las acciones de la tltima definicion satisfacen las propiedades requeri-
das de ser acciéon. Determina cuéales son los puntos fijos de las acciones, cudles acciones
son libres, cudles son efectivas.

Definicién. Una funcién entre dos G-espacios F' : X — Y es G-equivariante si F'(gz) =

gF(z) para todo g € G, x € X.
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—1.3. Para todo subgrupo H C G, la acciéon de G en G por translaciones por la izquierda
induce una accién de G en G/H, g : tH — gxH. Demuestra que la biyecciéon G/G, —
G - = del ultimo ejercicio es G-equivariante.

—1.4. Considera la accién natural de G = S; (el grupo de permutaciones de {1,2,3}) en
X =1{1,2,3} (¢(g9) = g). Encuentra las érbitas y los estabilizadores. Repite lo mismo
para las acciones izquierda, derecha y conjugacion de G en G.

—1.5. Sean G4,G4 dos grupos y X un conjunto. Demuestra que existe una biyeccion
entre acciones de G X G en X y pares de acciones ¢1, ¢o de Gy, G (resp.) en X que

conmutan, i.e. ¢1(g1) © ¢2(g2) = P2(g2) © ¢1(g1), para todo g1 € Gy, g2 € Ga.
Sugerencia: a un par de acciones de G, Gy asociamos la accién de G; x Gy dada por
la formula (g1, g2)z = g1(go7).

Definicién. Con una accién de G en X se asocia una representacién p de G en C[X],
el espacio de todas las funciones f : X — C, llamada la representacion de permutacion,

dada por [p(g)f](z) = f(g7").

—1.6. Esta es una representacion, de dimension finita si y solo si X es un conjunto finito.
Si X es finito, dim C[X] = | X| (la cardinalidad de X). Una base para C[X] estd dada
por el conjunto {d,|z € X} donde 0,(y) =1siz=yy d,(y) =0siz#y.

—1.7. p(9)dy = 0gq-

La férmula del dltimo ejercicio sugiere idenificar C[X] con el conjunto de combinacio-
nes lineales formales de elementos de X. Esto es, la funcién f : X — C estd identificada
con Y f(z)xz. La ventaja de esta notacién es que la representacion de permutacion
asociada a una accién de G en X es simplemente “extender por linealidad” la accién
en X a las combinaciones lineales de elementos de X.

—1.8. Sean X, Xy G-espacios. Encuentra G-isomorfismos (a) C[X; x X5] ~ C[X;| ®
(C[XQ], (b) (C[Xl U XQ] ~ (C[Xl] D C[XQ] si X1 N XQ = Q)

Definicién. Para un grupo finito G, C[G] se llama el dlgebra del grupo. Definimos un
producto hermitiano en C[G],

(61, 6) = ,—a S 5 (@)és(g).

—1.9. Esta definicién es equivalente a declarar a la base {\/|G|d,|g € G} una base
unitaria.

—1.10. Demuestra que la representacion de G x G en C[G] asociadas con las acciones
de translaciones izquierda y derecha de G en GG son unitarias con respecto al producto
hermitiano en el dlgebra de GG definido arriba.

Pensando en C[G] como “combinaciones lineales de elementos de G”, podemos ex-
tender linealmente el producto G x G — G a un producto bilineal C[G] x C[G] — C[G].
A este producto nos referimos cuando llamamos a C[G] “el algebra de G”.

—1.11. Demuestra que C[G] es un dlgebra conmutativo ssi G es conmutativo.
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—1.12. Pensando en C[G] como funciones G — C, escribe explicitamente el producto. A
este producto de funciones en G se llama a veces convolucion, y se denota por fi * f.

(Respuesta: (fi * f2)(z) = >, fi(9) f2(g7"2).)

Proposicién (“las relaciones de ortogonolidad de Schur”). Sea p una represen-
tacion irreducible compleja de un grupo finito G' en un espacio vectorial V' de dimensién
finita n, unitaria con respecto a un producto hermitiano invariante en V. Entonces
(a) Las n* componentes de p, con respecto a una base unitaria de V', satisfacen

1
<pijapkzl> = E z'k;5jl-

Esto es, el conjunto de n* funciones {y/np;;} C C[G] es unitario.
(b) Si p’ es otra representacion irreducible compleja que no es equivalente a p, entonces
todas sus componentes son ortogonales a todas las componentes de p.

Demostracion. (a) Para toda T € End(V) se define T := (/1G> p(9)Tp(g7") ¥

se verifica que T es G-equivariante, asi que existe A € C tal que T = Xidy (Schur).
Tomando la traza de ambos lados, tr(T) = An, por lo que T = (tr(T)/n)idy. Sea
U1, ..., U, una base unitaria de V' y a, ..., o, su base dual. Sea E;; € End(V') dada por
E;j(v) = v (v) (E;; correponde a v; ® a; bajo el isomorphismo canénico End(V') =~
V @ V*). Luego {E;;} forma una base de End(V'). Ahora se calcula que p(g)E;; =
>k Pr(9) Erjy Brjp(g™") = 32, pij(9) ki, asi que por un lado

= 0y 01 dj1
B =—Lidy, = 2 B = -2 8ir Er;
lj n tay n g kk n ; ELuE
y por el otro lado
Ezj = ]G| ZP Eiip(g ]G\ sz] 9)Pri(9) Eri = Z<pijapkl>Eki'
gvlzk ’L,k

Comparando coeficientes de Ej; en las dltimas dos ecuaciones, (p;;, pri) = dirdji/n.
(b) Para todo T' € Hom(V, V') se define T = (1/|G|) >, (9)Tp(g™") y se verifica que
T es G-equivariante, por lo que T = 0. Luego, se fija bases {v;}, {a;} de V', V* (resp.)
y se define E;; € Hom(V, V') por E;;v := v;a5(v). Al evaluar explicitamente la ecuacién

Ey; = 0 se obtiene (p;j, py;) = 0.
U

—1.13. Verificar con cuidado todos los detalles de la tltima demostracién.

Definicién. Sea (p,V) una representacién compleja de un grupo G. El caracter de
la representacién es la funcién y, : G — C dada por x,(g) = tr[p(g)], donde tr :
End(V) — C es la traza (la suma de las entradas del diagonal de la matriz que
representa a un A € End(V') con respecto a una base de V).

—1.14. Demostrar:
= X,(e) =dimV.



= Si gy, g2 € G son elementos conjugados (g2 = gg19~ ! para algun g € G), entonces

Xp(91) = Xp(92)-
= Los caracteres de representaciones equivalentes coinciden.
" Xp1@p2 = Xp1 T Xpa-
" Xp1®p2 = Xp1 Xpz-
= X (9) = Xol97)
» Si H C G es un subgrupo, p' = p|g, entonces xy = X,|u-

Nota: el converso de la tercera propiedad no es cierto. Por ejemplo, la representacion

de Z en C? dada por
1 n
p(n) = ( 0 1 )

tiene el mismo caracter que la representacién trivial en C2. Sin embargo, veremos més
tarde que para grupos finitos (e incluso compactos) es cierto.

—1.15. Si un grupo G actua en un conjunto finito X y (p, C[X]) es la representacién de
permutacién asociada, entonces x,(g) es el nimero de puntos fijos de g en X.

Nota: este ejercicio se puede considerar como una respuesta (parcial) a la pregunta:
qué significa, geomericamente, la traza de una transformacion lineal.

Corolarios de las relaciones de ortogonalidad de Schur. Para un grupo finito

G:

(a) Una representacion es irreducible ssi su caracter es un elemento unitario (de norma
1) en C[G].

(b) Dos representaciones irreducibles no son equivalentes ssi sus caracteres son ortogo-
nales.

(c) Dos representaciones (no necesariamente irreducibles) son equivalentes ssi sus ca-
racteres coinciden.

(d) El conjunto de caracteres de representaciones irreducibles forma un conjunto li-
nealmente independiente en C[G].

(e) El nimero de clases de equivalencias de representaciones irreducibles es finito,
acotado por el nimero de las clases de conjugacién en G.

—1.16. Demostrar estos corolarios.

Definicién. Dados dos grupos Gi, G5 con representaciones (p1, V1), (p2, Va) (resp.) se
define la representacién p; K ps (“el producto tensorial externo de p; y po”) de Gy x Gy

en Vi ® Va por (p1 X p2)(g1,92) = p1(g1) @ pa(g2)-

—1.17. Si G, G5 son finitos entonces p; X py es irreducible ssi pp, po son irreducibles.
(Sugerencia: calcula la norma del caracter de p; X ps.)

Ejemplo. Sean (p;, V1), (p2, V2) dos representaciones del mismo grupo G y A : G —
G x G dado por A(g) = (g,9). Entonces p; ® ps = (p1 X p2) o A (“el producto tensorial
de dos representaciones de un grupo G es la restriccion de su producto tensorial externo
al subgrupo diaganoal A(G) C G x G”).
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—1.18. Dados dos conjuntos finitos X1, Xo, C[X; x X5] = C[X;] ® C[X3]. Si dos grupos
G1, G5 actuan en X7, X5 (resp.) define una accién de G1 x Gy en X X X5 y demuestra
que la representacién asociada en C[X; x X5] es isomorfa a C[X;] K C[X,].

—1.19. Dados dos grupos Gy, Gy con representaciones (pq, Vi), (pa, V) (resp.) se define
una representacién p de Gy x Gy en Hom(Vy, V5) por plgr, g2)T = pal(g2)Tpi(97).
Demuestra que esta representacién es isomorfa a la representacion py X pi.

Definicién. Consideramos la acciéon de G x G' en GG por translaciones por ambos lados;
ie. (91,92) - 9 = 91995 " Esto induce una representacién de G' x G en C[G] llamada
la representacion regular. La restriccién de la representacion regular a G x {e} (resp.
{e} x G) se llama la representacion regular izquierda (resp. derecha).

Sea G el conjunto de clases de equivalencia de representaciones irreducibles complejas
de GG. Para cada 7 € (G sea

= p, Una representacion en la clase 7, en un espacio vectorial V. de dimensién d,;

» C[G]: C C|[G] el suespacio generado por las componentes de p, (con respecto a
alguna base de V,);

=\, el caracter de p,.

—1.20. C[G], C C[G] solo depende de 7 (y no de la representacién particular (p., Vz),
ni la base de V; seleccionada).

Teorema (Peter-Weyl). Bajo la accién regular de G x G en C[G], cada C|G|, C C[G]
es invariante e irreducible, isomorfo a End(V;) ~ V; W V', y C[G] = @, .z ClG]-.

Demostracién. Para cada m € G se define V; ® V¥ — C[G] por v ® @ — a(prv) y
se confirma que esto define un isomorphismo G x G-equivariante V; X V* ~ C[G],.
Los subespacios C[G|, son mutualmente ortogonales (las relaciones de ortogonalidad
de Schur). Bajo la representacion regular derecha (pg, C[G]), C|G]; ~ d,V,, asi que
para demostrar que C[G] = @©,C|[G], basta demostrar que la multiplicidad de V, en
C[G] es dy. Sea xg el caracter de pg, entonces xr(g) = 0si g # e, xr(e) = |G|. Asi

que (xr, Xx) = (1/|G]) 22, Xr(9)x=(9) = (1/|G))Xr(€)xx(€) = dx. O
Corolarios.

() [G] = 5, &.

(b) |G| = |G/conj| (el nimero de clases de conjugacién de G).

Demostracion. (a) Es inmediato. Para (b), nota primero que |G /conj| = dim(C[G/conj])
v que C[G/conj] se puede identificar con el subespacio C[G]*" C C|G] de funciones
de clase, i.e. las funciones f € C[G] invariantes bajo conjugacion, f(yzy™') = f(z) (o
més simple f(xy) = f(yz).) Esto es justo el subespacio de C[G] fijo bajo la accién de
conjugacién de G. En cada C[G], ~ End(V}) el subespacio fijo bajo conjugacion es
1-dimensional (Schur), asi que dim(C[G]*") = |G]. O

—1.21. Toda represenacion irreducible del producto cartesiano de dos grupos finitos es
isomorfa al producto externo de representaciones irreducibles de los factores.
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Definicién. Sea V un espacio vectorial complejo. El espacio vectorial conjugado V es
el mismo conjunto de vectores pero la multiplicacién por escalar (complejo) cambia: la
nueva multiplicacién por el escalar A es la antigua multiplicacién por el esacalar . Si
T :V — W es una transformacién lineal, entonces se denota por 7 : V — W la misma
funcién (y se verifique que sigue siendo lineal como transformacién lineal V' — W.) Si

(p, V) es una representacién compleja se denota por (p, V) la representaciéon p(g) =

p(g)-

—1.22. Si e1,...,e, es una base para V entonces es tambien base para V. Si Aes la
matriz de una 7" € End(V') con respecto a esta base entonces la matriz de T', con
respecto a la misma base, es A (conjugando todas las entradas de la matriz A).

—1.23. x5 = X,

—1.24. Una representacion unitaria satisface p ~ p*.
Sugerencia: el isomorfismo estd dado por v — (v, ).

(Actualizado: 15 de febrero de 2020).



