Calculo ITI , Demat-CIMAT, ago-dic 2014

EXAMEN PARCIAL 1 - SOLUCIONES

1. Encuentra el coseno y el seno del dngulo entre los vectores 3i + 4j, —6i + 8k en R3.

>
cos(6) = (3i+4j)- (=61 +8k) _ 3-(—6) _ 9 036
13 + 45| — 61+ 8k| /32 +42/62 + 82 25
Luego

sen(f) = /1 — cos2(0) = /1 — (9/25)2 = %:74

Nota: por definicién, el d&ngulo entre vectores estd en el rango 0 < 6 < 7, por lo que sen(f) > 0. O

2. Encuentra la distancia entre el punto (2, —1,3) € R3 y (a) el eje de z (b) el plano 3z +4y+5z = 6
(¢c)larectaz —1=y—2=2—3.
a) La distancia al eje de z es la magnitud de la proyeccién al plano zy; esto es, ||(2, —1)|| = V/5.
b) La distancia de un punto pg al plano p - vy = ¢ estd dada por |pg - vo — ¢|/||vo||, por lo que la
distancia es
(2,-1,3) - (3,4,5) = 6] _[6—4+15—6] 11
1(3,4,5)]] V32 4+ 42452 /50
¢) Re-escribimos las ecuaciones de la recta como y = = 4+ 1, z = = + 2, asi que podemos
parametrizar la recta por r(t) = (¢,t + 1, + 2). Luego encontramos el minimo de d? =
le(t) —poll® = ||(t — 2,t + 2, — 1)||? = 3t — 2t + 9, lo cual sucede cuando (d?)' = 6t — 2 =
0=t=1/3=d>=3(1/3)2—2/3+9=26/3=d=/26/3. O

3. Encuentra la proyeccién orthogonal del vector i+j sobre (a) el eje de z (b) el plano 3z+4y+5z = 6
(c) larecta x — 1 =y — 2 = z — 3. Encuentra la magnitud (norma) de estas proyecciones.

> Seav=1i4].
a) El vector v se encuentra en el plano zy asi que su proyeccién ortogonal sobre el eje de z se
anula.
b) Para proyectar v sobre un plano p - vog = ¢ podemos restar del v su proyeccién sobre v (un
vector normal al plano); esto es,

(i+]) - (3i+4j + 5k)
|31 + 4j + 5k||?

vV-Vg s
_WVO = (i+j) -

(3i + 4j + 5k) =

7 1
= (i+3)— —(3i+4i+5k) = —(29i + 227 — 35k).
(i+J) 50(1+ j + 5k) 50( i+ 22j )

La magnitud de esta proyeccién es 5—10\/ 292 + 222 4 352 = 1/%.

¢) Usando la parametrizacién de la recta del problema anterior, r(t) = (¢,t + 1,¢ + 2), basta
proyectar v sobre =i+ j + k, lo cual da

i+j)-G+j+k) . . 2. .
k) == K).
TEESAE (i+j+k)=g(i+j+k)

La magnitud de esta proyeccion es %Hl +ij+k||= % O



4.

a)
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Consideramos la curva en el plano parametrizada por « = 2 cos(t), y = sen(t), t € R. Escribe
una ecuacién para la curva (eliminando el pardmero t) y dibuja la curva en el plano, indicando
con flechas la direcciéon del aumento el pardmetro.

> (£)? 4+ y? = cos?(0) + sen?(t) = 1. Esta es una elipse, centrada en el origen, con semieje
mayor horizonal, de tamano 2, y semieje menor de tamano 1.

[Dibujo]

Repite el inciso anterior para la familia de curvas dadas por x = Acosh(t),y = Asenh(?),
dibujando las tres curvas de la familia que corresponden a A = 1,2,3 (dibuja las 3 curvas
encimadas, en el mismo sistema de coordenadas).

> (2/X)? — (y/A?) = cosh?(t) —senh?(t) = 1, por lo que es la rama derecha de una hipérbola,
centrada en el origen, con asintotas y = +x, y vértices en (£, 0).

[Dibujo]
Encuentra los puntos de interseccion de las curvas de los dos incisos anteriores, en términos
de la A.
> De la ecuacién de la hipérbola, 22 — y? = A2. Sumando a esta ecuacién la ecuacién de la
elipse, (£)?+y? = 1, obtenemos 5(%)? = 1+ A\ = 2 = 2,/(1 + A?) /5. Luego y* = 1—(%)? =

1—(14+X)/5=(4—)\?)/5=y=+/(4— )\2)/5. Tenemos entonces 2 puntos de interseccion
para 0 < A < 2 en

(2V/(1+X2)/5,£1/(4 = X2)/5),

una interseccién para A = 2 en (2,0), y ninguna interseccién para A > 2.

(Opcional, extra crédito)

Encuentra un valor de A > 0 para el cual las curvas de los incisos (a) y (b) intersectan
ortogonalmente. Dibuja el par de curvas para este valor de .

> Tomando derivada de la ecuacién de la elipse con recpecto a z, x + 2yy’ = 0, asi que la
pendiete de la tangente a la elipse en (xg,y0) es m1 = y'(zo) = —20/2yo. Repitiendo para la
hipérbola, obtenemos mg = xg/yo. Las dos rectas tangentes son perpendiculares si y solo si
mimeo = -1 = (7$0/2y0)($0/y0) =—-1= (.’Eo)z = 2(y0)2 = 4(1 + )\2)/5 = 2(4 — )\2)/5 =

A= /23,



